11. gyakorlat

Ko6zonséges differenciadlegyenletek

A kozonséges differencidlegyenlet olyan egyenlet, amelyben informacionk van egy valos
fiiggvény és annak derivaltja (vagy kiilonb6z6 rendi derivaltjai) kozotti kapcesolatrol. Az
algebrai egyenletekkel szemben egy ilyen egyenlet megoldasa nem szam, hanem (valami-
lyen intervallumon értelmezett) fiiggvény lesz.

PL tegyiik fel, hogy egy y fiiggvényrdl azt tudjuk, hogy derivaltfiiggvénye a g(z) = 23

fliggvénynek és maganak az y-nak az osszege. Ezt a kovetkezs szimboélummal jeloljiik:
y =2’ +y.
Altalanosan egy elsérendi kozonséges differencidlegyenletet az

y/ = f(may>

szimbolummal jeloliink, ahol f egy kétvaltozos fiiggveny. Az ' = f(x,y) differencial-
egyenlet megoldasanak nevezziik az y : R — R fiiggvényt, ha egy intervallum minden x

pontjaban fennall az
y'(z) = flz,y(x))

egyenlGség.

Példak. 1. Tekintsiik az ¥y = —y egyenletet. (Itt specidlisan a jobb oldal csak y-tol
fiigg.) Megoldasa-e ennek a differencidlegyenletnek az y(z) = 3 - e~* fiiggvény?
Helyettesitsiik be az egyenletbe a megadott fiiggvényt, és vizsgaljuk meg, hogy minden
pontban egyenlG-e a két oldal:

Bal oldal: ¢/(z) = =3 -e~".

Jobb oldal: —y(z) = —3-e™".

Jol lathato, hogy a két kifejezés minden z € IR pontban egyenld, ez a fliggvény tehat

megoldéasa a differencidlegyenletnek.

2. Tekintsiik a —2y' + 4y = e® — 1 egyenletet. Megoldasa-e az y(z) = €** fiiggvény?

Bal oldal: —2y/(x) + 4y(z) = —4€*® + 4e** = 0.

Jobb oldal: e* — 1.

A két kifejezés csak csak az z = 0 pontban egyenls, a megadott fiiggvény tehat nem

megoldas.

Egy elsérendii kozonséges differencidlegyenletnek altalaban végtelen sok megoldéasa van.
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A differencidlegyenlet 0sszes megoldasat altalanos megoldasnak nevezziik.
PL

1. Az 3y = 0 egyenlet altalanos megoldéasa y(x) = ¢, ahol ¢ € IR tetszileges konstans.

2. Az v = —y egyenlet altalanos megoldasa:

Feladat: Abrazoljuk grafikusan a megoldasokat. A kapott gorbéket integralgérbéknek

nevezziik.

A differencialegyenlet egy adott megoldasat partikularis megoldasnak nevezziik. Pl

az el6bbi differencialegyenletnek egy partikularis megoldasa az y(x) = 3 - e~* fiiggvény.

Rendszerint egy kozonséges differencidlegyenletnek nem az Gsszes megoldasat keressiik,
hanem azt, amelyik valamely adott zy, pontban egy el6irt értéket vesz fel, pl. amelyre
y(xo) = a. Az y(xog) = a feltételt kezdeti feltételnek nevezziikk. Ha az v = f(z,y)
differencidlegyenlet megoldasat az y(zo) = a feltétel mellett keressiik, kezdetiérték-
feladatrol vagy Cauchy-feladatrol beszéliink.

Pl. Oldjuk meg az

Cauchy-feladatot.
Az (1) differencidlegyenlet altalanos megoldasa, ahogy mar lattuk, y(x) = c-e™*, c € RR.

Valasszuk ki ezen végtelen sok megoldas koziil azt, amelyre y(3) = 2.

y(3) =c-e?=2=c=2-¢"

Igy (1)-(2) megoldasa: y(z) =2-¢e3- e = 2e377.

A tovabbiakban azzal foglalkozunk, hogy hogyan szamithato ki egy kozonséges differen-
cidlegyenlet megoldasa. Altalanos képlet nincs, kiilonb6zé tipusi differencialegyenletek

megoldésara méas-méas modszerek 1éteznek.

1.) A legegyszeriibb tipusu differencidlegyenletben a jobb oldal csak = fiiggvénye, pl.

y' = 2. llyenkor azokat a fiiggvényeket keressiik, amelyeknek derivaltja a jobb olda-



lon allo fiiggvény. A megoldasok tehat f primitiv fiiggvényei lesznek, azaz az altalanos

megoldés:
) = [ fa)ds

Pl. oldjuk meg az ¢y = 2sinx egyenletet!
y(x) = [ f(z)dz = [2sinzdr = —2cosz + ¢, c € R.

2.) Szintén egyszertien megoldhatok a szétvalaszthato tipusu differencidlegyenletek. Ezek-

ben az f(x,y) jobb oldal egy csak z-t6l és egy csak y-tol fliggd fiiggvény szorzata, azaz

y = g(x) - h(y).

/@dyz/g(z)dx

képlet adja meg. Ezt a kdvetkezGképpen tudjuk egyszertien megjegyezni. Az egyenletben

Ekkor a megoldasokat az

y'-t irjuk fel dy/dz alakban, majd formélisan szorozzunk at dz-szel és osszunk &t h(y)-nal:

Végiil a kapott egyenlet mindkét oldala elé irjunk integraljelet.

PlL. oldjuk meg az

egyenletet!

Ez szétvalaszthato tipust: g(x) = —23, h(y) = m gy a megoldasokat az

/(y +1)%dy = /—l‘sdl‘

képlet adja meg. A bal oldali hatarozatlan integral kiszamitasa:

1 3
/(y+1)2dy: (y%;) ) +c1, ¢ € IR tetsz.

A jobb oldali integral:

4
/f(x)d:v = /—xsdat = —% + ca, 2 € R tetsz.



A kett6 egyenlGségébdl

1) *
WHDT 2o (e € R tetsz) = y(z) = {

3
3 1 _Z‘%A—i—c_l’ c € IR tetsz.

Szoveges feladatok:

1. Egy radioaktiv anyag tomege kezdetben my. Hatarozzuk meg a témeget az id6 fiigg-
vényében (m(t) =7), ha a bomlasi sebesség aranyos a tomeggel, és a felezési id6 1600 év.
Megoldds: A bomlasi sebesség az m tomeg t id6 szerinti derivaltja: CS—T. Tudjuk, hogy ez

aranyos a tomeggel, azaz
dm

dt

ahol k jeloli az aranyosséagi tényez6t (konstans). Ezt a differencidlegyenletet egészitsiik ki

=k-m,

az m(0) = mg kezdeti feltétellel, igy a

{%—T:k-m (1)

Cauchy-feladatot kapjuk. A differencidlegyenlet szétvalaszthato tipusi, igy 6sszes megol-
1
/ —dm = / kdt
m

Inm =kt + ¢, = m(t) = cze

dasa az

képletbdl hatdrozhaté meg:

kt

A ¢,y egyeldre tetszoleges konstans. Ertékét a kezdeti feltételbsl hatarozhatjuk meg:
m(0) = ¢y = my

Igy a megoldas m(t) = mg - €. A k aranyossagi tényezdt is ki tudjuk szamitani a felezési
id6bal:

In2
m(1600) = % = mg - €"1600 = % = k= ——1200.

Igy a megoldas:
_In2 t
m(t) = mg - e 1600",

2. A testek hiilési sebessége aranyos a test és a kornyezete kozotti hGmérsékletkiilonbség-
gel. Az el6bbit jelolje T', az utobbit Ty. Egy 100 °C-os testet 0 °C-os helyre visziink, 20
perc milva a test 50 °C-os. Hany fokra hilt le 10 perc alatt?



Megoldds: A problémat leir6 differencidlegyenlet:

dT
— = —k(T —1T}) = —kT.
dt ( k)
Ez szétvalaszthato tipusi, dltalanos megoldésa

T(t)=c-e ™,
ahol a kezdeti feltételbsl ¢ = 100. A k kiszamitésa:

T(20) =100-e 2% =50 = ¢ 2% = 0,5 = k = —

Ebbél T(10) = 100 - e~ %347 = 70, 71°C.
Tehat a test 10 perc alatt 70,71 °C-ra hilt le.

3.) Meég egy tipusu differencialegyenlettel megismerkediink: ez a linearis differencial-

egyenlet. Altalanos alakja
y + fla)y = g(x).

Ha a jobb oldali g(x) fiiggvény nulla, akkor homogén linearis, ha nem nulla, inhomogén
linearis differencidlegyenletrsl beszéliink.
a) Homogén lineéris differencidlegyenletek megoldasa: A homogén linearis differenciél-
egyenleteket eddigi ismereteink alapjan is meg tudjuk oldani, ugyanis ezek szétvalaszthato
tipusuak:

dy

Yy + f(x)y=0= P + fx)y=0= idy = —f(z)dz.

Megmutathato (lasd a kovetkezs példat), hogy az dsszes megoldas y = ¢ - yo alaku, ahol
Yo egy tetszoleges megoldasa az egyenletnek. (Azaz a homogén feladat barmely két meg-
oldasa csak egy konstans szorzoban kiilénbozhet.)

b.) Inhomogén linearis differencidlegyenletek megoldasa: az altalanos megoldas

y:yh+yp

alakban irhato fel, ahol y;, a megfelel6 homogén egyenlet altalanos megoldasat jeloli, y,
pedig az inhomogén egyenlet egy tetszGleges partikularis megoldasat.

Partikularis megoldast pl. az allando varidlasanak modszerével talalhatunk: a megoldast

yp(w) = c(2) - yo(2)



alakban keressiik, ahol yo a homogén egyenlet egy tetszleges megoldasa. (Ez hasonlit a
homogén feladat Gsszes megoldasihoz, de itt a ¢ konstans szorzo helyett egy x-t6l fiiggs
c(x) fiiggvénnyel szorozzuk meg a homogén feladat Gsszes megoldaséat. Innen ered az &l-

landé varidlasa elnevezés: az allandobol valtozot (fiiggvényt) csinalunk.)

PL. Oldjuk meg az

2
y+y=2a’
x
inhomogén linearis differencidlegyenletet!
El6szor megoldjuk a homogén feladatot:
, 2
y+-y=0
x
dy 2
dw  z7

1
/—dy:—/zdx
Y x

1
Injy| = —2In|z|+¢ = lnp + e, ¢ € R tetsz.

Ebbdl a homogén egyenlet 6sszes megoldasa
yp(x) =c- =, c € tetsz.

Egy megoldas ezek koziil pl. az yo(x) = 1—12 Ezért az inhomogén feladat megoldéasat

kereshetjiik a kovetkezG alakban:

A ¢(z) fiiggvény meghatarozasahoz helyettesitsiik be az inhomogén differencidlegyenletbe

a fenti y, fiiggvényt: mivel y/(z) = (z) - 5 + c(x) - (=), ezért a

1 2 2 1
/ 3
(z) - 2 c(z) - (_E) + EC(@E =x
egyenlethez jutunk. Ebbdl
26
d(z) = 2° = ¢( ):E—i-cg
Valasszuk pl. a cs-at nullanak, ezzel az y,(z) = % w—lz = % fiiggvényt kapjuk. Az



inhomogén egyenlet altalanos megoldasa tehat

4

1 x
y(x):c-;—l—g, ¢ € R tetsz.



