2. gyakorlat
A polarkoordinata-rendszer

Az 1. gyakorlaton megismerkedtiink a descartesi koordinata-rendszerrel. Sikvektorokat
gyakran kényelmes tin. polarkoordinatakkal megadni: az r hossziisaggal és a ¢ iranyszog-
gel (¢ € [0,2r)):

a (r,0)p
(Vigyazat: itt nem bazisvektorokhoz tartozo egyiitthatokrol van szo!)
Feladat: a.) Adjuk meg az a = i + j vektor polarkoordinatéds alakjét!

T
, =

P=VIFI=V3, - ),

% (45°) = a polarkoordinatas alakja: (v/2

b.) Ha egy a vektor polarkoordinitas alakja (4, ), akkor mik a Descartes-koordinatai?
r=rcos¢=4cost =2

3 = a Descartes-koordinatas alakja: (2,2\/§)

y=rsing =4sinZ =23

Az IR"™ vektortér

Feladat: Adjuk meg sikbeli vektorok
a.) Osszegének,

b.) skalarszorosanak
Descartes-koordinatait!

a.) Legyen a = i+ apj és b= Bii + (). Ekkor
a+b=oaqi+az+ Bii+ Baj = (a1 + B)i+ (o + Ba)j,

amibdl a + b koordinatai: (ay + 1, as + B2). Azaz Gsszeadasnal a megfelel¢ koordinatak
Osszeadodnak.

b.) Legyen a = ayi + apj és A € R tetszbleges. Ekkor
Ara= N (a1i+agj) = (A ar)i+ (A az)].

Ebbdl a A - a vektor Descartes-koordinatai: (A - aq, A - ae). Vagyis az a vektor mindkét
Descartes-koordinataja A-val szorzodik. Kénnyen meggondolhato, hogy ez nemcsak a des-

cartesi, hanem tetsz6leges bazisvektorok esetén is igaz. (A levezetés ugyanez.)

Tekintsiik most IR?-t onmagiban, és ne képzeljiink mogé iranyitott szakaszokat. Ez a

rendezett valos szamparok halmaza. Vezessiink be ezen a halmazon két miiveletet:

1



1. Osszeadason értsiik a kovetkezét: (a,b) @ (c,d) = (a + ¢, b+ d);
2. Skalarral valo szorzason pedig a kovetkezét: A © (a,b) := (Aa, Ab).

Belathato, hogy ez a két mivelet ugyanazzal a hét tulajdonsiggal rendelkezik, mint a
geometriai vektorok Osszeadasa és skalarral valo szorzasa! Mutassuk meg pl., hogy az

Osszeadas kommutativ:

(a,b) @ (¢,d) = (¢,d) ® (a,b)?

Ez igaz, mert (a,b) ® (¢,d) = (a +¢,b+d) = (¢ +a,d+b) = (¢,d) & (a,b). (A masodik
egyenlgség azért all fenn, mert a valos szamok Osszeadasa kommutativ.)

A nullvektor tulajdonsagaval rendelkezik a (0,0) szampéar: (a,b) @ (0,0) = (a,b)

(A maradék 6t tulajdonsagot lassuk be otthon.)

Igaz tovabba, hogy az 0sszeadas és a skalarral valo szorzas eredménye is mindig szampar,
azaz benne van IR%-ben. Igy jogos IR%-t (a fenti két miivelettel ellitva!) szintén vek-
tortérnek nevezni, elemeit, a valos szampérokat pedig vektoroknak. Vegyiik észre, hogy
most mar IR?-ben is van értelme a kovetkezs fogalmaknak: linearis kombinacio, linearis

Osszefliggdseg/fiiggetlenség, generalorendszer, bazis, dimenzio.

Feladat: Adjunk meg bazist IR*-ben!
Példaul
B :={(1,0),(0,1)}

Ez egyrészt generdlorendszere IR% -nek, mivel barmely (a,b) € IR? szampar felirhato ezen

két szampar linearis kombinéaciojaként, mégpedig az a és b egyilitthatokkal:
(a,b) =a® (1,0)® b (0,1).
Belatand6 még, hogy B lineéarisan fiiggetlen rendszer: igaz-e, hogy
a® (1,008 (0,1) =(0,0) & «,5 =07
A bal oldalon elvégezve a miiveleteket:
(a,0) & (0,8) = (0,0),

(o, ) = (0,0) & «, 5 = 0.

(A tovabbiakban a karikdkat elhagyjuk a miveletek jelolésénél.)

Az IR? vektortér szoros kapcsolatban van a sikvektorokkal: lattuk, hogy adott bazist
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valasztva kolcsonosen egyértelmiien megfeleltethetGk egymasnak a két halmaz elemei. Ez
a bijekcio raadasul midvelettarto is, ami a kovetkezét jelenti. Ha az a és b vektoroknak
az (ay,asz) és a (b1, be) szampar felel meg, akkor az a + b Gsszegnek éppen az a szampér
felel meg, amelyet tigy kapunk, hogy az IR?>-n definialt dsszeadasi szaballyal dsszeadjuk
az (a1, as) és a (by,by) szampart. Hasonloan, a A - a vektornak az a szampéar felel meg,
amelyet gy kapunk, hogy az IR?>-n definialt szorzasi szabélyt kovetve megszorozzuk az
(a1, ay) szampéart A-val. Ez a mivelettarto bijekcio biztositja, hogy a sikvektorok helyett
szamolhatunk a nekik megfeleltetett szamparokkal. Egy szampar és a megfelels sikvektor

kozé egyenlGségjelet tesziink.

Feladat: a =i+2j, b=-2i—j

Adjuk meg a 3(a + b) vektor Descartes-koordinata-rendszerbeli alakjat.
1. 3(a+0b)=3(@+2j—2—j)=3(—i+j) = —3i+3j = (-3,3)

Hasonléan bevezethetSk az IR?, IR?, . .. IR" vektorterek. (A térvektorok vektortere IR*-mal

azonosithato.)

Geometriai vektorok skalaris, vektorialis és vegyes szorzata

Térjiink vissza a geometriai vektorokra!

Skalaris szorzat
Q,l_? S 52 vagy 53
a-b=lal-|b-cosy

Descartes-koordinatakkal: a-b = Z?Sl) a;b;

Pl 1. |a| = V3, |b] =2, v =30°
a-b=+3-2-cos30° =3

IS
IS

Definici6 = a skalaris szorzatbol meghatarozhato a kézbezart szog: cosy =

1S

B

Harom eset:

1.

IS

-b > 0 = 7 hegyesszog

2.

IS

-b =0 = derékszog



3. a-b< 0=~ tompa- vagy egyenesszog

Pl. 2. Mekkora szoget zar be a =i+ k és b= j + k7

11
al=v2=1b, a-b=1 = cosy=——==-=r=060°
ol = V=, a-b 1= 555

Miiveleti tulajdonsagok: barmely a,b, c € £(&3) vektorra és o € IR széamra

l.a-b=b-a

2. (a+b)-c=a-ctb-c

1o

3. (aa)-b=afa-b) =a-(ab)

Igaz-e, hogy a(b-c¢) = (a-b)c? Nem feltétleniil, ugyanis az el6bbi vektor a-val egyiranyu,

a masodik pedig c-vel!

Vektorialis szorzat
Q7b € 83
la x b = |a] - [b] - siny

axbla, axblbugy hogy a, b, a x b jobbsodrasi rendszer

Miiveleti tulajdonsagok: barmely a, b, c € & vektorra és o € IR szamra

l.axb=-bx

IS]

2. (a+b)xc=axc+bxc
3. (aa) x b=afa xb) =ax (ab)
4. (axb) xc=(c-a)b—(b-c)a (kifejteési tétel)

A vektorialis szorzat a Descartes-koordinatakkal:
Ha a = (ay, as,a3), b= (b1, bs, bs), akkor

a X Q = (agbg — a3b2)1’+ (agbl — albg)i—i‘ (a1b2 — agbl)k

Kiszamitasahoz érdemes tablazatot késziteni:

i j ok
ay Gz das
bi by b3



Pl a=(3,2,1), b= (4,5,6)

ISV EN
>

J
2
5
axb=(12—5)i+ (4—18)j + (15— 8)k = (

7,—14,7)

Vegyes (triadikus) szorzat
a, b € 83
(@,b,¢) == (axb)-c

Felcserélési tétel (Q: I_)a Q) = (Q: a, l_)) = (l_)a c, Q) = - ([_)7 a, Q) = - (Q? c, l_)) = - (Qa Q7 Q)

(a,b, c) kiszamitasa Descartes-koordinatéakkal:

a1 as as
by by b3

Ci1 Co2 C3
Pl a=(1,0,1), b= (2,—1,6), ¢ = (0,2,5)

0
-1
2

(@.bc)=1-(=1)-54+0-6-0+2-2-1—1-(=1)-0—-1-2-6-0-2-5=—13

Feladatok.

1. Lassuk be, hogy a vektorialis szorzas 2. tulajdonsaga a kovetkezd sorrendben is

fennall:

axXb+axc

2. Lassuk be a kovetkezs azonossagot: (a X b) x (¢ x d) = (¢,d,a)b — (¢,d,b)a
Megoldas: Jelolje e a ¢ x d vektort.
(axb)x(ecxd)=(axb)xe=(e-a)b—(b-e)a=((cxd)-a)b—(b-(cxd))a=
(¢,d,a)b— (¢, d,b)a



