3. gyakorlat

A komplex szamtest

Lattuk, hogy ha az IR* halmazt ellatjuk az Osszeadds és a skalarral valé szorzds mii-
veletével, akkor az IR? ugyanazokkal a tulajdonsigokkal rendelkezik, mint a geometriai
vektorterek. Ezért IR?-t ezen két miivelettel ellatva vektortérnek neveztiik. A skalarral
valo szorzés miveletét gy is nevezhetjiik, hogy kiils§ szamtesttel valé szorzés, mert a
szamparokat nem szamparokkal, hanem egy mésik halmaz, az IR elemeivel szoroztuk.

Most induljunk ki az IR? halmazbol, és definidljunk rajta mas modon miiveleteket:
1. Osszeadason értsiik ugyanazt, mint a vektortérben: (a,b) + (c,d) := (a + ¢, b+ d).

2. Két elem egymassal valo szorzatan (belsG szorzas!) értsiik a kovetkez6t:
(a,b) - (c,d) := (ac — bd, ad + bc)

Az Osszeadas tulajdonsagai igy megegyeznek a valds szamok Osszeadésanak tulajdonsaga-
ival. A bels6 szorzast azért definidljuk ilyen bonyolult moédon, mert csak igy lehet elérni,
hogy ez a miivelet egyszerre rendelkezzen a valés szamok szorzasanak kovetkezd négy

tulajdonsagaval:
1. kommutativ
2. asszociativ

3. van olyan szampéar (in. egységelem), amellyel barmely (a,b) szampart szorozva
(a,b)-t kapjuk: ez az (1,0);

4. minden (a,b) szampéarhoz létezik olyan szampéar (in. reciprok elem), amellyel meg-

szorozva az (1,0)-t kapjuk.

Mivel tehét ezekkel a miiveletekkel az IR? elemei ugyanolyan tulajdonsigokkal rendelkez-
nek, mint a valos szamok, ezért IR*-t ezen két mivelettel ellaitva komplex szamtestnek
nevezziik. A komplex szamtestet C-vel jeloljiik, és € elemeit komplex szamoknak ne-
vezziik. Az z = (a,b) komplex szaimban a-t a komplex szam valos részének (jel.: Re z),
b-t a komplex szam képzetes részének (Im z) nevezziik. A valos és a komplex szamtest
kozott fontos kiilonbség, hogy a valos szamokkal ellentétben a komplex szamokon nincsen
rendezés, azaz nincs kisebb és nagyobb komplex szam.

A valos szamok a komplex szamok részének tekinthetGk: az a valds szamot azonosit-

hatjuk az (a,0) komplex szammal.

Egy (a, b) komplex szam (a, b) konjugaltjan az (a, —b) komplex szamot értjiik. Pl. (2, —3) =



(2,3).

Az (a,b) komplex szam abszolut értékén az |(a,b)| := va? + b? szdmot értjiik.
Feladatok:
1. Szamitsuk ki az (5,2) és a (4, 3) komplex szamok Osszegét és szorzatat.

(5,2) + (4,3) = (9,5), (5,2) - (4,3) = (5-4—2-3,5-3+2-4) = (14,23)

Nevezetes komplex szam a (0, 1) (an. képzetes egység), amelyet i-vel jeloliink. Sza-

mitsuk ki ¢ négyzetét!
i2=1(0,1)-(0,1)=(0-0—-1-1,0-1—1-0) = (-1,0) = —1

(A kapott komplex szamot azonosnak tekintjiik a -1 valos szammal!)

Mutassuk meg, hogy egy (a,b) komplex szam felirhaté a+ib alakban (algebrai alak)!

a+ib = (a,0)+(0,1)-(b,0) = (a,0)+(0-b—1-0,0-0+1-b) = (a,0)+ (0,b) = (a, b)

Az algebrai alakkal kényelmes szamolni. Pl. az (5,2) és a (4, 3) szam szorzatat igy

is kiszamithatjuk:

(5+2i)-(4+3i) = 5-442i-4+5-3i +2i-3i = 20+ 17i +6i%> = 20+23i — 6 = 14+ 23

Adjuk meg a kovetkez6 komplex szamok algebrai alakjét:
a.) z=1i% b)) z=1+1i ¢c)z= 32_ il

Megoldas:
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Komplex szamokat ugyantugy szokasos az abszolut érték és az iranyszog segitségével meg-

adni,
(a,b)

ahogy a sikvektorokat. Ha az (a,b) komplex szam abszolut értéke r, szoge ¢, akkor

= (rcos¢,rsin ) = rcos¢ + irsin ¢ = r(cos ¢ + isin @) (trigonometrikus alak). A

trigonometrikus alakkal igen kényelmesen elvégezhet6 a szorzas és az osztas:

r(cosa +isina) - p(cos B + isin ) = rp(cos(a + ) + isin(a + 3))
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r(cosa+isina) r

_ 5(cos(a — B) +isin(a — 3))

p(cos f + isin 3)
Pl legyen z; = 2(cos45° + isin45°), zo = 3(cos5° + isinb°). Mivel egyenls z; - z9 és
E
Z9 ’
.. 2! 2 ..
21 - 25 = 6(cos 50° 4 isin 50°), — = g(cos 40° + i sin 40°)
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A szorzasbol kovetkezik az egész kitevGs hatvany képlete:
2" = [r(cos ¢ + isin ¢)|" = r"(cosng + i sin ng)

Egy komplex szam n-edik hatvanya egyértelmi, n-edik gyokbol azonban n db van (ezek

kozott lehetnek egyenldk is):
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Mivel 7 = cos 90° + 7sin 90°, igy

90° + k2 90° + k2
ﬁzﬁ(eos£+isin£), k=01,
n
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Mésodfoku egyenleteknek mindig van megoldasuk a komplex szdmok halmazan. A szoka-
sos megoldoképletet hasznalhatjuk. Mig negativ diszkriminans esetén nincs val6s megol-
das, komplex megoldasbol ketts is van, mert egy negativ szamnak két komplex négyzet-
gyoke van. A -1 gyokei pl. a +17 és a —1.

Pl. Oldjuk meg a 2% + 3z + 4 = 0 egyenletet!
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