7. gyakorlat
Linearis algebrai egyenletrendszerek megoldhatésaga

Egy linearis algebrai egyenletrendszerrel kapcsolatban a kovetkez6 kérdések meriilnek fel:
1. Létezik-e megoldésa?
2. Ha igen, hany megoldésa van?
3. Hogyan hatarozhato(k) meg a megoldas(ok)?

ElGszor az els6 kérdéssel fogunk foglalkozni. Ehhez bevezetjiik az egyenletrendszer kibo-
vitett matrixdnak a fogalmat: az Ax = b egyenletrendszer kibdvitett matrixanak azt a
matrixot nevezziik, amelyet A-bol ugy kapunk, hogy jobbrol kiegészitjiik a b oszlopvek-
torral. Jelolése: [A[b]. Pl az

T+ T2 = 3

233'1 —{—233'2 = 5

egyenletrendszer kibGvitett matrixa:

[Alb] =

1 13
2 25
Kérdés: Hogyan viszonyulhat egymashoz A és [A|b] rangja? Nyilvanvaloan a kibdvitett

matrix rangja nem lehet kisebb, mint az A rangja, mivel az A marix aldeterminansai az
[A|b]-nek is aldeterminansai. Kov.: p([A]b]) > p(A).

Az egyenletrendszer megoldhatosaganak feltételét a Kronecker—Capelli-tétel fogalmazza
meg: Az Ax =D lineéris algebrai egyenletrendszernek pontosan akkor létezik megoldésa,
ha p(A) = p([A]b]), azaz az egyiitthatomatrixnak és a kib6vitett matrixnak ugyanannyi

a rangja.

Ennek illusztralasara tekintsiik a kovetkezd példakat!
1.

T1+ Ty = 3

2]71 +2l‘2 = 5



Jol latszik, hogy ennek az egyenletrendszernek nincs megoldasa, mert a masodik egyenlet
bal oldala az els6 egyenlet bal oldalanak éppen kétszerese, azonban a jobb oldala az elsé
egyenlet jobb oldalanak nem a kétszerese, hanem csak 5/3-szorosa. Ez ellentmondas.

Alkalmazzuk a Kronecker—Capelli-tételt! Az egyiitthatomatrix és a kibgvitett matrix:

11 113
¢ [Alb] =
2 2 2 25

Az A maétrixban két azonos oszlop van, igy p(A) = 1. A (3,5)T oszlopvektor azonban

A:

mar fiiggetlen az (1,2)7 oszlopvektortol, igy a kibovitéssel megnoveltiik a matrix rangjat:
p([A|b]) = 2 # 1 = nem létezik megoldas.
2.

T+ T = 3

21’1 —{—2[E2 = 6

Itt a bal oldalakat nem valtoztattuk meg, a méasodik egyenletben viszont mar 6 van a
jobb oldalon, ami kétszerese a 3-nak. Az A maétrix ugyanaz, mint elgbb, igy p(A) = 1.
A (3,6) oszlop azonban mar sszefiigg az (1,2)7-vel, igy p([A[b]) = 1 = p(A) = létezik
megoldas. Valoban, ezt az egyenletrendszert minden olyan szampér kielégiti, amely az
egyik egyenletnek eleget tesz (végtelen sok megoldas van).

3.

T+ Ty = 3

ZE1+2ZE2 = 5

Az egyiitthatomatrix és a kibévitett matrix:

11 11 3
IERE
1 2 125

Itt p(A) =2 = p([A|b]) = létezik megoldés. Valoban, pl. az egyik ismeretlen kikiiszobo-

A:

lésével konnyen kiszamithato, hogy x; = 1 és xo = 2 (egy darab megoldas van, méas szoval

a megoldas egyértelmi).

A fenti harom példa lefedi a linearis egyenletrendszerek megoldasainak szamat illetGen

az Osszes lehetséges esetet:

1. Ha p(A) # p([A|b]), akkor nincs megoldas (lasd az 1. példat).



2. Ha p(A) = p([A[b]), és ez a kozds rang egyenld az ismeretlenek szaméval, akkor egy
megoldas van (lasd a 3. példat).

3. Ha p(A) = p([A]b]), és ez a kozos rang kisebb az ismeretlenek szaménal, akkor

végtelen sok megoldés van (lasd a 2. példat).

Mas eset nem lehetséges, igy pl. egy linearis egyenletrendszernek sosem lehet két megol-
déasal

Pl. 1. Létezik-e megoldasuk az alabbi egyenletrendszereknek? Ha igen, hany?

a.)

T+ 2.1’2 + 31’3 = 3
23’)1 + 41’2 +x3 = 1
31’1 + 61172 + 41'3 = 5

Itt
12 3 12 3 3
A=|2 41 és [Albl=1]2 4 1 1
3 6 4 36 45
Vizsgéaljuk meg az A rangjat!
2 3
‘4 | FO=pA) 22

1A] = 0= p(A) = 2.

A kibévitett matrixnak is legalabb 2 a rangja, de ha talalhat6 benne 3 x 3-as nemnulla

aldeterminéns, akkor 3. Ilyen létezik:

1 3
21 1 |=—=5#0= p([Ab)) = 3 # p(A).
3 4

ot = W

Igy az egyenletrendszernek nincs megoldasa.
b.)

.1'1+21'2+3.CC3 =3
2$1+4ZE2+$3 =1



1 2 3 1 2 3 3
A= 6 [A]b] =
2 41 2 411

Itt p(A) szintén 2, a kibdvitett méatrixnak pedig ennél sem kisebb nem lehet a rangja,
sem nagyobb nem lehet (csak két sora van). Tehat létezik megoldas. A kozos rang 2, az

ismeretlenek szama viszont 3 > 2, ezért végtelen sok megoldéas van.

Pl. 2. Lehet-e olyan két egyenletbsl all6 hdromismeretlenes lineédris egyenletrendszer,
amelynek nem végtelen sok megoldasa van?

Igen: lehet, hogy nincs megoldasa. (Egyértelmt megoldasa nem lehet.)

Pl. 3. Tegyiik fel, hogy az Az = b egyenletrendszerben A € M,, olyan négyzetes matrix,
amelynek a determinansa nem nulla. Mit mondhatunk a rendszer megoldhatosagarol és
a megoldasok szamarol?

|A| # 0 = p(A) = n. De ekkor p([A]b]) is csak n lehet (ez egyben az ismeretlenek szama
is) = létezik egyetlen megoldas.

Pl. 4. Mit mondhatunk az Az = b egyenletrendszer megoldhatosagarol, ha b minden
eleme nulla?

Ekkor a kibévitett matrixban A-t egy nulla oszloppal egészitjiik ki. Mivel egy nullvektort
tartalmazo vektorrendszer mindig Osszefiiggs, ezért ezzel nem néhet meg a linedrisan fiig-
getlen rendszert alkot6 oszlopok maximadlis szama, vagyis a rang nem valtozik meg. Ezért
mindig van megoldas. (Masképp gondolkozva: vilagos, hogy ha minden ismeretlennek a

nulla értéket adjuk, az Gsszes egyenlet fennall, tehat mindig megoldés az z = 0.)

Linearis algebrai egyenletrendszerek megoldasi médszerei

A tovabbiakban azzal foglalkoznuk, hogy hogyan hatarozhatjuk meg egy linearis egyen-

letrendszer megoldésait.
1. A Cramer-szabaly

Tegyiik fel, hogy az Az = b egyenletrendszerben A € M,, olyan négyzetes matrix, amely-
nek a determinansa nem nulla. Az el6bbi 3. példa szerint ekkor 1étezik egyetlen megoldés.

Ennek meghatarozisara alkalmazhaté a Cramer-szabdly: az x; ismeretlen el6all

[A]'D]]
|A]

xIr; =



alakban, ahol [A|'b] azt a matrixot jeloli, amelyet A-bol tgy kapunk, hogy az i-edik osz-

lopat kicseréljiik a b-re.
Pl. Szamitsuk ki az y ismeretlent a kévetkezd egyenletrendszerben:

20+ 3y+42 = 3
r—6y+2z = —1
dr+3y—8z = 1

Megoldds:
2 3 4
1 -1 2
4 1 -8 80 1
T2 3 4| 20 3
1 —6
4 3 -8

Megjegyezziik, hogy a determinansok kiszamitasa miatt ez a modszer nagyon miveletigé-
nyes. Egy darab n x n-es determinans kiszamitasahoz ugyanis (n — 1)n! szamu szorzast
kell elvégezniink. n = 50 esetén ez tobb mint 50!, azaz t6bb mint 10 darab szorzast
jelent. Ennek a szamnak az érzékeltetésére végezziink el egy egyszerti gondolatkisérletet!
Képzeljiink el egy olyan szamitogépet, amely 10719 méter méretii szamoloegységekbdl All,
és a szamolast az elképzelhets legnagyobb sebességgel: fénysebességgel végzi. Egy szor-
zas ideje legyen az az id6, amely alatt a fény atfut egy szamoloegységen: ez 1/3 - 10718

masodperc. Akkor 10% darab szorzas
1 1
t=--10""%.10% = = . 10"
3 3 7

id6t igényel. Ha az eredményt atszamitjuk évekbe, akkor azt kapjuk, hogy ez az id§ tobb
mint % -10%7 év!

Az alkalmazasok soran (pl. az idGjaras-elérejelzésben) joval nagyobb méreti egyenlet-
rendszerek is el6fordulnak. Vildgos, hogy ezeket a Cramer-szaballyal lehetetlen realis id6n

beliil megoldani. Ezért a gyakorlatban més modszerek terjedtek el (lasd a kov. orat).



