2. gyakorlé feladatsor
Megoldasok

. a.) (\/ﬁ,%)p b.) (5,0), «c.) (5,arctg%)p d.) (ﬂ,%)p
ca) (0,-2) b) (=75,-75) ¢) (=3,0) d) (1,V3)

. A >0 esetén (Ar, )y, A < 0 esetén (—Ar, ¢ + m),. (Tehat itt nem igaz az, hogy mindkét

koordinata A-val szorzodik.)

. a.)
)

a.) {(1,0),(0,1)}
b.) {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

.) azon ¢; € R",i =1,2,...,n vektorok halmaza, amelyek i-edik koordinataja 1, a tobbi

(1,8) —3-(=2,—1) = (216) (=6, —3) = (8,19);
(2,4,4) +10- (3, 2,0) = (1,2,2) + (5,35,0) = (6,37,2)

jon
NI = [\3

pedig 0.

a.) 5(a+0b) —2b="5(2j +i+k)— 2+ k) =3i +10j + 3k = (3,10,3).
b.) 5(a—+b) — 2b = 5((0,2,0) + (1,0,1)) — 2(1,0,1) = (5,10,5) — (2,0,2) = (3, 10, 3).

. Azt kell eldénteni, hogy milyen «, 3,7 egyiitthatokkal dllhat fenn a kovetkezd egyenlGség:
a(1,2,3) + £(1,2,0) + v(2,0,0) = (0,0,0).
Végezziik el a miveleteket a bal oldalon:
(1o, 2cr, 3cx) + (13,20,0) + (27,0,0) = (0,0,0).

(a+ B+ 2v,2a+23,3a) = (0,0,0).

Ez két szamharmas egyenlésége. Mivel két szdmharmas pontosan akkor egyenld, ha a
megfelel§ elemeik egyenlGek, ezért az egyenléség csak akkor all fenn, ha a bal oldali vektor

minden eleme 0. Azaz
a+B+2y=0, 2a+26=0, 3a=0.

Ennek az egyenletrendszernek pedig az egyetlen megoldasa: a =0, 8 =0, v = 0. Igy a

megadott szamharmasok linearisan fiiggetlenek.

. 1. Az 6sszeadas kommutativ, mivel
(a,0) @ (¢;d) = (a+ ¢, b+d) = (c+a,d+b) = (¢,d) ® (a,b) V(a,b),(c,d) € R?

(Ttt és a tobbi tulajdonsag bizonyitasanal a valos szamok kozotti miveletekts] valo meg-
kiilonboztetésiil hasznéljuk a bekarikdzott miiveleti jeleket, amikor szamparok kozoétti md-

veletekrsl van s70.)



2. Az Gsszeadds asszociativ, azaz
(a,b) @ {(c,d) @ (e, )} = {(a,0) @ (c, )} @ (e, /) V¥(a,b),(c,d), (e, f) € R
ugyanis a bal oldalon
(a,0) @ {(c,d) ® (e, f)} = (a,0) © (c+e,d+ f) = (a+ (c+e),b+ (d+ [)),
a jobb oldalon pedig
{(a,b)®(c,d)}®(e, f) = (atec, b+d)D(e, f) = ((a+c)+e, (b+d)+f) = (a+(c+e), b+(d+[)).

3. Létezik olyan szampéar (tn. nullelem), amelyet barmely (a,b) szimparhoz adva (a, b)-t

kapjuk, nevezetesen a (0,0):
(a,b) ®(0,0) = (a+0,b40) = (a,b)

4. Minden (a,b) szamparhoz létezik negativ elem, azaz olyan szampar, amelyet (a, b)-hez

adva a (0,0) szampart kapjuk: ez nem més, mint a (—a, —b) szampar:
(a,b) ® (—a,—b) = (a —a,b—b) = (0,0) V(a,b) € R?
5. Teljesiil a vektordisztributivitas, azaz
Ao {(a,0) @ (c,d)} =AO (a,b) @A (¢,d) V(a,b),(c,d) € R*, VA € IR,
ugyanis a bal oldal
Ao A{(a,b)® (c,d)} =AO (a+c,b+d) = (Aa+c), A\(b+d)),
a jobb oldal pedig
AO (a,b) B (¢,d) = (Aa, \b) & (e, Add) = (Aa + Ae, \b+ Ad) = (Ma+ ¢), \(b+ d))
6. Teljesiil a skalardisztributivitas, azaz
A+ ) @ (a,0) = A0 (a,b) @ p© (a,b) Y(a,b) € R% VA, u € TR,

ugyanis a bal oldal
(A +p) © (a,0) = (A + pa, (A + p)b),

a bal oldal pedig

A® (a,b) ® p @ (a,b) = (Aa, \b) ® (pa, ub) = (Aa + pa, \b + pb) = (A + p)a, (A + w)b)



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

7. Teljesiil a skalarasszociativitas, azaz
AO (o (a,0) = (A p)©(a,b) =p® (A (a,0)) V(a,b) € REVA p e R,

ugyanis mindharom kifejezés (Aua, Aub)-vel egyenld.

ca)3 b)0 c)-6

a) a-b=1-040-1+1-1=1,]|a =vVIZ+ 02+ 12 =2, b = V02 +124+12 = V2.

Ebbél cosy = %, igy v = 60°

— .18
b.) v= arceos o5

(a,b) = 60° v(a,c) = 457, (b, ¢) = 90°

Mutassuk meg, hogy a bal oldali kifejezést a-val skalarisan szorozva 0-t kapunk:

S

b-@—%‘(@@):b‘@—%‘\gﬁzb@—b'gzo

A két vektor akkor meréleges egymaésra, ha a skalaris szorzatuk 0. Ebbél z = —2.

8
3-

A vektorok vegyes szorzatanak nulldval kell egyenlének lennie. Ebb6l u =
axb=-Ti—11j+k = (—7,—11,1), igy a paralelogramma teriilete: |axb| = v/171 ~ 13,08
Vegyes szorzat: (a,b,c) = 73. Ennyi egyben a keresett paralelepipedon térfogata is.

Ha a polarkoordinata-rendszerben a = (ry,¢1)p és b = (72, ¢2)p, akkor a Descartes-

koordinata-rendszerben a = (71 cos ¢1,71 sin¢) és b = (r2 cos ¢a, o sin ¢s). Igy

a-b=1r1cospy - 1r9C0S Py + 1r18in @y - T3 8in P9

Belatjuk, hogy (A, B, C) merdleges a megadott sikban fekvd Osszes vektorra.
Legyen Pi(x1,y1, 2zy) s Pa(x2, y2, 22) két tetszleges pont ezen a sikon. Azt akarjuk belatni,
hogy a PoP) = (1 — x2,y1 — Y2, 21 — 22) vektor mer6leges az (A, B,C)-re. Mivel P; és P,

is a sfkon van, mindketts kielégiti a stk egyenletét, azaz
Ar1+By1 +Czx1+ D =0 é Axo+ Bys+Cz+ D =0.
Vonjuk ki az els§ egyenletbdl a masodikat:
A(z1 —22) + B(y1 — y2) + C(21 — 22) = 0,

azZaz
(A,B,C) - (x1 — w2, y1 — Y2, 21 — 22) = 0.

—_—
Tehat (A,B,C) 1 P2P1.



19. a.) =3 b.) (10,1,8) ¢.) (8,-13,-12) d.) (—=3,-2,4) e.) (=6,—19,—14) £) 0 g.) 46

20. a.) Jelolje e a ¢ x d vektort.
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b.) Jeldlje ismét e a ¢ x d vektort.
(axb)-(cxd)=(axb)-e=(ab,e)=(eab cxd
((@-c)d)-b—((d-a)c)) - b=(a-c)(d-b) —(d-a)(c-Db)

c.) Jeldlje e az r x s vektort.
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((cxa)-b)e—(c-(cxa)b, ((axb) c)a—(a-(axb)ec) =

c
x dc) - da = d*(b x c)a = d*(a, b, c) = (a,

b,c)?



