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XIII.1. Bevezetés

Az id6jaras alakitasdban a legfontosabb szerepet a 1égkorben fellépd hidro- és termodinamikai
folyamatok jatsszak, igy az id6jaras-eldrejelzési modellek is foként ezeket a folyamatokat €s
kolesonhatasokat veszik figyelembe. Ha ismerjiik a légkor allapotat adott idopillanatban, ak-
kor mivel a rendszer determinisztikus, a fizikai torvények alapjan felallitott matematikai
egyenletek segitségével elméletileg egyértelmiien meghatarozhatd az idoébeli fejlodése. (A
gyakorlati megvalositasndl korlatot jelent a légkori folyamatok kaotikus jellege, példaul a
kiindulasi feltételek bizonytalansagara mutatott rendkiviili érzékenység.) A Newton-féle
mozgasegyenletek, a tomeg- és energia-megmaradasi egyenlet az univerzalis gaztérvénnyel
kiegészitve alkotja azt a folytonos nem-linearis parcialis differencialegyenlet-rendszert, mely-
nek megoldasara — analitikus megoldas hianyaban — numerikus modszereket alkalmazunk
(Horanyi et al., 1998). A kezdeti- és hatarfeltételeket igényl6 egyenletrendszert a numerikus
megoldas soran egy haromdimenzios térbeli racs racspontjaiban értelmezziik és az eldrejelzés
folyaman diszkrét idobeli 1épésekben oldjuk meg. Az els6 numerikus modellt az 1910-es
években alkottdk meg, de a numerikus szamitasok aranykora a szamitogépek, majd a szuper-
szamitogépek megjelenésével vette kezdetét.

XIIL.2. A vizsgalt parcialis differencialegyenletek

Az aldbbiakban a linedris masodrendli parcidlis differencidlegyenletek tipusait €s tulajdonsa-
gait tekintjiik at. Ugyan az eldrejelzési feladat alapjat egy bonyolultabb, nem-linearis parcialis
differencidlegyenlet-rendszer képezi, mégis 1ényeges ismerni az egyszerisitett linearis egyen-
letek megoldasara alkalmazott modszereket, mert hasonldkat hasznalunk az dsszetett problé-
makra is (Kalnay, 2003). Tekintsiik a masodrendl linedris parcidlis differencialegyenletek

alabbi altalanos alakjat a ¢(x, y) kétvaltozos fiiggvényre:

2 2 2
AM+ZB 0¢ +Ca—f+ %+ %+F-¢=G. (XIIL.1.)

ox* oxoy Oy ox oy

Az egyenletek osztilyozasat a méasodrendil tagok egyiitthatéi (azaz az A4, a B ¢és a C) alapjan
végezziik el a kovetkezoképpen (Courant és Hilbert, 1962):

. Ha B> —AC> 0, akkor az egyenlet hiperbolikus, amire egyszerti példa a hulldm-
O’ _ .0 o
egyenlet: 5% =c el ahol ¢ a hullam terjedési sebessége.
X

2. Ha B°—AC= 0, akkor az egyenlet parabolikus, amire egyszerii példa a diffuzids
op 0’

egyenlet: -~ =0 —_— , ahol o a diffuzios egyiitthato.
ot ox



3. Ha B®-AC< 0, akkor az egyenlet elliptikus, amire egyszerli példa a Poisson-

o’p 0°¢
egyenlet: y‘f'?—

orvényesség kapcsolata).

f (X, Yy ) (konkrét meteorologiai példa az aramfiiggvény és az

opla,t)  oglat) _
ot ox

linedris advekcids egyenlet ugyan elsérendii parcialis differencidlegyenlet, de megoldasai
kielégitik a masodrendii hiperbolikus hullamegyenletet, ezért a hiperbolikus egyenletek kozott
tartjuk szamon. Az elliptikus feladatok hatarérték-problémak, melyek megoldasahoz perem-
feltételek megadasa sziikséges minden hatarpontban. A parabolikus és hiperbolikus feladatok
ezzel szemben kezdetiérték-problémak, melyek a kiindulasi feltétel megadasat igénylik. (Il-
letve amennyiben egy korlatos térrészre oldjuk meg dket, tigy vegyes feladatként mind kezde-
ti, mind peremfeltételek megadasat igénylik.) A példatar ezen fejezetében olyan problémakkal
foglalkozunk, melyek az allapothatarozok kezdeti értékének megadasat igénylik.

Tekintsiik az Gn. sekély, forgd folyadék egyenleteit, melynek karakterisztikus horizon-
talis mérete joval nagyobb a fliggéleges kiterjedésénél, vertikalis irdnyban homogén, 6ssze-
nyombhatatlan és stirlodasmentes. Ezeket az egyenleteket sekélyviz-egyenleteknek neveziink:

A tovabbi példainkban gyakran eldkertiild alakban felirt egydimenzios

v v v Oh . XIIL2.
o lox oy Coy / (%M.2)
%4‘”% V%:—h‘D,

ot ox Oy

ahol u(x, y, f) és v(x ,y, t) a horizontalis dramlési sebesség komponensei, A(x, y, f) a hulldm
magassaga, g a gravitacios gyorsulds, fa Coriolis-paraméter €¢s D a horizontélis divergencia
(1. a XIIL 1. abrat és az V.2. fejezetet is). A sekélyviz egyenletek leirjak a Rossby-hullamokat
¢és a kiilsO gravitacids hullamokat. A Rossby-hullamok a Coriolis-eré foldrajzi szélességgel
val6 valtozasa kovetkeztében horizontélis iranyban fellépd hullammozgasok, melyek a teljes
Foldet koriilolelik. Alapvetd szerepet jatszanak a nagytérségii 1égkori folyamatok alakitasa-
ban, terjedési sebességiik altalaban néhanyszor 10 ms™', a hullimok hossza tobbezer km. A
kiilsé gravitaciés hullamok olyan vertikalis hullimmozgasok, melyek két kozeg hataran (pl.
két eltérd stirtiségli 1égtomeg valasztofeliiletén) lépnek fel a graviticidos erd hatdsara. A
Rossby-hullamoknal kisebb kiterjedéstiek, tipikus méretskaldjuk 500-2000 km, terjedési se-
bességiik azonban megkozelitheti a hanghullamok sebességét.



XII. 1. dbra. A sekély folyadék sematikus rajza: horizontalis mérete (L) joval nagyobb, mint
atlagos vertikalis kiterjedeése (H, a légkorre ~10 km). A folyadék aktualis magassaga h.

Mivel a (XIII.2.) egyenletrendszer leirja a legfontosabb 1égkori folyamatokat, gyakran
hasznaljak a kiilonb6zé numerikus sémak tesztelésére. Ezért példainkban mi is a sekélyviz-
egyenletek egyszerusitett, linearis valtozatain vezetjiik be €s vizsgaljuk a numerikus modsze-
reket, mégpedig:

e Az egydimenzids linearis advekcids egyenleten:

ou ou

ot  Ox

e Az egydimenzios linearis gravitacios hullam-egyenleten:

ou Oh

o Ba

5 g (XIIL4.)
LY & e ;

ot ox

e Az advekcidt és gravitacios hullam-tagokat egyarant tartalmaz6 lineéris feladaton:

ou ou oh

5+Ca—+ga— =0

o a; ax (XIIL5.)
HE =0

—+Cc—+
ot ox ox

Az eldrejelzési feladatnak analitikus megolddsa nem ismert, ezért numerikus modszerek se-
gitségével oldjuk meg azt. A folytonos egyenletek diszkretizacidjakor egy haromdimenzids
racs racspontjaiban tekintjiik a meteorologiai allapothatarozokat, s az elérejelzést (a modellin-
tegralast) az idotav idolépcsokre osztasaval, 1épésenként készitjlik el. A diszkretizacidval kap-
csolatban az egyik legfontosabb kérdés, hogy az egyenletekben szerepld térbeli és iddbeli
differencialast milyen numerikus médszerekkel végezziik el. A térbeli differencidloperatorok
kozelitésére két modszercsaladot alkalmazhatunk: (i) a Galjorkin-mddszerek esetében analiti-
kusan integralhato fliggvények szerinti sorfejtéssel irjuk fel a meteoroldgiai valtozokat, mig
(i) a véges kiillonbséges modszereknél a derivaltakat az allapothatarozok racspontbeli értékei-
nek segitségével allitjuk eld. A példatar jelen fejezetében a kiillonbozd véges differencia sé-
makon keresztiil ismertetjiik a numerikus médszerek legfontosabb jellemzoit.



XIIL.3. Véges differencia sémak az idobeli és a térbeli derivaltak kozelitésére

Az alabbiakban bemutatunk néhany, a térbeli és idébeli derivaltak kozelitésére hasznalhato
konkrét véges differencia sémat (1. a IL.6. fejezetet is). Az egyenletekben szerepld térbeli dif-
ferencialoperatoroknak az adott j racspontra vonatkozo diszkretizacidjara a legelterjedtebben
a kovetkezd modszereket alkalmazzak:

¢ Bal oldali séma:

U, —u,_
S M i S (XIIL6.)
X, ] Ax s
e Jobb oldali séma:
U, g —U;
u, ;=1L (XIIL.7.)
] Ax b
o Kozépponti vagy centralt séma:
U, | —U,;_
u° =2 (XIIL.8.)
*J 2Ax

A sémak arrdl kaptak a neviiket, hogy a j-edik racspontbeli derivalt kiszamitdsdhoz melyik
racspontokat hasznaljak fel. A kdzépponti séma magasabb, masodrendli pontossaggal kozeliti
a folytonos differencialoperatort, mint a bal és jobb oldali sémék. (A pontossagrol bévebben a
konzisztencia kapcsan ejtiink szot.)

Az id6beli derivalas esetében tekintsiik a kovetkez6 feladatot:

i_”tuf(u,t):o

u(t=0)=u, .

(XIIL9.)

A fenti Cauchy-probléma esetében a feladat tulajdonképpen u(f) eloérejelzése a kiindulasi
allapot ismeretében. Az egyenletben szerepld differencidloperator kozelitésére explicit vagy
implicit sémakat hasznalhatunk. Az explicit sémak az adott id6lépcsdbeli u meghatarozasa-
hoz csak ismert idélépcsébeli értékeket hasznalnak fel, mig az implicit sémak a még nem
ismert idolépésekbdl is felhasznalnak értékeket. Egy feladat implicit séméaval torténd meg-
oldasa ezért bonyolultabb (operator invertalas vagy iteracié alkalmazasat igényli), alkalmaza-
suk esetenként mégis elony0Os lehet a szamitasi hatékonysag szempontjabol (errdl részletesen
késdébb).

Mig a térbeli derivaltak esetében a véges differencia sémakat a fent bemutatott diffe-
rencidlhdnyados-alakban helyettesitjiik az egyenletekbe, addig az iddbeli fejlodés leirasanal a
kovetkezo idolépcsdbeli u érték meghatarozasa a cél, ezért a diszkrét egyenleteket ennek meg-

Au
felelden rendezziik at [1. a (XIII.10.)-et, ahol E €s fa a diszkrét térben értelmezett idébeli

derivaltat és f fliggvényt jeloli]. Néhany konkrét véges differencia sémat mutatunk be az
alabbiakban az idébeli derivalt diszkretizacidjara (ahol az n index az n-edik id61épést jeldli):

5



A legegyszerlibb az explicit Euler- vagy Euler-forward séma, ahol a forward elnevezés
arra utal, hogy a séma a kovetkezd 1ddlépcsobeli értéket az ismert értékekbdl, tehat idoben
elore hatarozza meg:

S fy =t ) > =, Sl )AL

Implicit Euler- vagy Euler-backward séma:

Uy =ty — [ (U sta ) AL ; (XIL11.)
Leapfrog séma:

o =, — flu,.t,) 2A¢; (XIIL.12.)
Masodrendi implicit séma:

A
Uy =Uy — [f(un ’tn )+ f(un+lﬂtn+1 )] Tt . (XIHI?’)



XIIL.4. A numerikus megoldassal szemben tamasztott matematikai kovetelmények

A numerikus megoldassal kapcsolatban elvarjuk, hogy a diszkretizalt egyenletek elegendden
nagy pontossaggal kozelitsék a folytonos feladatot, a megoldasa konvergaljon a folytonos
megoldashoz, tovabba a szamitogépes megvalositas hatékony legyen. Az alabbiakban sorra
vessziik, hogyan definidljuk ezeket a tulajdonsagokat.

XI1I.4.1. Konzisztencia

Tekintsiik most a kdvetkezd, altalanos alakban felirt folytonos feladatot:

L, te (0,7]
ds

u(t=0)=u, .

(XIIL14.)

Definidljunk ehhez egy racsot, az egyszeriiség kedvéért ekvidisztans Ax racsfelbontéssal, to-
vabba osszuk fel az iddtavot A¢ hossziasagh idolépésekre! A folytonos feladathoz konstrudl-
junk egy olyan feladatot, melyet ezen a diszkrét téren értelmeziink (a tovabbiakban ezt hivjuk
diszkrét vagy véges differencia feladatnak). Azt szeretnénk, hogy a diszkrét feladat jol koze-
litse a folytonos feladatot, s ezt a ,,kozelséget” a konzisztencia adja meg: a véges differencia
feladat konzisztens a folytonos feladattal, ha Ax — 0, At = 0 mellett a két feladat kozotti

eltérés, azaz a kiilonbségképzés utan marado csonkitasi hiba tart a 0-hoz. A konzisztencia
rendjét a csonkitasi hiba vezetd tagjanak fokszama adja meg, s ez minél magasabb, annal pon-
tosabban kozeliti az adott véges differencia séma a folytonos problémat.

XII1.4.2. Konvergencia

A numerikus megoldéssal kapcsolatban nemcsak azt varjuk el, hogy a diszkretizalt egyenletek
elegendden nagy pontossaggal kozelitsék a folytonos feladatot, de azt is, hogy (U) megolda-

suk konvergaljon a(z) (u) folytonos megoldashoz. Konvergencia esetén Ax — 0, At — 0

mellett a diszkrét feladat megoldasa tart a folytonos feladat megoldasahoz barmely ;j racs-
pontban és ¢ > 0 idopontban, azaz

im0 (jax )= ulx.f). (XIIL15.)

JAX—x,nAt—t

A konvergencianak tehat az eldrejelzési idétav minden idopontjdban fenn kell allnia (azaz
példaul a hatoéras eldrejelzések esetében csakugy, mint a kétnapos prognézisoknal). A kon-
vergencia matematikai feltételének teljesiilését azonban nehéz belatni, ezért helyette legtobb-
szOr a stabilitas teljestilését vizsgaljuk.

XI11.4.3. Numerikus stabilitas

Egy feladat stabil, ha a megoldasa ,,folytonosan fiigg” a kiindulési feltételektdl: azaz kis elté-
rés (hiba) a kezdeti feltételben nem vezet 1ényegesen eltéré megoldasra. Vilagos, hogy a stabi-
litds egymastdl fliggetleniil értelmezhetd a folytonos és a diszkrét feladatban — el6bbinél fizi-
kai stabilitasrol, utobbinal szamitasi (numerikus) stabilitasrél beszéliink. A meteoroldgiai
problémak esetében, ahol az allapothatarozok korlatos értékkészletli fliggvények, a stabilitast



a hiba korlatossagan keresztiil vizsgaljuk. Adott pontbeli és id6lépésbeli U; , megoldas stabili-
tasahoz sziikséges, hogy rogzitett Ax racsfelbontas mellett €és At — 0 esetén az

g, =U(jAx,nAt)—u(x,t), nAt=t, jAx=x (XIIL16.)

alakban definialt hiba ne novekedjék az idével, azaz ¢, <¢,,,. Az alkalmazott véges kii-

lonbséges modszer pedig akkor stabil, ha barmely kezdeti feltételhez tartozd megoldas kielé-
giti a fenti feltételt (Mesinger és Arakawa, 1976). Lényeges, hogy a fenti kdvetelmény csak a
stabilitas sziikséges feltétele, elégséges feltételt ugyanis nechéz megadni és csak néhany
specialis esetben lehetséges. (Mindazonaltal a legtobb esetben a sziikséges feltétel teljestilése
is elegendd a stabilitashoz; Kalnay, 2003.)

A stabilitds és a konvergencia kozott a Lax-Richtmyer tétel (1956) teremt kapcsola-
tot, amely kimondja, hogy egy konzisztens véges differencia sémakkal megadott linearis
kezdetiérték-feladat akkor és csak akkor konvergens, ha stabil. Azaz a konzisztencia és a
konvergencia egyiittes fennalldsa esetén a séma stabil, illetve a konzisztens ¢és stabil séma
egyben konvergens is. A tétel gyakorlati szempontbol bir nagy jelentdséggel, mert kiilon-
kiilon a konzisztencia és a stabilitas fenti feltételének vizsgalata egyszeriibb, mint kdzvetleniil
a konvergencia teljesiilését ellendrizni.

Feladatok

1. feladat:

A #(x, t) mennyiségre vonatkozé

olx,t)  oplx,t) _ (XIIL17.)
ot ox o

egydimenzids linearis advekcids egyenlet idobeli derivaltjanak kozelitésére a forward, térbeli
derivaltjanak kozelitésére a centralt sémat alkalmazzuk az alabbi méddon:

¢j,n+1 _¢j,n P ¢j+1,n _¢j—1,n
At 2Ax

=0, (XIIL.18.)

ahol a j index a j-edik racspontot, az n index az n-edik iddlépcsodt jeldli, At és Ax pedig az
1d6lépesd hossza €s a racstavolsag. Taylor-sorfejtés segitségével hatarozzuk meg a kozelités
konzisztenciajanak rendjét!

2. feladat:

Tekintsiik a kdvetkezo feladatot, ahol uy az u(?) értéke a kiindulési idépontban:

w+f(u, 1)=0
dt (XIIL.19.)
u(t= O) =u, .

Az iddbeli derivalt kozelitésére alkalmazzuk az explicit Euler-modszert:



U, =u,—f(u,,t,) At, (XII1.20.)

ahol az n index az adott id6lépést jeloli és Ar a numerikus modellintegralas id6lépcsdje! Vé-
gezziik el a séma stabilitasi analizisét!

3. feladat:

A (XIII.19.) feladatban alkalmazzuk az iddbeli derivalt kozelitésére az alabbi implicit Euler-
modszert:

Upyg = Uy = [ WUypys b)) AL, (XIIL21.)

ahol az n index az adott id6lépést jeloli és Ar a numerikus modellintegralas iddlépcsdje! Vé-
gezziik el a séma stabilitasi analizisét!

4. feladat:

Tekintsiik az alabbi

du

—=—K-U

dt (XIIL22.)
ult =0)=u,

surlodasi feladatot, ahol x> 0 surlédasi egyiitthatd! Alkalmazzuk az idéderivalt kozelitésére
az explicit Euler-modszert és végezziik el a séma stabilitisvizsgalatat! Abrazoljuk az eredmé-
nyeket kiilonboz6 idélépésekre! Ugyanezt tegylik meg az (implicit) Euler-backward médszer-
re is, ami a (XIII.19.) feladatra altalanosan a kovetkez6képpen irhat6 fel (az n index az adott
1dolépést jeloli €s At a numerikus modellintegralas iddlépcsoje):

u  =u,—fu,.t,. ) At (XII1.23.)
5. feladat:
Tekintstuk az alabbi
du .
—=i-w-u
dt (XI11.24.)
u(t = O) =u,

oszcillacids feladatot, ahol @ a frekvencia és valds szam, i = v—1 ! Alkalmazzuk az idéderi-
valt kozelitésére az explicit Euler-moddszert és végezziik el a séma stabilitdsvizsgalatat!
Ugyanezt tegylik meg az (implicit) Euler-backward moddszerre is!



6. feladat:

A (XIII.19.) egyenletben alkalmazzuk az idéderivalt kozelitésére az alabbi explicit leapfrog-
sémat:

Uy =Uyy — f(u,,1,)-2A1, (XII1.25.)

ahol az n index az adott id6lépést jeloli és Ar a numerikus modellintegralas iddlépcsdje! Vé-
gezziik el a séma stabilitasi analizisét és értelmezziik az eredményt!

Megoldasok
1. feladat:

A konzisztencia rendjét a csonkitasi hiba adja meg, amihez a diszkrét (XIII.18.) és a folytonos
(XII.17.) feladat kiilonbségét kell venni. Ehhez el6szor is alkalmazzunk Taylor-sorfejtést
(XIII.18.) tagjaira a (j, n) pont kortil:

¢j’n+1=¢(j-Ax,n-At+At):¢(j-Ax,n-At)+At-Z—¢ volar?),
Jj.n
. . o¢ Ax? 0%
¢j+1,n=¢(J'AX+AX,H'AI)=¢(J'Ax,n'At)JrAx'ajn+T'ax—2' +0(Ax3)= (XIIL.26.)
: in

2 2
By 1 =9 D= e n-A0)= g(j- Ao ar)- A 22 G BT o(act).
g ox| ;. 2 x|

Mindezeket behelyettesitve (XII1.18.)-ba:

Djn =0pm _ 1 at-20 +0(At2) _o +o(ar),
At At otl;., o|;,
(XII1.27.)
Prsin=fitn _ 1 15, 00 +20(Ax3) -2 +0(Ax2)-
2Ax 2Ax ox jon ox j.n

Kivonva (XIII.18.)-bol (XIIL.17.)-et (XIIL.27.) felhasznalasaval, a kdvetkezot kapjuk a csonki-
tasi hibara:

Tr = o(At)+ o(Ax2 ) (XII1.28.)
Ez azt jelenti, hogy a forward idébeli séma az iddderivalt elsérendben pontos kozelitése,

mig a térbeli derivalt kozelitésére hasznalt centralt séma konzisztencidjanak rendje 2, azaz
masodrendii pontossagot biztosit.

2. feladat:

A stabilitéas vizsgalatahoz irjuk fel (XIII.20.) hibaval terhelt alakjat:

10



Uy T Ep =U, +&,—f(u, +¢,,t,) - At. (X1II1.29.)

A (X1I1.29.)-ben szerepld f(u, +&,,t,) -t fejtsiik sorba f(u,,t,) koriil:

flu,+¢,,6,)=f(u,,t)+e, -21 +0[(5n )2]. (XIIL.30.)
u

n

A (XII1.30.) felhasznalasaval vonjuk ki (XII1.29.)-bol (XII1.20.)-at:

P —& g

At - * | A 31
| A o[(gn)] ! (XIIL.31.)

n

Az utolsé tag elhanyagolasaval:

Epnil =&, -[I—Atz
ou

j . (XIIL.32.)

A stabilitashoz sziikséges, hogy a hiba korlatos maradjon, és ne ndévekedjen az idével, azaz:
Epi1 SE, > &y =8y, ahol|g| <1. (XII1.33.)

Jelen esetben a g Un. dttérési egyiitthatora vonatkozo6 feltétel igy alakul:

0
1- Atal <I. (X1I1.34.)
u n
o :
A W -t tekintve harom eset lehetséges:
1. Ha g >0, akkor a stabilitas feltétele, hogy —1< I—Afi — Ars i

. ou ’ s gy - ou @

ou

o

2. Ha o <0, akkor a séma feltétel nélkiil instabil, mert g >1.

3. Ha é komplex, pl. tisztan képzetes (pl. az oszcillacios feladatnal; 1. az 5. feladatot),

akkor a séma instabil, ugyanis |g| = |1—i-ﬂ . At| - |g| =1+ At >1.

11



3. feladat:

A stabilitas vizsgalatahoz irjuk fel (XII1.21.) hibaval terhelt alakjat:

Uy T &g =U,TE, _f(unH +‘9n+1’tn+l)'At .

A (XTIL.35.)-ben szerepld f (1 +&,415t,11) -t fejtsiik sorba f(u,,1,2,,1) koril:

o

f(un+1 + ‘9n+1’tn+1) = f(un+1’tn+1)+gn+l 8_

n+l

A (XIIL.36.) felhasznalasaval vonjuk ki (XII1.35.)-bol (XII1.21.)-et:

o

En1 =€ —Ep1

n+l

Az utolsé tag elhanyagolasaval:

o

€. 1+Ata—
u

=&

n+l

A stabilités sziikséges feltétele igy alakul:

1+ At%
ou

>1.

¢]

n+l

0
A % -t tekintve harom eset lehetséges:

o

e Ha — 20, akkor a séma feltétel nélkiil stabil, mert 1+ At P

ou

At — 0[(6‘n+1 )2 ] At.

n°

+0[(8n+1)2]'

T 51,

u

: ) 2
e Ha % <0, akkor a stabilitas feltétele, hogy 1+ At% >_1— A< 7

ou

(XIIL35.)

(XIIL.36.)

(XIIL.37.)

(XIIL.38.)

(XI11.39.)

e Ha g komplex, pl. tisztan képzetes (pl. az oszcillacios feladatnal; 1. az 5. feladatot),

ou

akkor a séma feltétel nélkiil stabil, ugyanis |g| =

12

1
1+i-B- Al

—|g|<1.



4. feladat:

A surlodasi feladat analitikus megoldasa u(f) =uy-e "', azaz a feladat exponencialisan csil-

lapodd mozgast ir le. Ha az explicit Euler-modszert alkalmazzuk az idébeli derivalt kozelité-
sére, akkor az u megoldast tetszéleges id6lépcsdben a kovetkezoképpen adhatjuk meg:

f=xu—>

Uppg =Uy = [u,,t,) At = (XII1.40.)
=u, —ic-u, At =(1-x-At)u, =(1-x-At) -u,,

ahol az egyenldség végén szerepld n értelemszertien nem index, hanem kitevd. A 2. feladat

o
eredményét felhasznalva: mivel jelen esetben £=K >0, ezért a stabilitishoz

o) 2
At < Z(alj = At <— sziikséges. Ugyanakkor, ha nem szeretnénk a feladat fizikai értelmét
u K

sem elvesziteni (azaz a sebesség a surlédas hatasara az idével fokozatosan csokkenjen 0O-ra,

1
ahogy a valdsagban), akkor a szigorubb Af < P feltételnek kell teljesiilnie Az-re azért, hogy a

megoldas ne valtson eldjelet és oszcillaljon id6lépésenként.
Ha az Euler-backward moédszert alkalmazzuk, akkor az u megoldast tetszéleges ido-
1épcsében a kovetkez6képpen adhatjuk meg:

1 1
n+1=l/ln—K'l/ln+1'Al‘—)un+l=( ‘u, = 'u()’ (XIII41.)

! 1+K‘-At) " (1+K'-At)n

ahol az egyenldség végén szerepld n itt is kitevo. A 3. feladat eredményét felhasznalva: mivel

0
jelen esetben % =k >0, ezért a modszer feltétel nélkiil stabil.

A surlodasi feladatra alkalmazott explicit és implicit Euler-modszerek kiilonb6z6 1d6-
1épcsdk valasztasaval szamitott eredményét mutatja be a XII1.2. dabra. Lathatd, hogy ha az

2
explicit Euler-mddszer esetében a megengedett ;-nél nagyobb id6lépcsot alkalmazunk a

numerikus modellintegralas soran, akkor a diszkrét megoldas a folytonos feladat megoldasa-
tol teljesen eltérden viselkedik, és a két megoldas kozotti eltérés az idovel tart a végtelenhez

1 2
[(a) és (b) panel]. Azt is lathatjuk, hogy ha - <At < - hosszusagu iddlépcesdt valasztunk,

akkor a diszkrét megoldas oszcillalo viselkedést mutat, ami pedig nem jellemzi a fizikai meg-
oldast. Ekkor a diszkretizalt feladat még stabil marad (hiszen az eltérés a folytonos és a diszk-
rét megoldas kozott korlatos), de a diszkrét feladat megoldasa elvesziti fizikai értelmét.

Az ébra (c) panelje azt illusztralja, hogy ha ugyanerre a feladatra az implicit Euler-
sémat alkalmazzuk, akkor tetszOlegesen hosszu id6lépcsot valaszthatunk, a feladat stabil, sét,
fizikailag értelmes marad.

13



u(t)

Explicit Euler séma: surlédasi feladat

1,5

1 \
0,5 -

o

; A\ 7{ h
g ? %

-1
-1,5

-2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
idé

——analitikus ——delta_t=0,1/K delta_t=0,2/K delta_t=0,3/K
— delta_t=0,5/K —e-delta_t=0,8/K —delta_t=1/K ==delta_t=15/K

—delta_t=1,9/K ——delta_t=2/K ——delta_t=2,1/K (a)
Explicit Euler séma: surlddasi feladat
2 -
1|
NEREE
J\]ﬁr{ I HHM\\
u(t) 0 -+
, W]l il i [ i 1\
-1 i Y U
1
-2 ]
0 20 40 60 80 100
idé
—— analitikus ——delta_t=0,8/K —delta_t=1/K —delta_t=1,5/K
—delta_t=1,9/K ——delta_t=2/K ——delta_t=2,1/K (b)
Implicit Euler séma: surlédasi feladat
1,2
1
0,8
u(t) 0.6
0,4
0,2
'ﬁtaq__c‘__-
0 '—%@ﬁ%“
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
idé
—— analitikus ——delta_t=0,1/K delta_t=0,2/K delta_t=0,3/K
—delta_t=0,5/K ——delta_t=0,8/K — delta_t=1/K ——delta_t=15/K
—delta_t=1,9/K —~ delta_t=2/K ——delta_t=2,1/K (C)

XIII.2. abra. A

surlodasi feladatra alkalmazott explicit (a és b) és implicit (c) Euler-

madszerek vizsgalata kiilonbozo idolépeso (az abran delta_t) értékek valasztasaval. A rozsa-
szin gorbék az analitikus megoldast mutatjak, a tobbi gorbe a kiilonbozo idolépcsovel sza-
mitott numerikus megoldast 10 (a és c), illetve 100 (b) idéegységig.
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5. feladat:

Az oszcillacios feladat analitikus megoldasa u(f) = u, " azaz a feladat oszcillaldo moz-

gast ir le. Ha az explicit Euler-moédszert alkalmazzuk az idobeli derivalt kdzelitésére, akkor az
u megoldast tetszéleges idOlépcsdben a kovetkezoképpen adhatjuk meg:

f=—iou—u, =u,+i-ou, -M=01+i-0 At)u, =(1+i-0 At)" -u,, (XI42)

ahol az egyenldség végén szerepld n értelemszeriien nem index, hanem kitevd. A 2. feladat

o
eredményét felhasznalva: mivel jelen esetbena tisztan képzetes, ezért a séma instabil.

Ha az Euler-backward moédszert alkalmazzuk, akkor az u megoldast tetszéleges 1do-
1épcsében a kovetkezéképpen adhatjuk meg:

) 1 1
un+1:un+l-a)-un+1-At—)un+1:—(l o At)-un:m.uo’ (XIH43)
— T —i-w-

ahol az egyenldség végén szerepld n kitevd (és nem index). A 3. feladat eredményét felhasz-

of
nalva: mivel jelen esetben W tisztan képzetes, ezért a modszer feltétel nélkiil stabil.

Osszefoglalva: az oszcillacios egyenletben a derivalt kdzelitésére az explicit Euler-
modszert alkalmazva nem tudunk olyan id6lépcsét valasztani, mellyel a modellintegralés sta-
bilitasa biztosithatd — tehat oszcillacids feladatokra az explicit Euler-mddszer alkalmazasa
nem javasolt. Ugyanerre a feladatra az implicit Euler-sémat alkalmazva tetszdleges idolépcsot
valaszthatunk, a feladat stabil marad.

6. feladat:

A stabilitas vizsgalatahoz irjuk fel (XIII.25.) hibaval terhelt alakjat:

Az ebben szerepld f(u, +&,,t,) -t fejtsiik sorba f(u,,,t,) koriil:

o

fu,+¢,,t,)=f(u,,t,)+e, 8_ +o[(gn)2]. (XIIL.45.)
u

Utobbi felhasznélasaval vonjuk ki (XII1.44.)-bol1 (XII1.25.)-6t:

o

Epsl = — &, —

At - 0[(5n ) ] 2At. (XIIL46.)
ou

n

Az utolso tag elhanyagolasaval és felhasznalva, hogy €, =g-€,_;:
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1 0
Epnil =&y -(——2Atl J (XII1.47.)
g oul,
Ebbol:
g:i_zAti_)K;:Atﬂ—)gz+2K-g—1=0. (XII1.48.)
g ou ou

Abbol eredden, hogy a leapfrog-séma harom iddszintet hasznal, g-re masodfoku
egyenlet adodott, melynek két megoldasa van. A mésodfoku egyenlet megoldo-képlete alap-
jan:

g, =-K+ VK2 +1. (XII1.49.)

Az egyik g a folytonos feladat fizikailag értelmes megoldasahoz tartozik (un. fizikai modusz).
A masik g viszont abbdl ered, hogy a leapfrog sémanal két kezdeti feltételt kell megadni a
séma inditasakor, s ebbol adodoan keletkezik az Un. szamitasi modusz. Utdbbinak nincs fizi-
kai értelme, csupan a tobb-idOszintes diszkretizacios mddszer alkalmazasa miatt jelenik meg a
numerikus megoldasban. A teljes numerikus megoldas a fizikai és a szamitasi modusz
(linearis) kombinaciéjaként all elé, ezért nagy jelentdsége van annak, hogy a szamitési
modusz hogyan fejlodik az id6vel.

e Ha K valos, akkor az egyik gyok (g) abszolut értéke mindig nagyobb egynél, azaz a meg-
oldas instabil lesz.

e Ha K komplex, pl. tisztan képzetes: K =if3 és |[K| > 1, akkor az egyik gyok (g) mindig na-
gyobb egynél, azaz a megoldas instabil lesz.

e Ha K komplex, pl. tisztan képzetes: K =if és |K| < 1, akkor g =1 és a sémara megadhato

1
At £ —

af
ou

stabilitasi kritérium:
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XIILS. A stabilitas vizsgalata
XIIL5.1. CFL-kritérium

A stabilitas a véges differencia sémakkal kapcsolatban elvart tulajdonsagok koziil a legfonto-
sabb, mert konzisztens séma esetén teljesiilése a numerikus megoldas pontos megoldashoz
valo konvergencigjat is biztositja. A stabilitast az eldzéekben olyan feladatokra vizsgaltuk
meg, amelyekben csak idobeli differencidlas szerepelt. Ezekben az esetekben az adott véges
adat jellege hatdrozza meg. A kovetkezOkben olyan — a legfontosabb 1égkordinamikai folya-
matokat egyszerisitett formaban leir6 — problémakat vizsgalunk, melyekben az iddébeli deri-
valtak mellett térbeli differencidlhanyadosok is szerepelnek. Ezekben a feladatokban — és az
1d6jaras-elorejelzé modellekben — a térbeli diszkretizacid adott racsfelbontason torténik. Ezért
a tovabbiakban arra keressiik a valaszt, hogy ezekben a problémdkban mi hatarozza meg az
alkalmazhat6 1d6lépcsd nagysagat, s vajon a térbeli felbontas és az alkalmazhato idolépcso
hossza kozott van-e Osszefliggés.

Tekintstik a (XIII.17.) egydimenzios linearis advekcids egyenletet! Ennek analitikus
megoldasa @(x —ct,0), amely a kezdeti feltételben megadott hullim ¢ sebességgel vald ha-
ladasat irja le [X7I1.3. dbra (a) panel]. Diszkretizaljuk a feladatot ugy, hogy az idébeli deriva-
lasra explicit Euler-, a térbeli differencialasra pedig bal oldali sémat alkalmazunk Ax racsfel-
bontas és A idélépés mellett:

R T
j.n+l j.n te j.n j—Ln
At Ax

=0. (XII1.50.)

Tudjuk, hogy a fenti sémak konzisztensek: mind az Euler-modszer, mind a bal oldali séma
elsérendben pontos, s annal kisebb hibaval kozeliti a folytonos feladatot, minél finomabb a
racsfelbontas és az idélépcsd. Vessiik most 6ssze a numerikus megoldast a pontos megoldas-
sal néhany 1d6lépés utan egy kivalasztott B racspontban, amihez tekintsiik a X/I1.3. abra (b)
paneljét. A folytonos feladatban a ¢ B-beli ért¢két a kiindulési, azaz az 4 pontbeli értéke ha-
tarozza meg (4 nem feltétleniil racspont és helyzete az advekcios sebességtdl fligg). Ameny-
nyiben a fenti sémakat alkalmazzuk a diszkretizaciora, Ggy a diszkretizalt feladatban szintén ¢
advekcids sebességgel szamolva, ¢ B-beli értékét az dbran korrel jelolt racspontok értékei
hatarozzdk meg. Ha az id6lépcsd és a racstavolsag aranya olyan, hogy a korok altal lefedett
teriilet nem tartalmazza az A pontot (mint a XIII.3. abran), akkor a numerikus és a pontos
megoldas eltérése az iddvel korlatlanul megnovekedhet, azaz (a definicid alapjan) a numeri-
kus mddszer nem lesz stabil. Az abra (c) panelje illusztralja, hogy a felbontas és az id6lépés
tetszoleges finomitasa nem javit ezen: hiaba alkalmazunk feleakkora racstavolsagot és id6lé-
pést, a helyzet nem valtozik.

Hogyan valasszuk meg tehat az adott racsfelbontashoz tartozo idélépést, ha szeretnénk
a stabilitast garantalni? A valasz megadhato a XII1.3. dbra alapjan: ugy kell megallapitani az
1d6lépcsdt, hogy a B pontbeli numerikus megoldast meghatdrozo6 racspontok tartomanya ma-
gaban foglalja a B pontbeli folytonos megoldast meghataroz6 A4 pontot (azaz az abran az A
pont legyen része a szinezett sarga tartomanynak). Ez pedig akkor teljesiil, ha az A’B szakasz
meredeksége nem nagyobb, mint az AB szakaszé, azaz:

A< (XIIL51.)

c
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t (a) t (b) t (c)

B B
c=0
.
/Al N _\f L
-+ 0
Ar = cAt R )
o020
X A A Ax x A A Ax x

XII1.3. dabra. (a) Az egydimenzios linearis advekcios egyenlet megolddsanak sematikus rajza:
a kezdeti feltétellel meghatdarozott hullam ¢ > 0 sebességgel x-iranyba valo dathelyezédése egy
idolépcso alatt. (b) Adott A pontbeli informacio advekcioja B pontba x-iranyba mutato ¢ > 0
sebesseggel néhany iddlépcso alatt (lila egyenes) a folytonos feladatban, valamint azok a
racspontok (sarga pontok) idolépésenként, amelyek a (XII1.50.) sémakkal, Ax racsfelbontassal
és At idolépcsovel diszkretizalt feladatban meghatarozzak az érkezési pontban vett értéket.
Ezek kozott a kiinduladsi iddpillanatban a legszélso bal oldali racspont az A’ rdcspont.
(c) Ugyanaz, mint (b), csak feleakkora idélépcsovel és racsfelbontassal (kék pontok).

A (XIL51.) feltétel tehat kimondja, hogy az id61épcsét és a térbeli felbontast nem fi-
nomithatjuk tetszéleges aranyban. A diszkretizalt feladat stabilitisahoz rogzitett racsta-
volsag mellett az alkalmazhaté id6lépcsot a feladat altal leirt mozgasformak leggyorsabb
terjedési sebessége hatiarozza meg (a fenti példaban a ¢ advekcids sebesség). (Ez a stabilitas
sziikséges feltétele.) A feltétel altalanosithatdé mas feladatokra is, s altalanos alakjaban
Courant-Friedrichs—Lewy vagy CFL-kritériumnak (Courant et al., 1928) nevezik. A kritéri-
umnak a szamitasi hatékonysag szempontjabol van jelentosége, a meteorologiai eldrejelzések
készitésénél a szamitasi miveletek és az adatok rendkiviili mennyisége miatt ugyanis az al-
kalmazott numerikus modszerek hatékonysaga is l1ényeges szempont. Minél nagyobb id6lép-
csOt tudunk hasznélni, annal kevesebb 1épésben kell megismételni az integralasi muiveleteket,
s az eldrejelzést annal gyorsabban tudjuk eldallitani. Célunk tehat az, hogy az eldrejelzési
feladatot olyan numerikus sémak segitségével oldjuk meg, melyek adott felbontas mellett a
lehetd legnagyobb id6lépcsd hasznalatat engedik meg.

XIIL.5.2. Stabilitasvizsgalati modszerek

A tovébbiakban két olyan stabilitasvizsgalati modszert tekintiink at, amelyek jol hasznalhatok
a kiilonbozo meteorologiai problémak megoldasa sordn alkalmazott véges differencia sémak
stabilitasi és egyéb tulajdonsagainak vizsgalatara.

Energia-modszer

Az energia-mddszer 1ényege, hogy egy, a diszkrét feladathoz definialt pozitiv definit mennyi-
ségrél megmutatjuk annak adott (pl. L,-térbeli) norma szerinti korlatossagat. Amennyiben ez
minden id6lépcsore teljesiil, ugy a feladatban alkalmazott véges differencia séma stabil. A
modszert azért nevezik energia-modszernek, mert a vizsgalt mennyiség gyakran energiat rep-
rezental. Példaul az egydimenzids linedris advekcids egyenlet esetében a diszkrét feladat altal
leirt rendszer energiéja felirhato a kovetkezd alakban (ahol j index a racspontot, n az idélépést
jeloli):
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E, = 52(9/5,-,”)2 : (XIIL52.)

Ha ¢ helyébe az aramlasi sebességet helyettesitjiik, akkor lathato, hogy a fenti mennyiség a
rendszer mozgasi energiajaval aranyos. Az energia-moddszer eldnye, hogy nem-linearis felada-
tok stabilitasanak vizsgdlatara is alkalmazhato (Dévényi et al., 1998). Hatranya ugyanakkor,
hogy bizonyos feladatoknal nehéz a stabilitasi feltételt kinyerni a segitségével.

Feladat

7. feladat:

Tekintsiik a ¢(x, t ) mennyiségre vonatkozo

opla.t)  oglx1) _ (XIIL53.)
ot Ox o

egydimenzids linearis advekcids egyenletet, ahol ¢ konstans advekcids sebesség. Ha az idobe-
li derivalt kozelitésére a forward, a térbeli derivalt kozelitésére pedig a bal oldali sémat alkal-
mazzuk, akkor a kdvetkezdt kapjuk:

Pin1 — 9, Pin—9;-
j.n+l J.n ‘e j.n j—1n
At Ax

=0, (XIIL.54.)

ahol a j index a j-edik racspontot, az n index az n-edik iddlépcsét jeloli, At és Ax pedig az
1d6lépesd hossza és a racstavolsag. Végezziik el (XIII.54) stabilitasi analizisét az energia-
modszer segitségével!

Megoldas

7. feladat:

At
Vezessiik be @ =¢ Ar -et ¢és rendezziik at (XII1.54.)-et a kdvetkezé modon:

Pin1 —Pjn=—0" (¢j,n ~Piin ). (XTIL55.)

(A sémat egyébként upstream vagy upwind sémanak is nevezik, mivel ha megfigyeljiik, ¢ > 0
esetén a ¢j,n+1 meghatarozasdhoz csak abbol a — jelen esetben bal oldali — térbeli iranybol

hasznalunk fel racspontokat, ahonnan az aramlas és azzal az informacid érkezik. A
downstream vagy downwind sémak esetében olyan racspontok értékeit is felhasznaljuk, me-
lyek az aramlas iranyaba esnek, és ahonnan fizikailag nem torténhetne informécioterjedés.)

Szorozzuk be mindkét oldalt (¢ el TP ) -nel:

Brii =B == (B =010 ) (b0 +8,0), (XIIL56.)
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s a jobb oldalon helyettesitsiink ¢; . helyére ¢;,,1 =9¢,,—a" (¢j,n —iin )-et:

R - N S N 1 S S |
=202, 200, By + @B =80 F =
a8, -, (B, 00, =
=-a- (¢,2n —¢7 1 )— a(l- 0‘)<¢j,n @i 1m )2-

(XIIL57.)

Osszegezziik mindkét oldalt minden j racspontra (J+1 a rAcspontok szdma a tartoméanyon):

J+1 J+1 J+1 J+1
D =D b= a (62, -2 )- > all-alg;, ~¢;0,f.  (xumss)
J=1 J=1 Jj=2 j=2

Vegyiik észre, hogy a bal oldalon az (n + 1)-edik és az n-edik iddlépés energidjanak kiilonb-
sége all! Tovabba a jobb oldali els6 tagban minden racspontbeli érték kétszer szerepel, ellen-
tétes eldjellel, tehat az dsszegzésnél ez a tag eltlinik, amennyiben periodikus hatarfeltételeket

tételeziink fel (azaz @y, = Py1., ). A kdvetkezd marad:

N+1

E,.-E,=-all-a)- )’ (#,,—, 1. F (XIIL59.)
j=2

Az energia-modszer értelmében a stabilitas sziikséges feltétele, hogy a rendszer energiaja kor-
latos maradjon, s ne novekedjen az iddvel, azaz a fenti kifejezés nem lehet pozitiv. Mivel az
Osszegzésben szerepld négyzetdsszegek mindig nem-negativak, ezért az 6sszegzés eldtt allo
egylitthatonak szintén nem-negativnak kell lennie, azaz:

a(l-a)20. (XIIL60.)

Ez a feltétel akkor teljesiil, ha érvényes a kovetkezo:

A
0<a=clcises0, A<t (XIIL61.)
Ax c

Itt sziikséges megjegyezni, hogy ha a <1, akkor a diszkrét feladatban az energia id61épésen-
ként csokken (szemben a tényleges megoldas energiajaval).

Neumann-modszer

A Neumann-modszer linearis (vagy linearizalt) problémak numerikus stabilitdsanak vizsgala-
tara alkalmazhatd. A modszert az advekcids egyenlet példdjan keresztiil mutatjuk be. Tekint-

stk a ¢(x, l‘) mennyiségre vonatkoz6 egydimenzids linedris advekcios egyenlet és az erre
vonatkozo kezdeti feltétel altal meghatarozott Cauchy-feladatot:
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og(x, t)+u 09, f)zo xelo0,L]
ot ©ox ’ ’

(XII1.62.)
#(x,1=0)= f(x) — kezdeti feltétel
#(x=0,t)=¢(x=L,t) — periodikus hatarfeltételek

ahol u, a konstans advekcios sebesség (az advekcids sebesség jeldlésénél a tovabbiakban atté-
riink az uy hasznalatara, mert a ¢ valtozét masra fogjuk hasznalni). A (XII1.62.) feladat anali-
tikus megoldasa ismert:

d(x,1)=dlx—u, -1,0)= f(x—u,-1). (XIIL63.)

A linearis differencialegyenletek megoldasa kifejezhetd fiiggvénysorok segitségével, a
Neumann-moédszer alkalmazasanal a kezdeti feltételt és a megoldast Fourier-sor alakban ke-
ressiik (ezért a modszert Fourier-sor mddszernek is nevezik). Ennek alapjan tehat a kezdeti
feltételt a kovetkezOképpen irhatjuk fel:

d(x,t=0)= ick Y (XIIL64.)

k=1

ahol k az adott hullamhoz tartozé hulldmszam, c; az ahhoz tartozé egyiitthatd. Ennek a
(XII1.63.) analitikus megoldasba vald behelyettesitésével a (XII1.62.) folytonos feladat meg-
oldésa a kovetkezd alakot olti:

d(x,1)= i ¢, -t = i #(x, 0)- ™), (XIIL65.)
k=1 k=1

Lathato, hogy a fenti kifejezés olyan megoldast ir le, ami az adott £ hullamszamu hulldmot u
sebességgel x iranyba advektalja anélkiil, hogy annak kezdeti amplitidojat megvaltoztatna.
Linearis feladat esetében a Fourier-sor minden tagja megoldas, igy elegendd egyetlen (jelen
esetben a k-adik) Fourier-komponenst tekinteni. A kezdeti feltétel €s a hozza tartoz6 megoldas
ekkor tehat egyetlen hullamot ir le:

d(x,t=0)=c, -,

XII1.66.
¢(X, t) =c, - eik(x—c~t) — ¢(X, O) eik~(—c~t). ( )

Tekintsiik most a (XII1.62.) feladathoz konstrualt diszkrét feladatot, amelyben a térbeli
¢s az iddbeli derivaltak kozelitésére kiillonbozo véges differencia sémakat alkalmazunk. A
diszkrét feladat kezdeti feltétele a folytonos feladattal analog modon irhat6 fel:

#lx,,t=0)=9,, = ick e (XTIL67.)
k=1
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ahol a j index a j-edik racspontot, az idére vonatkozé 0 index pedig a kezdeti idopontot jeloli.
A kezdeti feltétel ismeretében a diszkrét feladat megoldéasa adott racspontban €s id6lépésben a
kovetkezOképpen adhatd meg:

¢(x Iz n)= G, = i/ﬁi e e (XIIL68.)
k=1

ahol 4 a k hullamhoz tartozé és a numerikus sématol fliggé komplex-értéki, amplitado-jellegi
mennyiség, a j index az adott racspontot, az n kitevo pedig az adott idélépést jeloli. A diszkrét
feladat esetében is igaz, hogy linearis esetben a Fourier-sor minden tagja megoldasa a feladat-
nak, s elegendd egyetlen hullimmoduszra vizsgalddni:

¢j,0 =C 'eikxj )
. (XII1.69.)
¢j,n :ZZ'Ck'e g

A fenti Osszefiiggésben tehat a numerikus megoldas ugy all eld, hogy a kezdeti feltétel
minden idélépésben egy amplitudd-jellegli mennyiséggel szorzodik. Konnyen belathato, hogy

ahhoz, hogy a megoldas korlatos maradjon, sziikséges, hogy ‘/1,(‘ ne legyen nagyobb 1-nél —

ez a stabilitas (és a konvergencia) sziikséges feltétele. (Emlitettiik, hogy a stabilitas elégséges
feltételét nehéz meghatdrozni, ezért altaldban csupan a sziikséges feltétel teljesiilését vizsgal-

jék.) Amennyiben ‘ﬂk‘ >1, tgy a kezdeti feltételt leiré hulldim minden id6lépésben gerjesztd-

dik és a diszkrét feladat nem lesz stabil. Ha ‘lk‘ <1, akkor a véges differencia séma fiktiv

csillapitast vezet be, azaz a kezdeti feltételhez tartozo hullammegoldas az idovel folyamatosan
csillapodik, sz¢élsdséges esetben bizonyos (kiilondsen a rovid hullamhosszt) hullamok teljesen

el is tiinhetnek. Ideélisan ‘ﬁk‘ pontosan 1-gyel egyenld, akkor a véges differencia séma nem

valtoztatja meg a kezdeti feltételt leird hullamot.
A hulldam-megoldas amplitidojan kiviil a véges differencia séma a folytonos feladat-
ban jellemz6 u, fazissebességet is modosithatja: gyorsithatja illetve lassithatja azt. A diszkrét

feladatbeli fazissebesség megadaséhoz el8szor is tekintsiik a A4, komplex mennyiséget kovet-
kez6 alakban:

A =A€7, (XII1.70.)

ahol 6 a A, képzetes és valos része éltal bezart szog (XIIL4. dbra)!

Re

XIIL4. dbra. A A, valés és képzetes része dltal bezart szég.
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Ekkor a diszkrét feladat megoldasa az alabbi moédon irhato fel:

biw =) e €™ = |0 oM more) (XIIL71.)
A folytonos feladat analogidjara a fazissebesség a diszkrét feladatban:
. n-6 0
k-n-At kAt

A fazishiba megmutatja, hogy a folytonos feladatbeli ug €és a diszkrét feladatbeli ¢’ fazissebes-
ségek hogyan viszonyulnak egymashoz:

R=— (XII1.73.)

Amennyiben R > 1, a véges differencia séma gyorsitja a folytonos feladatbeli £ hullamot; ha
R <1, akkor a séma lassitja a k hullamot; s ha R = 1, akkor a séma nem valtoztatja meg a hul-
lam fazissebességét. Bar az utobbi eset tlinik idedlisnak, mégis alkalmasan megvalasztott vé-
ges differencia séma esetében bizonyos hullamok ,,lassubba torzitdsa” elonyos is lehet (Rad-
noéti, 2003). Tekintsiink példaul egy olyan feladatot, amelynek a meteorologiai szempontbol
kevéssé relevans gyorsan terjedd gravitacios hullamok is megoldasai! Ha erre explicit véges
differencia sémat alkalmazunk, amely a hullamok fazissebességét 1ényegesen nem valtoztatja
meg, akkor meglehetdsen szigoru feltételt kell a numerikus stabilitas teljesitéséhez kielégiteni,
amiben a vezet6 tag a feladat altal leirt leggyorsabban terjedé mozgasforma (jelen esetben a
gravitacidos hullamok) fazissebessége. Implicit séma alkalmazasaval azonban egy kedvezdébb
feltétel nyerhetd vagy éppen feltétel nélkiili stabilitassal tudunk dolgozni, mégpedig azaltal,
hogy az implicit séma ezeknek a hullamoknak a fazissebességét csokkenti. A megoldas fizikai
értelmezésénél ez nem okoz problémat, mert amint mar emlitettiik, ezek a hullamok a meteo-
rologiai folyamatok szempontjabol nem Iényegesek, viszont a gyorsan terjedd hullamok lassi-
tasaval stabilizalhato a feladat ezekért felelds része.

Osszefoglalva
A wiges differencia séma a & hullamszamu hullamra

® stabil, ha |4, <1,

| | -
SRR, WL B R [

Lliobaidl, Hd jrigj -~ 4.

A weges differencia séma a & hullamszami hullamra
® neutralis, ha |[4]=1,
® fiktiv csillapitdst vezet be, ha |}lk| <1,

®  oeriesztést vezet be, ha |}lk| =1

A weges differencia séma a & hullamszamn hullam fazissebességet
®  nem wvaltoztatja meg, ha A=1,
® lassitja, ha B=<1,
®  oyorsitja, ha B=1.
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Feladatok

8. feladat:

Lassuk be a Neumann stabilitdsvizsgalati modszer alkalmazasaval, hogy a ¢(x, t) mennyi-
ségre vonatkozé

8¢(x, t) - 6¢(x, t) 0
ot ° ox

(XIIL74.)

egydimenziods linearis advekcios egyenlet idobeli és a térbeli derivaltjainak kozelitésére hasz-
nalt forward illetve centralt sémak alkalmazésa esetén a

i =Pjn . Pisin =i _ (XTIL75.)
At 2Ax

diszkrét feladat abszolit instabil (a j index a j-edik racspontot, az n index az n-edik iddlép-
csot jeloli, At és Ax pedig az idOlépcsd hossza és a racstavolsag)!

9. feladat:

Lassuk be a Neumann stabilitasvizsgalati modszer alkalmazéasaval, hogy a ¢(x, l‘) mennyi-
ségre vonatkoz6 (XIII.74.) egydimenzios linearis advekcids egyenlet iddbeli derivaltjanak
kozelitésére a forward séma, illetve térbeli derivaltjanak kozelitésére két idoszintbeli centralt
séma atlaganak (azaz a hatpontos Crank-Nicholson séma) alkalmazasa esetén a

¢j+1,n _¢j—1,n n ¢j+l,n+l _¢j—1,n+l
Bjnit =Pjn 2Ax 2 Ax (XIIL76.)
At 2

diszkrét feladat feltétel nélkiil stabil (a j index a j-edik racspontot, az n index az n-edik 1d6-
1€pcsot jeloli, At €s Ax pedig az id6lépesd hossza és a racstavolsag)!

10. feladat:

Adjuk meg a Crank-Nicholson sémaval diszkretizalt (XIIL.76.) egyenletben ervenyes fazisse-
bességet! Ertelmezziik az eredményt, 6sszehasonlitva a (XII1.74.) folytonos feladatbeli fazis-
sebességgel!

11. feladat:

Lassuk be, hogy a ¢(x, t ) mennyiségre vonatkozd (XII1.74.) egydimenziods lineéris advekcios

egyenlet idébeli és térbeli derivaltjainak kozelitésére hasznalt leapfrog illetve centralt sémak
esetén a

Dini1 =Pjn- iy Pjstn ~ Pt ~0 (XIIL.77.)
2At 2Ax
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diszkrét feladatbol (a j index a j-edik racspontot, az n index az n-edik 1d61épcsot jeloli, Az és
Ax pedig az 1d6lépcsd hossza €s a racstavolsag) a Neumann stabilitasvizsgalati modszer al-
kalmazésaval a kovetkez6 adodik:

A +2-i-a-sin(kAx)- 4, —1=0, (XIIL78.)

At
ahol & = U e | Ertelmezziik az eredményt!

12. feladat:

Lassuk be, hogy az u(x,¢) zonalis sebességre €s a /(x,7) hullammagassagra vonatkozo

u(x, t) i g Gh(x, () 0

Ot ox
oh(x, 1) CH oulx, t) L (XII1.79.)
ot ox

egydimenzids linearis gravitacids hullam egyenlet idobeli és térbeli derivaltjainak kozelitésére
hasznalt leapfrog illetve centralt sémak esetén a

uj,n+1 _uj,n—l + hj+1,n - hj—l,n -0

20 2Ax (XITL.80.)
hj,n+1 - hj,n—l L H uj+1,n _uj—l,n ~0

2At 2Ax

diszkrét feladatra [ahol g a gravitacids gyorsulas, H a folyadék atlagos magassaga (vagy
mélysége; pl. az 6cean vagy a 1égkor esetében), a j index a j-edik racspontot, az n index az n-
edik id6lépcsot jeloli, At és Ax pedig az id61épcsd hossza és a racstavolsadg] a Neumann stabi-
litasvizsgalati modszer alkalmazasaval a kdvetkezo stabilitasi kritérium adodik:

At <

e (XIIL81.)

Ertelmezziik az eredményt!
Megoldasok
8. feladat:

A Neumann-moddszer alkalmazéasaval a diszkrét megoldast adott racspontban ¢€s idélépcsOben
az alabbi alakban irjuk fel:

B0 =Acpe™, (XIIL.82.)
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ahol A komplex-értékii szam, k az adott hullamhoz tartozé hullamszam, ¢, a hullimhoz tarto-
706 egylitthatd, a j index az adott racspontot, az n kitevo pedig az adott idolépést jeloli. Ezt
behelyettesitve a (XIII.75.) egyenletbe, a kovetkezot kapjuk:

ntl o ik e ik noa R _gn LSRG
A e A -cp e uy A ci-e Ak ke -0. (XII1.83.)
At 2Ax
" At
Egyszeriisitve A; - ¢, -val és bevezetve az & =u, o mennyiséget:
A e =™ +%(e""xf+l L ): 0. (XII1.84.)
ik ; oo ) _ (it
Ezt elosztva € ~ -vel és kihasznalva, hogy X+ = (J * 1)' Ax .
a . s
2 —1 +E(e’km )= (XIIL8S.)
Felismerve a zardjelben szerepld Euler-formulét, kapjuk az alabbit:
a . .
A —1 +E-2 -q -sm(kAx) =0-> 4 =l-a-i -sm(kAx). (XIIL.86.)

: . " n Al ; 2 = 242 :
Az a=x+i-y komplex szam abszolutértékének négyzete |a| =a-a=Xx"+y", ennek isme-

retében a 4, abszolutértékének négyzete:
2 :
4| =1+a” -sin®(kAx). (XII1.87.)

2
Mivel mind az ¢, mind a sin® fiiggvény pozitiv értékiiek, ezért a |ﬂ~k| minden esetben 1-nél

nagyobb értéket vesz fel. Azaz a Neumann-modszer stabilitasi kritériumabol kovetkezéen
a két séma egyiittes alkalmazasaval nem tudunk olyan idolépcsot valasztani, amellyel a
diszkrét feladat stabil lesz.

9. feladat:

A Neumann-modszert (1. a 8. feladatnal) alkalmazva a (XIII.76.) egyenletre, a kovetkezot
kapjuk:

A‘Z-Fl . Ck . elkx/ _ /12 . Ck . el]OC/
At
ik ;. ik ikx ;. ik (X1I1.88.)
u T —e e —e
+_O /’i{Z.ck +ﬂz+1‘ck :O.
2 2Ax 2Ax
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. At
. n ikx , — g = .,
Egyszeriisitve Ay -C; -€ / -vel és bevezetve az & = U , mennyiséget:

A 1+ %(1 2 )- (e — e )= 0. (XIIL.89.)
Felismerve a zardjelben szerepld Euler-formulat, kapjuk az alabbit:
Ay —1+%-(1+/1k)-i-sin(kAx)= 0. (XIIL90.)
Ebbél kifejezve A, -t:

l—g-i-sin(kAx)
Q= —2 . (XIIL91.)
a
1+5-i-sin(kAx)

Tovabb alakitva ezt a kifejezést és kihasznalva, hogy i 2=-1;

2
l—g-i-sin(kAx) l—g-i-sin(kAx) l—a—-sinz(kAx)—a-i-sin(kAx)

4 =—2 2 -4 - . (XIIL92.)

1+g-i-sin(kAx) l—g-i-sin(kAx) 1+a—-sin2(kAx)

2 2 4

Ebbdl a A, komplex mennyiség abszolutértékének négyzetét kifejezve:

, 2
. 1 4 2
2 {1_0251112(](&)} +a” -sin®(kAx) 1+isin2(km)+a—sin2(kAx)
= __ 16 2 =1. (XII.93.)

2 2 2 2
[l + % sin? (kAx)} |:1 + % sin? (kAx)}

Megallapithatjuk tehat, hogy az egydimenzios linearis advekcids egyenletre alkalmazott imp-
licit séma feltétel nélkiil stabil lesz (azaz adott horizontalis felbontashoz barmekkora iddlép-
csOt valaszthatunk), raadasul a kezdeti hullimok amplitiddja nem valtozik (nem nd — ger-
jesztédik — vagy csokken — csillapodik) az idével. A séma hatranya ugyanakkor, hogy jelen-
tds fazishibat okoz (I. a 10. feladatot is), illetve gyakorlati megvalositasa — az implicit tulaj-
donsaga miatt — bonyolult.

10. feladat:

A diszkrét feladatbeli fazissebesség kifejezéséhez tekintsiik A4 -ra a 4, =|1,| ¢ alakot és
hasznaljuk fel a (XII1.92.) 6sszefiiggést:
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Im —a-si —a-si

(gl = = A _ 0{2 sin(kAx) s 0= arctg a -sin(kAx) s

e 4.

& l—a—-sinz(kAx) l—a—-sinz(kAx)
4 4
Ebbdl a diszkrét feladatbeli fazissebesség:
\ 0 o -sin(kAx)

T T ' (XIIL95.)

- sin? (kAx) o

X+
A fenti kifejezés tovébb alakithatd, ha kihasznaljuk az arctg(x)+arctg(y)= arctg~

0sz-

a .
szefliggést, melyben jelen esetben X =) = ESIH(kAX). Ekkor a fazissebességre a kovetkezd

adodik:

c'= iarcth. (XIIL.96.)
kAt 2

Az eredményt megvizsgalva lathatjuk, hogy a folytonos feladatbeli fazissebesség novekedése
(Uy —> 0, azaz @ —> 0) esetén a diszkrét feladatbeli ¢’ fazissebesség korlatos marad (az

arctg-fliggvény feliilrél korlatos n/2-vel). Azaz az implicit séma lassitja a gyorsan terjed6
hullaim-megoldasokat, ezéltal ezek kielégitik a CFL-kritériumot, s igy tudja a séma a feltétel
nélkiili stabilitast garantalni.

11. feladat:

A Neumann-moddszert (1. a 8. feladatnal) alkalmazva a (XIIL.77.) egyenletre, a kovetkezot
kapjuk:

n+l1 . . lkxj _ n—1 . . lkx/ ikxjﬂ _ ikxj_l
M el oA el T e © e’ (XII.97.)
2A¢ 2Ax

~ At
Yy, n—1 ikx; . —_, 2 .,
Egyszertsitve Ay - ¢ -e 7 -vel és bevezetve az & = U \; mennyiséget:

Al -1+a- 2, .(e""“ - e_ikm): 0. (XTIL98.)
Felismerve a zarojelben szereplé Euler-formulat, kapjuk az alabbit:
A+ a2, - 2i-sin(kAx)-1=0. (XII1.99.)

Amiatt, hogy a leapfrog séma nem kett, hanem harom idészintet hasznal, (XIIL99.)-cel A, -
ra masodfoku egyenletet kaptunk, aminek két megoldasa van. Ha alkalmazzuk a masodfoku
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egyenlet megoldo-képletét, és bevezetjik p = a-sin(kAX)-et, akkor 4, -ra a kovetkezd két
megoldas (modusz) adodik:

Mpp=—i-p* 1-p2. (XI11.100.)

Ha o >1, akkor lesz olyan hullamszam, amire p >1 és ebben az esetben a gyokjel alatt 1évo

2
mennyiség negativ. Ekkor a A, tisztan képzetes, s |ﬂ~k| az egyik gyokre mindenképpen 1-nél

Ax
nagyobb. Viszont ha a <1, azaz Af < o akkor |/1k|2 = p? +1-p? =1, tehat a séma neutrali-
0

san stabil. Neutralitisa, valamint masodrendii pontossiga miatt ez az explicit séma ked-
velt a meteorologiaban annak ellenére, hogy a harom idészint hasznalata a korabban
mar bemutatott hatranyokkal jar.

12. feladat:

A Neumann-modszert (1. a 8. feladatnal) alkalmazva a megoldast a kdvetkezd alakban keres-
siik:

N LIy
u;, =u-Ag-e’,

_ | (XIIL101.)
]’lj,n:]’l'ﬂ%'e ],

ahol u, & a k hulldimszadmhoz tart6zo egyiitthatok. Behelyettesitve (XII1.101.)-et a (XII1.80.)
egyenletbe, a kovetkezot kapjuk:

Y ™ — e N Ar R - hee™ 0
g =
2At 2Ax
el — ke ml ke W= ke oam = ik (XIIIL.102.)
A ch-e ' =4 -h-e ’+H/1k-u-e M—Au-e 0.
2At 2Ax
Ha az u, h egyiitthatokat gy valasztjuk meg, hogy eleget tegyenek az aldbbinak:
h|H
==_—, (XIIIL.103.)
u g
akkor a (XII1.102)-beli két csatolt egyenlet egy egyenletre redukalodik, mégpedig:
n+1 . l]OCj _ n—1 . l]OCj n ilOCj+1 _gn ikxj—l
A e A e +JeH - A e A € -0, (XI11.104.)
2At 2Ax
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Vegyiik észre, hogy ez az egyenlet annyiban tér el a 11. feladatbeli (XII1.97.)-t61, hogy az uy

advekcios sebesség helyett \/€H szerepel benne! Ez pedig nem mds, mint a gravitacids hul-
lam terjedési sebessége, ugyanis a (XII1.79.) feladat atirhaté a kdvetkezé modon:

- 1)
o e (XIIL105.)
ot\ h -H 0 | ox\h

ahol a jobb oldalon szerepld matrix sajatértéke *+/gH , azaz a k hulliamszamhoz két, ellenté-

tes iranyban +/gH fazissebességgel haladd hullam tartozik. Az egyszerisitéseket elvégezve
(XII1.104.)-en a kovetkezoket kapjuk:

2 +a- Ay -2i-sin(kAx)-1=0,

(XIIL106.)
ﬂkhz =—i-pi\/1—p2,

. At
ahol p=0o - sm(kAx) és a=,/gH o A 11. feladattal analdg modon tehat a stabilitasi krité-

rium ebben az esetben a kovetkezoképpen alakul:

Ax
gH

a<l— A< (XIIL.107.)

Ez azt jelenti, hogy az egydimenziods linearis gravitacios hullam-egyenlet diszkretizaciojara a
leapfrog ¢és a centralt sémakat hasznélva, az adott felbontas esetén alkalmazhat6 iddélépcsé
hosszara a gravitaciés hullam terjedési sebessége szab korlatot. A tropopauza atlagos ma-
gassagat (H-t) 10 km-nek, a gravitacios gyorsulas (g) atlagos értékét 10 ms ™ -nak véve, ez a
sebesség 300 ms™' nagysaginak adodik, s igy a 10 km-es racsfelbontasnal alkalmazhat6 idé-
1épcsé nem nagyon haladhatja meg a 30 masodpercet. Ezzel szemben a 11. feladatban szerep-
16 advekcids sebesség még a nagy magassagokban sem nagyobb 100 ms™'-nal, ekkor az in-
tegralasi id6lépés 10 km-es felbontas mellett 100 s is lehet. Lathato tehat, hogy a most kapott
(XII1.107.) stabilitasi kritérium szigorubb korlatot jelent az id61épcsd hosszara, mint amit az
advekcios egyenlet esetében kaptunk. Azaz egy olyan feladatban, amely a gravitacios hulla-
mok terjedését is leirja, adott felbontashoz rovidebb integralasi idélépesot tudunk csak alkal-
mazni (az integralast tobb kisebb 1épésben kell elvégezniink), hogy a feladat numerikus stabi-
litasa megmaradjon.
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XIIL.6. Hatékony numerikus sémak

Az el6z6 alfejezetben az egydimenzids linearis advekcios valamint linearis gravitacids hullam
egyenletekre vizsgaltuk meg a kiilonb6zd véges differencia séméak numerikus stabilitasat. Lat-
tuk, hogy az explicit sémak alkalmazasaval a numerikus stabilitds csak akkor teljesiilhet, ha
eleget tesziink a CFL-kritériumnak — azaz ha az integralasi id6lépcsé megvalasztasanal tekin-
tettel vagyunk a térbeli felbontas és a feladat altal leirt leggyorsabban terjed6 mozgasforma
sebességének a hanyadosara. (Ugyanakkor a 8. feladatban mutattunk példat olyan explicit
véges differencia sémara is, amelynél a stabilitas még a CFL-feltétel betartasaval sem garan-
talhatd.) Ezenkiviill megallapitottuk, hogy az implicit sémak esetében tetszOlegesen hosszu
1d6lépeso valaszthato (1. a 9. feladatot), mégpedig azért, mert az implicit sémak a feladatban
érvényes fazissebességet lassitjak (1. a 10. feladatot), s ezaltal a gyorsan terjeddé hulldm-
megoldasokra is stabil megoldast biztositanak. Az altaluk okozott fazishiba ugyanakkor nem
minden hullam esetében kivanatos, ezért, valamint bonyolult megvalositasuk miatt a meteoro-
logiai gyakorlatban nem alkalmaznak tisztan implicit sémakat.

A meteorologiai elorejelzések készitésénél a szamitasi muiveletek és az adatok rendki-
vili mennyisége miatt az alkalmazott numerikus modszerek pontossaga mellett elsddleges
szempont azok hatékonysaga. Tehat a cél olyan diszkretizacios médszerek alkalmazasa,
mellett sem sériil. A tovabbiakban az eldrejelzési feladatot redlisabban kozelitd, advekcids és
gravitacios hullam tagokat egyarant tartalmazo egyenleteken fogjuk bemutatni azokat a nume-
rikus sémakat, melyekkel ez teljestil és ezért a gyakorlatban is elterjedtek.

Tekintstik a kovetkez0 egydimenzids linearis egyenletrendszert az u(x, f) zonalis se-
bességre €s a h(x, t) hullimmagassagra vonatkozoan:

du(x, 1) . au(x, t) ‘g oh(x, t)

=0
ot 0 ox Ox

ohlv,) - Ghxr) L oulve) (XIIL.108.)
ﬁt 0 ax ax 9

melyben az egyenletek kozépso tagjai a (linearis) advekciot, az utolso tagok pedig a (szintén
linedris) gravitacidos hulldmokat reprezentaljak. A 11-12. feladat alapjan a Neumann stabili-
tasvizsgalati modszer segitségével levezethetd, hogy ha az idébeli derivaltak kozelitésére a
leapfrog, a térbeli derivaltak kozelitésére a centralt sémat alkalmazzuk, akkor a diszkrét fel-
adatra a stabilitas sziikséges feltétele a kovetkezo lesz:

Ax

At <——— . (XI11.109.)
ug++gH

Tehat a fenti explicit sémat hasznalva (XIII.108.)-ra, az adott felbontas esetén alkal-
mazhato id6lépcsd hosszara az advekceid és a gravitacios hullam terjedési sebességének Ossze-
ge szab korlatot. Mivel az el6zdekben lattuk, hogy utdbbi lényegesen nagyobb az elébbinél,
ezért kijelenthetjiik, hogy a stabilitas sziikséges feltételénél gyakorlatilag a gravitacids hulla-
mok terjedési sebessége a meghatarozo.

XIII.6.1. Szemi-implicit séma

Alkalmazzunk most (XIII.108.)-ra olyan un. szemi-implicit diszkretizaciot, ami az advekcios
tagok esetében megtartja az explicit sémat, a gravitacids hullam tagokat viszont implicit mo-
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don kezeli (Robert, 1981). Példaul a masodik tagok esetében az explicit kozépponti sémat
hasznaljuk, a harmadik tagok esetében pedig centralt sémak atlagat vessziik két iddszintre a
korabban mar latott mdédon:

hj+l,n o hj—l,n n hj+l,n+l o hj—l,n+l
uj,n+1 _uj,n—l uj+1,n _uj—l,n 2Ax 2Ax
T oA 8 2 =0
(XIIL.110.)
Uivtn —Uj1n  Ujirin+l —Uj—1n41
hjn+1_hjn—1 hj+1n_hj—1n 2Ax * 2Ax
’ —tuy—— —+H =0.
2At 2Ax 2

A Neumann-modszer segitségével belathatd, hogy a szemi-implicit mddszer alkalmazésa ese-
tén a kovetkezd adodik:

uy” - Ar* < Ax* + gH - At (XIIL111.)

ez pedig minden esetben teljesiil, amikor az advekcids egyenletnél kapott stabilitasi feltétel
teljesiil, azaz amikor:

Ax
At <—. (XIL.112.)
Ug

Tehat a szemi-implicit modszer alkalmazasaval elértiik, hogy ne a feladat altal leirt leggyor-
sabban terjed6 mozgasforma, azaz a gravitacios hullamok terjedési sebessége legyen a meg-
hataroz6 az id6lépcsé megvalasztasanal, hanem az anndl joval kisebb advekcids sebesség,
lehetdvé téve a nagyobb iddlépésekben torténd stabil modellintegralast.

A szemi-implicit séma szépsége abban 4ll, hogy az implicit kezelést az egyenlet linea-
ris részére alkalmazza, s ezek a tagok feleldsek egyben azokért a hulldm-megoldasokért, me-
lyek gyorsan terjednek, de jelentdségiik meteorologiai szempontbol kicsi. Az implicit mod-
szer ezeket a hullamokat lelassitja, ezaltal stabilizalva a feladat linearis részét €s érintetleniil
hagyva a meteorolégiailag relevans, lassubb mozgasformakat. Altalanosan a szemi-implicit
modszer a kdvetkezd alakban irhato fel:

0 + -
il :L[%}N(\po), XI113)

ahol a teljes nem-linearis modellt linearizaljuk egy referencia-allapot koril, ami legtobbszor
az izoterm, nyugvo légkor (ez gyakran tavol esik a valos 1égkori allapottol): az L operator a
modell linearizalt része, az N operdtor a nem-linearis maradéktag. A 0,+,- indexek pedig az
aktualis, a késObbi ¢és a korabbi iddlépcsdket reprezentaljak, jeldlve, hogy a szemi-implicit
modszerben a linearizalt tagokra implicit kezelést, a nem-linearis tagokra explicit keze-
lést alkalmazunk.

XIII.6.2. Szemi-Lagrange modszer

A nem-linearis egyenletrendszer teljes implicit kezelése (ami biztosithatnd a feltétel nélkiili
stabilitdst) nem lehetséges (redlis), mert nem-linedris operator invertaldsat igényelné. Ezért
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hogy az advekcios sebesség altal meghatarozott stabilitasi feltételt tovabb tudjuk enyhiteni, a
szemi-implicit sémat 6tvozni kell egy masik hatékony modszerrel.

A hidro-termodinamikai egyenletrendszerben a legdominansabb nem-linearis tag a
nem-lineéris advekcio, ennek kezelésére segitségiil hivjuk a Lagrange-mddszert. A Lagrange-
szemléletben nem egy térben rogzitett koordinata-rendszer pontjaiban tekintjiik az allapotha-
tarozok valtozasat, hanem a részecskékhez (légelemekhez) rogzitett lokalis koordinata-
kiindulasi tulajdonsagaikat. Adott ¢ tulajdonsag trajektoria-menti megmaradasat fejezi ki az
egydimenzids linearis advekcios egyenlet alabbi Lagrange-alakja:

%:O, aholi:g+ 0

u,— . XIII.114.
dr dt or °ox ( )

Tehat az allapothatarozok adott id6pontban vett térbeli eloszlasanak €s palyajanak ismereté-
ben meghatarozhat6 jovobeli eloszlasuk. A numerikus szamitasok soran azonban szeretnénk
az Euler-szemléletnek azt a kényelmes tulajdonsagat megtartani, hogy a légkdri valtozokat
egy szabalyos racs racspontjaiban tekintjiik (egyrészt mert egyéb miveleteket is racson kell
elvégezni, masrészt mert ezaltal biztosithaté az egyenletes térbeli lefedettség). Ez a tiszta
Lagrange-modszer segitségével nem lehetséges, hiszen azok a részecskék, melyek kiindulas-
kor még szabalyosan helyezkedtek el, mar egy iddlépés utan is szabdlytalan és térben inho-
mogén elrendezddést vehetnek fel. Ezért az Un. szemi-Lagrange modszerben minden idolé-
pésben egy backward (visszafelé) trajektoria szamitasaval és térbeli interpolacio alkal-
mazasaval allitjuk el6 az allapothatarozok értékét az altalunk kivant racspontokban
(XIILS. abra). Vilagos, hogy igy az iddbeli integralds sordn nem ugyanazokat a részecskét
kovetjiik, hanem a racspontok elhelyezkedése alapjan minden idélépésben 1j részecskehal-
mazt definialunk.

Lo = b, + AL ] -|

Jp-1\_Jp p
~
(cx + p)- Ax

XII1.5. abra. A szemi-Lagrange modszer sematikus rajza.

A trajektoria kiindulasi pontjat (melyet az dbran * jelol) az advekcids sebesség ismere-
tében tudjuk meghatarozni, amit az egyszertiség kedvéért most tekintsiink allandonak: a ré-
szecske ekkor Ar id0 alatt uy sebességgel advektalodik, mialatt (0! + p)-Ax tavolsagot tesz
meg. A korabbi iddészintrdl valo indulas nem feltétleniil racspontbdl torténik, ezért a megtett
utat két részre oszthatjuk: a Az id6 alatt bejart racspontok szamat p-vel jeloljik, ahol p egész

szam, a maradék ut pedig a racstavolsag a-szorosa, ahol o értelemszertien 0 és 1 kdzé eso
tortszam, azaz:
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Az (n+1)-edik id6lépésben a ¢ allapothatarozo értéke a konzervativitas miatt meg fog egyezni
a ¢ n-edik id6lépésben és * pontban felvett értékével. Mivel az n-edik idészinten a ¢ eloszla-
sat csak a racspontokban ismerjiik, ezért a * pontbeli értéket térbeli interpolécidval tudjuk
eldallitani. Az egyszerliség kedvéért tekintsiik most a legegyszeriibb linedris interpolaciot,
amivel a kovetkezdt kapjuk:

¢j,n+1 = ¢*,n = (l - 0{)- ¢j—p,n ta- ¢j—p—1,n' (XIIL.116.)
A Neumann-moédszer segitségével belathatd, hogy
|ﬂk|2 :1—2a-(l—a)-(1—coskAx) (XIL.117.)

mellett a séma stabilitasanak feltétele, hogy o-ra fennalljon az alébbi:

0<a<l. (XTII.118.)

meg), igy a séma feltétel nélkiil stabil. A szemi-Lagrange modszer alkalmazasaval tehat nem
kell tekintettel lenniink a CFL-kritériumra, az abban megengedettnél hosszabb iddlépcsét is
valaszthatunk. Ez az idélépcsO azonban tovabbra sem lehet tetszélegesen nagy: teljesiilnie
kell a Lipschitz-feltételnek, mely szerint a trajektoriak egy id6lépcsé alatt nem metszhe-
tik egymast — ellenkez6 esetben nem lehetséges a részecskék palyajat egyértelmiien meghata-
rozni. Mindazonaltal numerikus kisérletekkel igazoltak, hogy mezoskaldju modellek esetén a
szemi-Lagrange séma az id6lépcsé mintegy hatszoros ndvelését teszi lehetové az euleri sé-
makkal szemben (Staniforth és Coté, 1991), tovabba a szemi-implicit sémaval valé kombina-
lasa esetén az integralas hatékonyséaga tovabbi hatszorosaval né (Robert et al., 1985).

Feladatok

13. feladat:

A ¢ mennyiségre vonatkoz6 egydimenzids linearis advekcios egyenletre a szemi-Lagrange
modszert alkalmazva, ¢ értékét tetszéleges j racspontban és (n + 1)-edik id61épésben a kovet-
kezoképpen hatarozhatjuk meg:

B =, =(-a)g, ,,+ad, , ., (XIIL119.)

ahol a p egész szam a At id0 alatt bejart racspontok szama, o pedig 0 és 1 kozé esd tortszam,
ami azt fejezi ki, hogy a maradék ut a racstavolsagnak hanyadrésze. Neumann-modszer segit-
ségével végezziik el (XIII.119.) stabilitasi analizisét!

14. feladat:
Lassuk be, hogy a ¢ mennyiségre vonatkoz6 egydimenziés linearis advekcids egyenletre a

szemi-Lagrange modszert alkalmazva, a folytonos feladatban 1€v6 (up) és a diszkretizalt fel-
adatban uralkod¢ (c’) fazissebességek viszonyat jellemz6 fazishibara a kovetkezo adodik:
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p-k-Ax+arctg{ ¢ -sin kAx }
(XII1.120.)

1—a(1- cos kAx)
R:—:
u k-Ax-(p+a)

b

ahol a p egész szam a At id6 alatt bejart racspontok szama, o pedig 0 és 1 kozé es6 tortszam,
ami azt fejezi ki, hogy a maradék ut a racstavolsagnak hanyadrésze! Ertelmezziik az ered-
meényt!

Megoldasok

13. feladat:

A Neumann-mddszert (1. a 8. feladatnal) alkalmazva (XIII.119.)-re:

ln-’_l .C .eikxj = l—a ./1}1 .C .eikxf_p +a.ln -C .eikxj_p_l . (XIHl21)
k k k k k k

-
Egyszeriisitve Ay - ¢y " yel:

A =(l-a)-e® P 1 g. ek pri)ae (XIIL.122.)
Ezt kifejtve:

A =(1- a)[cos(pkAx)— i sin(pkAx)]+
+ a{cos[(p + l)kAx]— i-sin [(p + l)kAx]} =
= (1-a)-cos(pkAx)+a - cos[(p + l)kAx]—
—i-(1-a)-sin(pkAx)—i-a 'sin[(p+1)kAx].

(XII1.123.)

Kifejezve A, abszolutértékének négyzetét:

|/1k|2 =Re’+Im? =
= (1—0{)2 -cosz(pkAx)+ a’ -cosz[(p+l)kAx]+
+2(1-a)-a- cos(pkAx)- cos[(p + 1)kAx]+ (XI11.124.)
+(1-a)? -sinz(pkAx)+ a’ 'sinz[(p +1)kAx]+
+2(1—a)-a-sin(pkAx)-sin[(p+1)kAx].

Felismerve a sin’a+cos’a=1 és a cos(a - ﬂ) =cosa-cos f+sina -sin S azonossago-

kat, a fentit egyszer(ibb alakra hozhatjuk:
2 2 2
|ﬂk| =(-a)*+a’ +2(1-a)-a-cos(kAx). (XIIL.125.)
Atrendezés utan az alabbit kapjuk:
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|lk|2 =1-2(1-a)-a- [1 - cos(kAx)].
A stabilitashoz a kovetkezonek kell teljesiilnie:

4 =1-2(1-a)-a-[1-cos(kAx)] <1,
0< (l—a)-a-[l—cos(kAx)].

(XIIL.126.)

(XIIL.127.)

Mivel a harmadik tényez6 nem-negativ, igy az elsd két tényezd szorzatanak is annak kell len-
nie a feltétel teljesiiléséhez. Ez pedig igy lehetséges, ha 0 < <1, ami eleve adodik a séma

crer

14. feladat:

A 13. feladatban A -ra a kovetkez6t kaptuk:

Jp = (=) e * P 4 g o pHIA

(XIIL.128.)

A diszkrét feladatbeli fazissebesség kifejezéséhez tekintsiik Ay -raa A, = ‘ﬁk‘ -e"’ alakot és

hasznaljuk fel a (XII1.128.) 6sszefliggést:
Ay = |/1k| el = gk [1 -a- (l—e_ikAx )J
Rendezziik at a kapott egyenletet a kovetkezoképpen:
|lk|_ei6 ok PAY _ l_a_(l_e—ikAx).
Felismerve és ismét felhasznalvaa 4, = ‘ﬂk‘ -e" alakot:

|- SOHN) 1 g v -cos(kAx)-i - -sin(kAx).
Re Im

EbbSl € '= 0+ kpAx helyettesitéssel élve:

-a- sin(kAx)
1—a +a-cos(kAx)

0'=0+kpAx = arctgIE = arctg
Re

Kifejezve a 0 fazisszoget:

- a-sin(kAx)

0 = arct
e gl—a+a~cos(kAx)

— kpAx ,

amibdl a fazishiba (XIII.115.) felhasznélasaval a kovetkezonek adodik:
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(XIIL.129.)

(XIIL.130.)

(XIIL131.)

(XIIL132.)

(XII1.133.)



o -sin kAx
p-k-Ax+arctg
R- c' B 1-a(l-cos kAx) (XII1.134.)
U uy-kAt k-Ax-(p+a)

A fazishibara kapott kifejezés alapjan lathato, hogyha a kiindulasi pont racspontba esik, azaz
a értéke 0 vagy 1, akkor a szemi-Lagrange mddszer nem valtoztat a megoldas terjedési sebes-
ségén (R =1). A hossza hullamoknal (amikor kAx — 0) a fazishiba szintén 1-hez kozeli érté-
ket vesz fel, tovabba akkor is, amikor a p nagy, tehat egy idolépés alatt a részecske nagy ta-
volsagot tesz meg.
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XIIL.7. Kitekintés

A példatar jelen fejezetében a numerikus prognosztika szamos teriilete koziil a kiilonb6zo
diszkretizacios eljarasok pontossagat €s stabilitdsat elemeztiik gyakorlati feladatokon keresz-
tiil, kiilon hangsulyt fektetve az Gn. rdcsponti modellekben a differencialoperatorok kozelité-
sére hasznalt véges kiilonbséges sémakra. Az alabbiakban roviden attekintést adunk azokrdl a
témakrol, amelyek a jelen jegyzetben nem szerepeltek, de a numerikus eldrejelzés kulcsfon-
tossagli modszereiként részletesen targyaljuk 6ket az ,,Alkalmazott szamszer( elérejelzés —
numerikus id6jarasi és csatolt modellek a gyakorlatban™ cimi jegyzet II. fejezetében, eseten-
ként gyakorlati példakkal kiegészitve:

e A véges differencia sémak mellett az egyenletekben szerepld horizontalis térbeli diffe-
rencialoperatorokat kozelithetjiik olyan folytonos fiiggvények linearis kombinacidja-
ként, melyek analitikusan derivalhatok, s igy elvben segitségiikkel a derivaltak végte-
len rendli pontossaggal meghatdrozhatok. Ezt a technikat Galjorkin-modszernek ne-
vezziik és ezen belill a fliiggvényrendszer megvalasztasatol fliggden beszélhetiink
végeselem, illetve spektralis modszerrdl.

e A numerikus eldrejelzés soran olyan folyamatokat is figyelembe kell venniink, ame-
lyeket nem tudunk explicit modon szarmaztatni — vagy azért, mert tal bonyolultak,
vagy azért, mert karakterisztikus méretiik kisebb a modell térbeli racsanak felbontédsa-
nal. Ezeket un. parametrizacios eljarasok segitségével irjuk le a numerikus modellek-
ben.

e A modellintegralas megkezdéséhez sziikséges kezdeti feltétel meghatarozasa az eldre-
jelzés elkészitésének egyik legkritikusabb 1épése, hiszen minél pontosabban ismerjiik
a légkor kiindulési allapotat leiré meteorologiai elemek eloszlasat, annal megbizha-
tobban tudjuk eldrejelezni ezek valtozasat. Az un. adatasszimilacio soran az elorejel-
z¢si tartomanyt lefedd haromdimenzids racs minden pontjaban eléallitjuk az allapot-
valtozok kezdeti értékeit, amihez minden 1étezé meteorologiai informaciot felhaszna-
lunk: kiilonboz6 tipust megfigyelési adatokat, korabbi idépontbdl inditott modell-
elorejelzéseket, valamint ezek egyes jellemzdit.

e A numerikus prognosztika dinamikusan fejlddé teriilete az éghajlati modellezés, ami
hasonl6 numerikus modszerekre tdmaszkodik, mint a rovidtavu eldrejelzések. Lénye-
ges kiilonbség az iddjaras eldrejelzéséhez képest, hogy az éghajlati rendszer fejlodését
nemcsak a légkdr, hanem a teljes foldi rendszer folyamatai korméanyozzdk, ezért az
éghajlati szimulacidokban a légkori modellekhez 6ceani és egyéb numerikus modelle-
ket is csatolnak, ami egyben az eldrejelezhetdség fogalmat is atértelmezi.

e A meteorologiai elOrejelzések bizonytalansaggal terheltek, melyek tobb forrasbol
erednek. A rovidtavu eldrejelzések esetében elsdsorban a kezdeti feltételek bizonyta-
lansagabol, valamint az iddjarasi modellek pontatlansdgaibol szarmaznak, éghajlati
skalan pedig a klimamodellek kozelitd jellegébdl és a jovobeli emberi tevékenység
elérejelezhetetlenségébdl (kiszamithatatlansagabol) adodnak. A kiillonbozé bizonyta-
lansagokat az un. ensemble technika segitségével szamszerlsithetjiik, amelynek soran
nem egyetlen modellkisérletet tekintlink, hanem tobb szimulacio egyiittesét.

Koszonetnyilvanitas

Koszonet illeti Hordnyi Andrast javaslataiért és észrevételeiért, melyek mindig tovabbi gon-
dolkodasra késztetnek.
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