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Legyen ©(x.v.z) =p(r) folytonos és differencialhatd skalar-vektor fliggvény;
v(x,y,z) =v(r) folytonos és differencialhatd vektor-vektor fliggvény; ©, és Vo egy-egy
skalar- és vektorallando; r(x.).z) pedig a helyvektor.

Tekintsiink egy AV térfogata zart feliiletet. Tudjuk, hogy a AF zart feliilet vektora
nulla, azaz

$F =0

AF '

Skalar-, vagy vektorallando zart feliileti integralja is nulla.

$ p, dF =0 $y, dF =0 $¥, XdF =v, X$dF =0
AF ’ AF ’ AF AF ’

Természetesen egy skalar-, illetve vektorallando zart gérbére ( AG ) vonatkozo integralja is
nulla. Elemi geometriai megfontolasok alapjan belathatd, hagy a A} térfogata térrészt
koriilvevd AF zart feliileten vett integralok értéke:

gif -dF =3AV cf)f XdF =0
AF ’ AF ’

hiszen

$EAF, =AV  GpdE, =AV  §§dF =AV
AF ’ AF ’ ’ AF )

Teljesiil tovabba, hogy

$(a n)r dF =a AV $(a r)n dF =a-AV
AF ’ AF ’

ahol I a feliiletelem kiils6 (normalis irdnyu) egységvektora. Az A vektorallando alakja a
Descartes-féle koordinata-rendszerben:

a=agi+a,j+ak ,

A fenti formulak analdgjai megadhatok a AF feliiletet koriilvevd AG zart sikgorbére is:
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gr -dr, =2AF 4r Xdr =2AF 4r Xdr, =0
AG ’ AG ’ AG

4(a m) r ds =a -AF q(a r) -n ds =aAF
AG ’ AG i

ahol dr, =n -ds a (kiils6) normalis iranyt megvaltozas, dr pedig az 6ramutato jarasaval

ellentétes, pozitiv koriiljarasa érintévektor az északi féltekén.
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abra. Térfogati, feliileti és gorbe menti integralok szemléltetése a Descartes-féle

1.
koordinata-rendszerben.

A v(r) vektor-vektor fliggvény nyilt vagy zart AF feliileten vett

b

[y dF illetve  $F dF
AF AF

alaku integralja a v(r) vektortér AF feliiletre vonatkozo teljes fluxusa. A fluxus fontos
fogalom a meteoroldgidban, legyen az a tomeg, a sugarzas, a szenzibilis illetve a latens h6
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vagy a nyomanyagok arama (pontosabban aramstiriisége). A teljes fluxus nem mas, mint az
adott mennyiség (skalar, vagy vektor) adott feliileten idéegység alatt ataramlé mennyisége.
(A fluxus alatt altaldban az egységnyi feliileten iddegység alatt athaladd tulajdonsdg
mennyiségét értjiik.)

A v(r) vektor-vektor fiiggvény AG zart gérbe mentén vett

AC = 4v -dr

AG

crer

megadja a AG zart gorbe menti forgas, orvénylés intenzitdsat, ami nem mas, mint a AG
zart gorbe menti atlagos tangencialis sebesség és a AG ivhosszanak a szorzata.

F.2.1. Integraltételek

Elséként irjuk fel Hamilton-féle N/  differencidloperdtor integral-eldallitasat.
Definicid szerint: a nabla ( V") differencialoperator adott pontbeli vektoran a pont koriili zart
feliilet vektora és a kortilzart térfogat hanyadosanak hatarértékét értjiik, mikozben e térrész az
adott pontra zsugorodik. A nabla szimbolikus vektor csak valamilyen skalar-, vagy vektor-
mennyiséggel szorozva bir értelemmel.

V. = hm—gﬁﬁF

AV—=0 AV
F.2.1.1 Gauss-Osztogradszkij—tétel
$y n -dF =Py -dV =Pfdivy -dV
AF AV AV ’

ahol AV alégrész térfogata. Abban az esetben, ha a vizsgalt térfogatnak nincsenek hatarai,
vagy a hatarokon keresztiil nincs aramlés, akkor a kozeg forrdsmentes:

Wy -dV =0
AV

Ez az eset 4ll fenn akkor, amikor a V mennyiségre vonatkozd parcidlis
differencidlegyenletben a peremfeltételek ciklikusak, vagy a peremeket athatolhatatlan falnak
tekintjiik. A dinamikus meteorologidban az eldbbi helyzet akkor 1¢ép fel, amikor a 1égkdri
mozgéasokat a teljes foldfelszin felett elhelyezkedd, s a légkor ,.felsd hataraig” terjedd
tartomanyban vizsgaljuk. Ez roviden azt jelenti, hogy globalis problémak esetén barmely
vektormez0 divergencidjara vonatkozé térfogati integral nulla.

F.2.1.2. A Stokes-tétel

A Stokes-tétel lehetové teszi a rotacio,



$AF Xv =V xv) dV =Ffiptv -dV

AF AV

illetve kétdimenziods (2D) esetben az 6rvényesség szemléletes leirasat.

qv -dr =$(V xv) -dF =$fotv -dF
AG AF AF )
Hasonlo integraltételek irhatok fel a gradiens szemléltetésére is. Hiromdimenzids esetben:
$p AF =pNp 4V =ffgradp -4V
AF AV AV
kétdimenzids esetben pedig a vonal és a feliileti integralok kozotti kapcsolat alapjan:

Jo -dr =¢YVp dF =¢gradp -dF
AF AF

AG

F.2.1.3. A Green-formulak

Legyen x(r) és y(r) a AF zart feliilet hatarolta AV térrészben legalabb kétszer
folytonosan differencialhato fiiggvény! A beldlik képzett Vv =X grady  vektor
divergencidja:

div(y grady) = yAy + grady -grady

Alkalmazzuk a fenti Osszefliggésre a Gauss—Osztrogradszkij-tételt és megkapjuk Green I
tetelét!

[ f(frAy +grady-grady) -dV =¢ f grady dF
AV AF ’
Koévetkezmény: ha specidlisan X =¥ , akkor

[ [(feAx +grad®x) dV =4 f grady-dF

AV AF

Ha x =1 | akkor

[ [NydV =¢grady dF _

Nézziik Green I1. tételét! Legyen v(r) vektormezd a kovetkezd alaku

v =y -grady - ¢ grady |



Képezziik a vektormezd divergencidjat,
div(y grady - y-grady) =xAy - YAy |

majd alkalmazzuk rd a Gauss—Osztrogradszkij-tételt, s megkapjuk a keresett 0sszefliggést:

[ [(feAy - wAx)dV =$(x-grady- y -grady)-dF
AF ’

AV
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