F3. Helmholtz tétele a sebességmezo felbontasarol és a
teljességi tétel a sebességi mezo felépitésérol

A vektormezdk két fontos tulajdonsaga a rotacio és a divergencia. Vajon megadhato-e
olyan vektormezd-felbontas, ami elkiiloniti a divergenciamentes ¢és a rotadcidmentes
Osszetevoket? A valasz igen. Erre mondjuk ki Helmholtz tételét!

F.3.1. Helmholtz tétele a sebességmezé felbontasarol

Allitas. Adott a v(r) folytonos és differencialhaté vektor-vektor fiiggvény. Ez
minden esetben felbonthat6 két olyan dsszetevore
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V=V, +vy,

amelyek koziil az egyik divergencia-, a masik rotaciomentes.

Bizonyitas. Adjuk meg a felbontéast! Legyen S olyan folytonos, legalabb kétszer
derivalhat6 vektormezd, amelyre teljesiil, hogy

V?s =As =-v .

A NV7s Kkifejezés alakja a Descartes-féle koordinata-rendszerben:
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A harmas vektorszorzas tulajdonsagai miatt

Vo(Vos) =VM(Vs) - WV)s |

Az egyenldség atrendezése utan:

- Vs =-V(Vs) + V(Vixs) |

Vezessiik be a X sebességpotencialt és a W aramfiiggvényt a kovetkez6képpen:

x =-Vs Y =Vis |



A divergenciamentes Vy vektormezd a W vektorpotencidl-mezd az Un. aramfiiggvény
rotacidjaként adhaté meg.

vy =rot¥ =VX(V>s) =rotrots

s igy
divv, =divrot ¥ =MVxX¥) =V[V(V>s)] =0 .

A rotaciomentes V, vektormezO a 7 skalarpotencidl-mez0 az Un. sebességpotencial
segitségével adhaté meg, mégpedig annak gradienseként.

v, =grady =Vx =V(-Vs) |
s igy
rotv, =rotgrady =V>V(-V's) =-rotgraddivs =0 |

Tehat egyértelmiien eldallitottuk a V folytonos ¢€s derivalhaté vektormezd felbontésat,
bebizonyitottuk az allitasat.

F.3.1.1. A sebességmezb megadasa 2D esetben az
aramfuggvénnyel és a sebessegpotenciallal

Tekintsiik az aramldsi mez6t az (X>. ) sikban!

V=Y, Sucitvj.

A divergenciamentes sebességkomponens:

Ve =V

vy kétdimenzids vektor, nincs vertikalis komponense. A vektorialis szorzas szabalyai
szerint ez csak ugy lehetséges, ha az aramfiiggvénynek viszont nincs horizontalis dsszetevdje,
vagyis kétdimenzios esetben mint skaldr szerepel.

vy =VXKk W) =kXVW) .

A kétdimenzids nabla-operator alakja:

A sebességmezd divergenciamentes része:
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A sebességmezd orvénymentes része:
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A horizontalis sebességmez0 alakja:
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A horizontalis divergencia és az drvényesség:
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F.3.2. A teljességi tetel

Helmholtz tétele alapjan lattuk, hogy a divergencia- €s a rotdciomezd ismerete nem
elég az eredeti vektormezd leirasdhoz, gondoljunk csak a mezében meglevd deformaciora,
vagy transzlaciora (eltolds, adott sebességgel vald mozgds) mint invaridns mennyiségekre.
A sebességmez0 visszaallitdsdhoz tovabbi informaciora is sziikség van. Errdl szol a teljességi
tétel.

Allitas. Legyen ismeretes a AF zart feliilet hatdrolta AV tér minden I' pontjaban a
v(r) vektortér divergencidja és rotacioja

divv(r) =d(r), rotv(r) =o(r), ahol rEAl”

tovabba legyen ismert a AF zart feliilet minden ¥, pontjaban (rpy =r, ahol *SAL" ) g
v(r,) normalis vetilete, v, =v -n =/ (r;). E harom feltétel mellett a v(r), rEAL
vektortér minden pontjaban egyértelmiien megadhato.

Bizonyitas. Az allitast indirekt modon bizonyitjuk be. Tegyiik fel, hogy nem igaz az allitas.
Ez azt jelenti, hogy létezik legalabb két olyan vektortér v, #v, , ami kielégiti a feladat
allitasat. Ekkor a




d=v,-v,
kiilonbségi vektorra nézve igaz, hogy

divd =0 rotd =0 d, =d-n =0

A rotd =0 miatta d =v, - v, vektortér potencialos:
d =grady,

a  skalar pedig a divd =0 miatt harmonikus a A} térrészben, vagyis ott kielégiti a
Laplace-egyenletet:

divd =divgrady =V° x =0,
végezetiil a harmadik feltétel ¢, =d-n =0 miatta AF feliileten

d, =grady n _ox =0.
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Természetesen a d =0 kielégiti mindharom egyenletet, de egyik Osszefliggés sem zarja ki
onmagaban mas megoldas 1étezését. Gondoljunk pl. <, nulla voltara. Ez tigy is el6fordulhat,
hogy a d vektornak nincs a feliilet normalisaba es6 komponense, mindeniitt a AF feliilet
érintd sikjaba esik. A tovabblépéshez kihasznaljuk Green elsé tételének kovetkezményét
(lasd az F2. fiiggeléket), miszerint

fj(j(A}(+grad3;() dV =¢ f grady dF =¢ f grady -n dff :qij((?’/dF,
AV AF AF

arF on

Tudva, hogy

3]
d, =grady n :8_)( =0 ¢s divd =divgrady =V’ x =0 |,
n

kapjuk, hogy
yifad® o AV =0
[ iz av =0

E felirasbol kovetkezik, hogy
grady =d =v, - v, =0, azaz V, =V, ,

tehat valoban csak egyetlen, az allitasban megfogalmazott feltételeknek eleget tevé v(r),
(rEA ) vektormezd 1étezik.



