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Amikor a légkorben lejatszodo folyamatokat vizsgéaljuk, az elsé feladat a koordinata-
rendszer, még Aaltalanosabban a szemléletmdéd megvalasztasa. A kovetkezOkben
megismerkediink a meteorologiai folyamatok leirasaban alkalmazott Lagrange- és Euler-féle
szemléletmdddal, majd a barotrop és a baroklin 1égkorrel foglalkozunk. A barotropitas fogalma,
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amit Vilhelm Bjerknes vezetett be a meteorolodgiaba, ,hidat képez a légkori termodinamika és a
légkori dinamika kozott”, ahogy Tor Bergeron fogalmazott.

Részletesen foglalkozunk az invaridnsok fogalmaval, eléallitasaval, fizikai jelentésével.
Nagy teret szentellink a lineéris aramlasi mez6 invaridnsainak (transzlacio, divergencia, rotacio,
deformacid) a bemutatasara. Foglalkozunk a koordinita-rendszer forgatdsokkal is. Roviden
kitérink a mikrometeorologidban oly fontos masodik momentumok (szérasnégyzet,

crcr

targyaljuk, megadva a linearis sebességmez0 invariansait.

VIl.1. A Lagrange- és az Euler-féle szemléletmod

A két targyalasmod koziil a Lagrange-féle az altalanosabb. Elemi légrészekbdl épitjiik
fel a teret. Az egyes légrészekben bekdvetkezd valtozasokat tanulmanyozzuk, pl.: megvaltozik a
légrész helye, homérséklete, nyomasa stb. E szemléletmddban nem mindegy, hogy a tér adott
pontjaban, adott iddpillanatban melyik 1égrész talalhato. A folyamatok soran egy-egy légrész
ugyanazokbol a részecskékbdl all. A 1égrész az egyszerliség kedvéért tomegegységnyi, tehat
elegendden sok molekula van benne ahhoz, hogy a klasszikus hidrotermodinamika toérvényei
alapjan tanulmanyozhassuk. A légrészek tehat ,,nem kicserélhetok™.

Az Euler-féle szemléletmodban nem magat a levegOrészt, hanem a levegdvel toltott
mozdulatlan vagy mozg6 teret vizsgaljuk. A levegd allapotit, mozgasat leird skalar- és
vektormezdket tanulmadnyozzuk. Itt — elsd kozelitésként — nem fontos, hogy melyik légrésszel
van dolgunk.

A meteorologiai folyamatok leirasdban a véges szamu molekulabol allo légkor
helyettesithetd az elméleti hidrodinamikaban alkalmazott kontinuum folyadékmodellel.
A kontinuum folyadékmodell azt jelenti, hogy a teret ugy tekintjiik, mint amit folyamatosan
kitolt az anyag, nem pedig Ugy, mint ahol diszkrét tomegpontok, illetve légrészecskék
mozognak.

A pontmechanika alaptorvényeit harom kiilonb6zé forméaban adhatjuk meg:
(i) a Newton-féle mozgasegyenletek, (ii) a Lagrange-féle mozgasegyenletek ¢&s
(i11) a Hamilton-egyenletek alapjan. Ezek egyenértékii alaptérvények. Alkalmazasukat a
feladat jellege hatarozza meg. A meteorologidban a Newton-féle mozgasegyenletek
alkalmazasa terjedt el, de dinamikus meteorologiai cikkekben taldlkozunk a Hamilton-féle
szemlélettel is.

VII.1.1. A Lagrange-féle szemléletméd

Tekintsiink egy elemi légrészt, ami a haromdimenzios légkorben az 1. abran jeldlt
légpalyan (trajektorian) mozog. Ilyen légrészecskékbdl épitjiik fel a 1égkdrt (kontinuum kdzeg).
A légrészecskék mozgasat, valtozasat tanulmanyozzuk.



VII.1.1.1. A lagrange—i mechanika alapjai

A lagrange-i mechanikai  rendszerek  mozgastorvényének  legaltalanosabb
megfogalmazdsa az Un. legkisebb hatas elve (Hamilton-elv). E szerint egy 71 pontbdl allo

mechanikus rendszert (72 darab 1égrész) egy adott
Llr,,ry..x, ¥y, Ty, T 1)

Lagrange-fiiggvény jellemez, ami az id6tol, az egyes részecskék helyvektoratol és annak idébeli
megvaltozasatol fligg. (Nincsenek geometriai kényszerfeltételek a részecskék kozott.)

A fizikdban szokasos indexes jelolés szerint a Lagrange-fiiggvény: L(ri ,I"i,t) ,ahol 1; az ¢ -
edik helyvektor, amely a Descartes-féle koordinata-rendszerben ( x;. ;. z;). Az r; helyvektor

M ” M /4 14 /4 M oo r b r. N
1ddébeli megvaltozasa a Lagrange-rendszerben szokasos jelolés szerint: 81‘] =r;.

(Xo.fo)

0
1. dbra. A Lagrange-féle koordinata-rendszer, egy 1égrész trajektoridja.

A légrészecskék helyzetét # =17, és ¢ =1t idOpontban az l‘i(l‘m, t()) =r,; és az l‘i(l‘oi, fl)
helyvektorok jellemzik. Az 1(ry;. %) jelolés azt fejezi ki, hogy az 1 -edik részecskét a
t =1, idépontbeli koordinatiival azonositjuk. Igy ezek a 7, idSpontbeli helykoordinatak

lesznek a részecske fiiggetlen valtozoi. Minden helyvektor harom fiiggetlen koordinataval
irhato le, igy Osszesen 3 Xn fiiggetlen valtozonk van. Az alsé indexek mindig Osszegzést

jelentenek, jelen esetben 1-tdl 77 -ig.
Egy mechanikai rendszer a kiindul6 és a végallapot kdzott ugy mozog, hogy az

§= (Ll t,1) dt
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integral minimalis legyen. Ez a fizikaban a legkisebb hatas (vagy a stacionarius hatas) elve.
A palyat nem az erdhatasokra bekovetkezo gyorsulas alapjan (newtoni szemlélet), hanem a
legkisebb (stacionarius) hatds alapjan szamitjuk ki a lehetséges palyak koziil. A hely-
koordinatdk ¢és a sebességek megadasa meghatarozza a rendszer mechanikai allapotat.
Természetesen a rendszer pillanatnyi allapotdnak megadasdhoz — mivel S egy integral —
ismerniink kell a kiindulasi helyzetet, tehat nem elég pusztan a haromdimenzids aramlasi tér
karakterisztikainak ismerete a Z, id6pontban.

VII.1.1.2. A Lagrange-egyenlet

Tekintsiink egy masik (az optimalistol eltérd) palyat az ¥i(ry. ) =ry és I (ry, 4)
kiindulasi és végallapotok kozott, amit a légrészecskék bejarnak. A két palya (1) és (2) kozotti
eltérés kicsi g, (t)H 0. A két kozeli palya mentén vett integralok kiilonbsége, amit S

rrrrrr

0§ = flLHs r+s ]dt | OL(rj’ri)+' OL(r"r‘] dt

. ;,, or 0r

ahol L -et €; és &; szerint els6 rendben fejtettiik ki. Hajtsunk végre a parcidlis integralast a
masodik tagon, és hasznaljuk ki, hogy Si(f ) =g (¢ ) =01 Ekkor, egyszeriibb jelolést hasznalva:

oL d oL

08 = [| &
81/ dt ar

ty

-dr .

S széls6érték tulajdonsagu az optimalis trajektoriara, igy a Lagrange-egyenlet alakja:

8 _y oo doL_ oL
5r.(z) » dletve g, or, o

VII.1.1.3. A Lagrange-, a Hamilton- és a Newton-féle leirasi
mod azonossaga

Tekintsiink egy 77 tomegpontbol allo surlodasnélkiili mechanikai rendszert! Ennek
leirasaban az [ Lagrange-fliggvény nem mas, mint a rendszer kinetikus ( &, ) és potencialis (
) energidjanak a kiilonbsége:

L=Llr.rt=K-P

i’ i )


http://hu.wikipedia.org/w/index.php?title=Parci%C3%A1lis_integr%C3%A1l%C3%A1s&action=edit&redlink=1
http://hu.wikipedia.org/wiki/Vari%C3%A1ci%C3%B3

ahol tomegegységnyi légrészekre:

SK, =K, 5.0) :;(rf) & XB=R.1)

E példan keresztiil mutatjuk meg a Lagrange-, a Hamilton- és a Newton-féle leirasi mod
azonossagat. A Lagrange-fliggvény ismeretében bevezethetjiik az 4ltalanos impulzust:

|R

P =

2

)]

7
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illetve a Hamilton-fiiggvényt, ami a Lagrange-fliggvény sebesség szerinti
Legendre-transzformaltja.

H =Hlr,r.t)=v, -p - L.

A K, kinetikus energia homogén masodfokli fiiggvénye a sebességnek (r;), a 77
potencidlis energia pedig nem fligg tdle, igy a Hamilton-fliggvény a rendszer teljes energidjat
irja le:

L5, 1) =K, + P

i”tio

Ezt kdnnyen belathatjuk, hiszen

) . OL . oK.
H =t p,- (K- P) =t~ - K+ P =1, 1= K, + P =K, +P,
or; or,
Teljesiil tovabba, hogy
_OH . 6H

_eH .
P or. és 7 ap, -
Ezek az un. kanonikus vagy Hamilton-féle mozgasegyenletek a hamiltoni

mechanikaban. Tomegegységnyi légrészekkel dolgozunk, igy teljesll,
hogy

i =D or, ° lletve P o, >
hiszen
. _OL _OK,
]/} ju— - = )
or, o



fgy tehat belattuk a harom leirasi mod azonossagat a Lagrange-féle koordinata-rendszerben.

VIIL.1.1.4. A Lagrange-féle szemléletmod a meteorologiai
gyakorlatban

Térjiink vissza az 1. abran bemutatott légrészre, s a Lagrange-féle szemléletmod
meteoroldgidban hasznalt alakjanak a bemutatasara! Egy légrészt vizsgalunk. Adjuk meg a
pillanatnyi sebességét és gyorsuldsat! A meteoroldgiai gyakorlatban alkalmazott koordinata-
rendszert agy épitjik fel, hogy az északi félgdbmbon az X tengely keletre, az V' tengely
¢szakra, mig a Z tengely a helyi fliggbleges iranyaba mutasson. Az egyszerliség kedvéért
Descartes-féle koordinata-rendszerben dolgozzunk! E rendszerben a V sebességvektor
komponensei rendre %, V, W . A Lagrange-rendszerbeli sebességkomponenseket az L also
indexszel latjuk el.

A légrész helyzete adott Z idOpontban l‘(l‘u, t) , ahol 1y, = (x4, V4> Zo) . A Lagrange-
féle rendszerben a légrész 7 idopontbeli helykoordinatai nem fliggetlen valtozok, vagyis:

y:y(x()vy()az()ﬁt) ) x:x(xﬂa yoazoat) éS Z:Z(x():y():z()at).

A részecske sebessége a Lagrange-rendszerben az elmozduld levegérész koordinata-iranyok
szerinti id6beli megvaltozasabol szamithato:

0
VL :(TA!La Vi VVL): VL(rn,t):ar(ra’f) .

Az egyes sebességkomponensek:

~oxlxy, vy, 20 1) ~olxy, ve.z0.0) oz, vy. 20 1)
ur — N Vi — €S wr — .

ot ot ot

A sebesség 1d0 szerinti derivaltjabol kapjuk a vizsgalt 1égrész gyorsuldsat.

2

a, =(ap-an-ar) ZaL(ro,t) = %VL(FOJ)Z i_yr(ro,f) .

%
A gyorsulds Descartes-féle koordinata-rendszerbeli komponensei:

Ov o’ ow o’
x(r,.,2) =L = (r,.1) & = L
0:f0, AT T g2 e e

:aML: 82

Z(r ,t),
ot  0f 0

aix

Tekintsiink egy ./ allapotjelz6t, ami lehet pl. a hémérséklet, nyomas, siirliség, vagy akar
valamelyik sebességkomponens is. A Lagrange-rendszerben a fiiggetlen koordinatdk legyenek
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(ry.7) , ahol 1, = (x4, V- Z,) . Ekkor értelmezhetjiik az ./ (X, ¥9s 290 1) fliggvény egyes

AST ).
ox,

koordinata-iranyok szerinti megvaltozasat. Vizsgaljuk példaul a kifejezést!

A derivalt jelentését jol szemlélteti a 2. dbra.

Az f(x,. Yy, Zp.1)  derivalhatosaganak feltétele, hogy ¢ idGpillanatban is
folytonosan véaltozzon a fliggvény, vagyis a kezdetben egymas mellett levo levegdrészecskék 7
id6pillanatban se tavolodjanak el egymastol. Egy Osszetartozo (dx,.dy,.dz,) légrészt

vizsgalunk, s itt nézziik a légrészen beliil a megfelelé iranyokban az /' (xo, Yos Zg»1 )
valtozésat.

Tekintsiink egy elemi légrészt, melynek kiterjedése a kezdeti 7, id6pontban
(dx, Xdy,) -dz,! A Lagrange-féle rendszerben arra a kérdésre Kkeressiik a valaszt, hogy a
véges kiterjedésli, a mozgas soran egyiitt marad6 légrészben milyen az egyes meteorologiai
allapotjelzok kezdeti koordinata-irdnyok szerinti valtozasa, illetve hogyan valtozik a véges
kiterjedésti légrész térfogata, s hova sodrodik a légrész tomegkdzéppontja. Az id6 mulédséaval
természetesen egyre kisebb — egyiitt maradd — kezdeti légrészecskéket tudunk vizsgalni. Igy
problémat jelenthet a Lagrange-féle rendszerben a derivaltak képzése, illetve azok
folytonossaga.

VII.1.2. Az Euler-féle szemléletmod

Az Euler-féle szemléletmod a hagyomanyos térfelfogasunkhoz kapcsolddik. Itt a
fiiggetlen valtozok a megfeleld térkoordinatak és természetesen az id6. E leirdsmdodban nem
magat a levegdt vizsgaljuk, hanem a levegdvel t6ltott mozdulatlan vagy mozgo teret. A levegd
mozgasat, allapotvaltozasait leir6 skalar- és vektormezoket tanulmanyozzuk.

Itt a skalarmezdket (pl. hémérséklet, specifikus térfogat) illetve a vektormezdket
(pl. sebességmezd, gyorsuldsi mezd) az id6- és térkoordinatak szerint adottnak tekintjiik.
Megjegyezziik, hogy egy adott pontban a sebesség vagy a gyorsulds pillanatnyi értékének
meghatdrozasa a Lagrange-rendszerben egyszerli, mig az Euler-féle (nem részecskékhez kotott)
rendszerben bonyolult feladat. Tekintsik az = (x. ».z.7) Descartes-féle koordinata-
rendszert! Legyen egy adott pont helyvektora ¥ = (x. ., z) . Ittaz / skalarmez6 értéke:

f:f(r,t) =7(r,1).

A vektormezOk, mint pl. a sebességi és a gyorsuldsi mezé megadasa a kovetkezdképpen
torténik:

a =alr.s) =la (r,).a (r.0).a.(r, 7).

v Zv(r, t) =(u(r, r), v(r, t), W(r, t)) , 3 -

Az Euler-féle rendszerben egyszerien eldallithatok az egyes koordinata-iranyok szerinti

parcialis derivaltak, illetve az adott helyre vonatkoz6 lokalis idobeli derivaltak. Ertelmezhetd a

skalar- és vektormezOk térbeli megvaltozasa, illetve teljes derivaltja. Ezekre a hdmérséklet- és a
7



sebességmez0 segitségével mutatunk példakat. Eldszor tekintsiik pl. az X tengely iranya
parcialis derivaltakat:

or _ or(r,1) _[6T(x,y,z,t)] ovir,z) [au ov aw]
Ox ox ox et ox ox ox ox )’
2

1\
/",’/ %
v g
X M ln/l.ib’vwz‘}‘,\/{}c & 3 *@(*0 U 4\
2r.
&Lrﬁﬁ’f)‘\i b OJ";C«'J’IL ’{ o Q’ v}‘ R ] (1 e Ay L‘: AR s =
Lc)’\,\ f T o : 1 LR ) “}p{
7
2 < /i’a
7z — J/
S &ﬂt
/D*u Ll
- %
//"
/
+ E»L‘ b B "5 . LJ"* a D i{'« ( o U
i
J\’(‘/r e 4 \I:c:d,r,i )\) o A ) 4 e.ﬁ“'s

; ). .
M < '»‘)'U e, "f,:x_x{))‘ Rz s R L £b e
i) ‘ ~t &

2. abra. Egy elemi légrész mozgasa a Lagrange-rendszerben (a). A Lagrange-féle tér-
koordinatdk szerinti derivaltak jelentése (b). (A légrészt ugyanazok a részecskék alkotjak.
Tomege allando, alakja, térfogata természetesen valtozik.)
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ahol az eredményvektor egyes komponenseit vesszével valasztjuk el. Szdmos dinamikus
meteorologia tankdnyvben talalkozhatunk a vektorszamitasbol jol ismert nabla operatorral, ami
sokszor leegyszerlisiti az egyenletek felirasat. A Descartes-féle koordinata-rendszerben a nabla
operator alakja:

o o o

k] 2
Ox Oy Oz

.0 .0 o o
- l_,J_,k_ = .
Ox T oy Oz Ox,

A jegyzetben sziikség szerint mi is alkalmazni fogjuk ezt az irdsmodot.
A parcidlis derivaltak mellé altaldban nem irjuk ki a rdgzitett valtozokat.

E jelolésmodnak a koordinata-rendszer transzformacidinak megértésében lesz majd szerepe.
Az id6beli lokalis derivaltak alakja:

oT _ 8T(r,z‘) _ [ aT(x,y,x,t)] 8V(r,t) _ [ cu Ov ﬁw]

ot ot ot ot ot ot o

A skalarmezdk gradiense pedig:

or or or

grad7(r,))=Vr=| — —, =
oy oz

Az id6 szerinti teljes derivaltak alakja skalarmezdre:

d7(r,s) or _er . orT  éT erT
= +v -V = +u +v +w
dr ot ot ox oy oz °

ahol v “VT =(v -V) ‘T Ugyanez a teljes derivalt a V vektormezdre:

ov

dv(r,t) du dv dw
= PR =—+(v- Vv

dt [ dr dr dt ot SEZhS
ahol:

drz or ot Ox oy oz ’
dv(r,t) ov ov ov ov ov
=" v VWt — At v— +w—

dr ot ot Ox oy oz ’
dw(r,l) ow ow ow ow ow

= +v Vw=—+u—+v—=+w—o
dr ot ot ox ov oz



Az egyenletek jobb oldalan szerepld tagok elnevezése a kdvetkezd: az elso tag a lokalis idébeli
megvaltozas, ezt koveti az advekcios tag, majd a konvekcios tag.

VII.1.3. A Lagrange- és az Euler-féle szemléletméd
kozotti kapcsolat

A tér egy adott pontjdban vizsgaljuk a skalar- vagy vektorértékii meteoroldgiai
allapotjelzoket. Természetesen egy tetszéleges ./ allapotjelzé értéke a koordinata-rendszer
valasztasatol fiiggetlen (invaridns). Ezt hasznaljuk ki a koordinata-rendszerek kozotti attérés
felirasakor:

j'L(rO,t):f(r,t) .

VIIL.1.3.1. A két koordinata-rendszer kozotti attérés
sziikséges és elégséges feltétele

A Lagrange- ¢és Euler-féle koordinata-rendszer kozotti attérés feltétele, hogy a Lagrange-
rendszerben adott tetszéleges (¥, 7o) = (X, Vy» X,,Z,) pontnak legyen olyan € kornyezete,
amelyben levo

dyy = (dx, Xdy,) -dz, =Pfdx, xdy,) -dz,

dr,

elemi légrész mozgédsa soran ugy valtoztatja térfogatat (természetesen a légrész mindig
ugyanazokbol a részecskékbdl all), hogy az tetszéleges 7 iddpontban is ,,egyben maradjon”,
azaz véges értekli legyen. (Az egyszeriiség kedvéért ortogondlis koordinata-rendszerben
dolgozzunk!) Nem lehet attérni a Lagrange-féle rendszerrdl az Euler-féle rendszerre, ha a
térfogatelem 7 id6pontban nulla vagy végtelen lesz (Lasd az 1. Fliggeléket is). E feltétel
megforditasa biztositja az Euler-rendszerben ¢ id6pontban leirt ramlasi kép attranszformalasat
a Z, idépontbeli Euler-féle koordinata-rendszer alapjan felépitett Lagrange-rendszerbe.

A koordinata-rendszerek kozotti attérés matematikai feltételeinek megfogalmazasahoz (a
Jacobi-determindns megadaséhoz) fejezziik ki a Lagrange-rendszerben adott térfogatelemet az
Euler-rendszer valtozéival a 7 iddpillanatban. A Lagrange-rendszer fliggetlen koordinatai
legyenek azok a légrészek, amelyek helyvektorai Z, id6pontbeli Descartes-féle koordinata-
rendszerben adottak.

A Lagrange-rendszer fliggetlen koordinatai az Euler-rendszerbeli térkoordinatakkal (
X, ¥V, Z ) kifejezve:

X, =a=a(x,y,z,t,), v, =b=b(x,y,z,1)), z, =c=c(x,y,z,t,).

Szintén egyszerlien megadhatok az Euler-rendszer koordinatai a Lagrange-rendszer fliggetlen
valtozoival:
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x=x(a,b,c.,t) , yv=y(a,b,c,t), z=z(a,b,c,7).

Kifejezhetok az egyes koordinata-iranyok szerinti megvaltozdsok is. A termodinamikai
diagramok kozotti attéréseknél leirtakkal Osszhangban a Lagrange-rendszerbeli és az Euler-
rendszerbeli elemi térfogat kozotti kapcesolat:

ffdﬁz -db -dc :cﬁﬂ)] dx -dy -dz,

ahol | D | a Jacobi-matrixnak (vagy mas elnevezéssel a derivalttenzor matrixanak) a
determindnsa:

Ca Oa Oa
ox oy oz
D| = ob ob ob
ox oy Oz
Oc ©Oc Oc
ox oy oz

Az Euler-rendszerben megadott elemi térfogat ¢s a Lagrange-rendszerbeli térfogatelem
kapcsolata:

?fdﬁc dy -dz= ;j‘)ﬁ]])L‘ -da -db -dc,
dv dv,

ahol most a | D.| Jakobi-matrix determinansa:

ox o ox
oa Ob Oc
|D\:5_ya_ya_y
' lea eb  oc|
oz o= o=
oa oOb Oc

A két koordinata-rendszer kozotti attérés feltétele, hogy a D, illetve D, Jacobi-matrixok
determinéansa ne legyen se 0, se . Ismét megjegyezziik, hogy a Jacobi-méatrix nem mas, mint a

. r, r . —1
derivalttenzor matrixa. Természetesen igaz, hogy D, =D .
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VII.1.3.2. A Lagrange- és az Euler-rendszerbeli valtozasok
kozotti kapcsolat

Legyen az /' (a,b,c.,t) mennyiség az Euler-valtozokkal megadva:

fL(a,b,c,t)f(x(a,b,c,t),y(a,b,c,t),z(a,b,c,t),t)) :f(x,y,z,t) .

crer

rendszerben adott derivaltakat. Kihasznéljuk, hogy az Euler-rendszer ( £') térkoordinatai,
illetve a Lagrange-rendszer ( . ) részecskékhez kotott koordinatéi fiiggetlenek az id6tol.

212 (5,

Természetesen, ha a légrész Euler-rendszerbeli térkoordinatainak iddbeli valtozasat irjuk fel a
Lagrange-rendszerben, vagy forditva, akkor ezek a parcidlis derivaltak mar nem lesznek
sziikségképpen nullak. Ezt kihasznalva az Euler-valtozokkal megadott /* fliggvény Lagrange-
rendszerbeli térkoordindtdk szerinti megvaltozasa a kovetkez0 harom egyenlet alapjan
szamithato.

oa

o
Z] =0, illetve [—
E

or

or

[ab
o),

Lo
. oy

L[]y ox
, ©Oz|\0oa), oa’

9))
Q ‘Q)
IO R
R

b oxl\ob), evlobl, ozlobl, ob’

Of O (ox) () LU (&E] _y o

Of,_of (ax) [ (av) ()] _y or

dc Ox aL ovloc), oz El oc’

A két rendszer parcidlis derivaltjai kozott teljesiil, hogy

) =5 5], A,
Oa ), ox ), "7 loc), oz ),

A Lagrange-rendszerbeli lokalis id6 szerinti derivalt alakja az Euler-rendszerben, kihasznalva a
két rendszerbeli sebesség azonossagat:

*(‘\i{c_z] *C_f :(T'/:f“ +if1) +(‘:}f\n' +a:{d_f] .
L 'E

A e A
f L

ot ov\ ot ),

ot ox oz | or or ax t oyt ez o ar |dar
Ami a Lagrange-rendszerben lokalis id6beli valtozas — mi térténik a légrészecskén beliil? — az
az Euler-rendszerben mint teljes iddbeli derivalt jelenik meg. Olyan folyamatokat vizsgalunk,
ahol a légrész elmozduldsakor nem valtoznak meg a Lagrange-rendszerben megadott fliggetlen

térkoordinatak,
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da
de

. (2] (5],
, de |, dr |,

A Lagrange-rendszerben a teljes idobeli derivalt megegyezik a parcialis id6 szerinti derivalttal.

[%' :[af’g} Jda] (L) ,(db [ff} [d_ [i :[i
4 a o tde) U da o Vde ) Ucb ) Vde) U de ) Lan )
igy teljesiil, hogy

[% S :%]

dr J, ot |, de ), -

Felirhatjuk a Lagrange-rendszerben értelmezett derivaltak Euler-rendszerbeli alakjat is (rogzitett
¢ iddpillanatban vizsgalodunk):

o _of,0a _of, b of, oc
Ox Oa Ox ob oy oc ox ’

o _of,ea s, 0b 0f, 0
oy Ca Oy ob oy oc oy’

Oz Oa Oz ob oz oc Oz

Az id6szerinti parcialis derivalt alakja az ( X>.>Z ) pontban:

ob

.

ot

of _of,
ot oa

oc
ot

Lof,

-
s Oc

oS,

ot ob . ot

o) oL,
I E

VII.2. A barotrop és a baroklin légkor

A meteorologidban a fontosabb allapotjelzok mezdit ¢és kiilonbozd derivaltjait
térképeken abrazoljuk. A haromdimenzios légkdrben, illetve a kétdimenzids térképeken a
skalar- és vektorvaltozokat vizsgalunk. Az iddjarasi térképeken abrazolt skalarterek egyiittes
leirasakor (pl. hdmérséklet, 1égnyomas és siirtiség) kitlintetett szerepe van az un. homotropitasi
egyiitthatonak.

Tekintsiik az f, (x, y,z,t) és az fz(x,y,Z ,t) skalarfiiggvényeket. Ha két skalarmezot
t =t, id6pontban egy fiiggvénykapcsolat kot dssze, akkor az [, (x,»,z ,Zo) =const. ekviskalar
feliilet mentén a masik fiiggvény értéke sem valtozik, fz(x, Y.z, fo) =const. Létezik az

Flf.f)=0
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fliggvénykapcsolat. Az ilyen skalarokat homotrop skalaroknak nevezziik. A homotropitési
egyiitthatot (/) a 1égkori allapotjelzOk térbeli szerkezetének leirasara hasznaljuk. A
homotropitéasi egylitthatd az adott 7, id6pontbeli skalarmezdket kapcsolja Ossze; alkalmas a
meteorologiai térképeken abrazolt skalarmezék szerkezetének tanulmanyozéasara. /£ értéke
helyrdl helyre valtozhat, de adott ( /, =const.) feliileten allando.

— dj‘l(xayazat())

r dfz(x,y,z,to) '

Heterotrop skalarokrdl beszéliink, ha a két skalar egymastol fliggetleniil valtozik, vagyis
nincs kozottiik fiiggvényszerli kapcsolat. /# értéke adott f, fliggvényérték mellett is helyrdl
helyre valtozik.

A légkori folyamatok leirasaban kiemelt szerepet kap a nyomasi €s a stiriiségi mez0. Ha
e két skalarmezd nivofeliiletei egymdssal parhuzamosan futnak, akkor barotrop légkorrol
beszéliink, amit a homotropitasi egylitthatd ( /) mintajara barotropitasi egyiitthatoval (&)
jellemziink. Azt vizsgaljuk, hogy adott iddpillanatban és adott helyen a légkoriink ,,mennyire
Osszenyomhat6”.

dp(x,y,z,zo)

b= .
dp(x,y,z,to)

A barotropitasi egyiitthatd kifejezhetd a specifikus térfogat izoszter feliiletei és a nyomasi mez6
izobar feliiletei kozotti kapcsolattal is.

b:_ 1 da(x:yzzpzo) __idlna
az(x’y’z’to) dp(xayazaro) a dp

Természetesen barotrop légkdrben az izobarokkal és az izoszterekkel parhuzamosan futnak a
hémérsékleti mezo, 7(x JVoZof 0) izotermai is.

p,_ L[, dInT '

RT| dlnp

) , . " (r.2.) ) , _dpo
Ha ismert az aramldsi mezd szerkezete, V\r.Z,) 6 akkor konnyen megadhat6 a &= 5

barotropitasi egylitthato:
apu+8pv+ 8/OW
Ox oy Oz
o, P, P
Ox oy Ox

w
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Amig a barotropitasi egyiitthatd egy rogzitett idopontban adja meg a siirliség €s a nyomads
kapcsolatat az aramlasi térben, addig a 5 = ﬁ egyenlettel definidlt piezotropitasi egylitthato

egy-egy elmozdulo 1égrészben irja le a nyomas- €s stirliségvaltozas kozotti kapcsolatot:

_ dp(x,y,z,t)

B
dp(x,y,z,t) ’
igy
Op+apu+apv+a'0w
_ ot ox oy Oz
op +8pu+6pv+8pw

ot Ox oy ox

Abban az esetben, ha az izobdrok ¢és az alland6 siirliség izovonalai nem parhuzamosak, azaz
szoget zarnak be egymassal, baroklin legkorrdl beszélink. Ez sohasem stabilis egyensulyi
allapot. A meginduldé mozgasok a barotrop egyensuly helyreallitasara torekednek. A nyomads és
a slirliség izovonalai altal kirajzolt elemi feliileteket szolenoidoknak nevezziik. Minél nagyobb
ezek szama, annal jobban eltér a 1égkor a barotrop allapottol.

Feltétlen- vagy autobarotrop kozegrdl beszEliink, ha a kezdetben ( Z, ) barotrop 1€gkor
(illetve a légkor altalunk vizsgalt része) tetszoleges Z iddpontban is barotrop marad. Tehat az
egyes légrészek elmozdulasa, keveredése nem befolyasolja a siirliségi és a nyomdasi mezd
kapcsolatat, vagy masképpen fogalmazva a két mezd tovabbra is egyiitt valtozik. A
piezotropitasi és a barotropitasi egyiitthatd megegyezik minden idépillanatban ( B =b0).

Az elmozduld légrészekben lejatszodd nyomas- és slirliségvaltozas ( B ) Osszhangban van a
skalarmezOk geometriai ( £ ) szerkezetével. Autobarotrop kozegre jo példa a homogén Ossze-
nyomhatatlan 1égkoér (2 = const.) vagy az izentrop (© =const.) légkor, amelyben a
légrészek elmozduldsa szaraz adiabatikus. Az els6 esetben B =5 =0, mig a masodikban

Bop=C
cp P

Feltételes barotropiarol akkor beszéliink, ha a kezdeti barotrop rétegzédést a 1égkdri
mozgasok megvaltoztatjadk. Az dramlasi tér adott pontjaban 7 #7, idopontban mar nem egyezik
meg a piezotropitasi €s a barotropitasi egyiitthatd ( 8 #b). Jo példa erre a kezdetben izoterm

O /I _p

Cv . _
légkorben szaraz adiabatikusan elmozduld légrész: B = —— illetve & = - .
Cp RT, y2
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3. 4bra. A baroklinitas kialakulasa.

VII.3. Az aramlasi mezo invariansai

Azokat a mennyiségeket, amelyek fiiggetlenek a koordinata-rendszer valasztasatol,
invariansoknak nevezziik. A koordinata-rendszertdl valo fliggetlenséget e mennyiségek
integral-eldallitdsa biztositja. Az invaridnsok matematikai ¢és fizikai elméletének, az
invariansok ¢és a szimmetridk kozotti kapcsolatnak gazdag irodalma van. Beszélhetiink
a lineéris operatorok (masodrendii tenzorok) invarians tulajdonsaga.

A 1égkori folyamatok Hamilton-féle targyaldsmodjaban a Lie—Poisson-algebra
alkalmazasaval kiemelt szerepe van a Hamilton-féle (energia) és a Casimir-invariansoknak
(pl. az orvényesség hatvanyai). Az elmélet fontos szerepet jatszik 1égkdri energetikaban, az
instabilitasok (pl. kétrétegli baroklin kozeg) fejlédésében, vagy a numerikus modellek
vizsgalataban. A euleri modellegyenletek tér- és iddbeli diszkretizaciojuk soran ugyanis
elvesztik tiszta a Hamilton-strukturajukat. Lényeges kérdés a felbontds optimalizalasa, a
geometriai struktirdk €s az invariansok minél nagyobb szamu megdrzése. E témateriilet
azonban meghaladja a konyv célkitlizéseit. Miiveléséhez a geofizikai folyadékdinamika
mellett elméleti mechanikai és matematikai analizis és algebra ismeretek kellenek (lasd pl.
Arnold, V.I., Holm, D.D., McLachlan R.I. Pedlosky, J., és Szunyogh Istvan munkait).
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Mi a legfontosabb, szemléletes fizikai tartalommal rendelkezd invariansokat
vizsgaljuk, amelyek egy elmozdulé Ilégrész alakvaltozasaihoz kothetok. Légkori
kinematikaval foglalkozunk. (4 témeg, energia, impulzus, impulzusmomentum, potencidalis
orvényesség és az orvényesség hatvdanyait (pl.: az ensztrofia, mint az 6rvényesség négyzete) a
késobbiekben, a késziilo dinamikus meteorologia tankonyv masodik részében elemezziik.)

VIIL.3.1. A skalar- és vektorterek legfontosabb
invariansai

Ha a sebességmez0 szerkezetét, invariansait tanulmanyozzuk, akkor arra az egyszeri
kérdésre keressiik a valaszt, hogy az aramlasi térbe helyezett 1égrész (pl. egy sodrodo
léggomb) hogyan fog elmozdulni, deformalodni. Mikdzben elmozdul, megvaltozhat a
térfogata, forgomozgast végezhet, deformalddhat a nyiras, illetve a belsé és kiilsé nyomoerok
hatasara. E valtozasok egy-egy invaridns mennyiséghez kotddnek. Ezek a divergencia, a
rotacid ¢és a teljes deformacid. A sebességtér, pontosabban a linedris sebességtér — a
példakénti léggdmb alakvaltozasaihoz kot6dé — invaridns mennyiségeit vizsgaljuk, de
foglalkozunk a gradiens és a Laplace-operator invarians jelentésével is. A sebességmezd
térbeli szerkezetét irjuk le, segitségiil hivva a tenzoranalizis eszkoztarat. Az invaridns
mennyiségeket az (X> > Z ) Descartes-féle koordinata-rendszerben szemléltetjiik.

Ahol szemléletesen lehetséges, ott megadjuk az invaridnsok integral-eldallitasat, majd
a 3D derivalttenzor (linearis leképezés) skalar- és vektorinvaridnsaival foglalkozunk, s
elemezzilk a derivalttenzor szimmetrikus részét is, mint a deformaciot leiré invarianst
(matrix-fliggvény). A témakor megértését szolgdlo matematikai ismereteket, a fontosabb
tételek bizonyitasat a fiiggelékben adjuk meg.

VIL.3.1.1. A divergencia

Az invariansok koziil elsoként egy skalarral, a divergenciaval foglalkozunk, ami a
v(r) vektortér tetszéleges pontjaban megadja a fajlagos lokalis kiaramlasi tobbletet vagy
hianyt. Nézziik meg a divergencia szemléletes meteorologiai jelentését! Legyen a vizsgalt
vektor-vektor fliiggvény a £ 'V tomegaram, ahol Vv(r) a sebesség, ©(r) a slirliség.
A tdomegaram divergenciaja

div(p -v)

az Euler-féle szemléletmddban (i) megmutatja , hogy a tér adott pontjaban hogyan valtozik
az elemi térfogat striisége, illetve a Lagrange-féle szemléletmodban (i1) megadja a tér adott
pontjaba sodrodo elemi 1égrész stlirliségvaltozasat. (Az Euler-rendszerben az elemi térfogat
helyét és nagysagat rogzitjiik, mig a Lagrange-rendszerben azokat a részecskéket adjuk meg,
amelyek meghatarozzék a térfogatelemet.)

A stirliségvaltozast, ami a tér adott pontjaban mindkét leirasmodban ugyanakkora, az
Euler-féle szemléletmodban az adott térfogatelemben bekovetkezd tOmegvaltozas, mig a
Lagrange-féle szemléletmodban a részecskék altal meghatrozott elemi légrész
térfogatvaltozasa okozza.
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Ha div(p -v) >0 akkor a légrész siirlisége csokken, vagyis kidramlasi tobblet van.
A tomegarammez6 divergens. Ha div(po -v) <0, akkor a légrész siirlisége novekszik, vagyis
bearamlasi tobblet van. A tomegarammezd konvergens.

Vizsgalhatjuk a sebességi mezd divergenciajat is. Ha divv >0, szétdramlasrol
(divergencia), ha divv <0, dsszearamlasrol (konvergencia) besz€liink.

A divergencia invaridns definicidja

Legyen v(r) az r, pont kornyezetében folytonos és magan e helyen differencialhatd
figgvény. A vektortér adott pontbeli divergencidjan a vektortér e pont koriili kis feliileten
vett fluxusa ¢€s a koriilzart térrész kobtartalma hanyadosanak hatarértékét értjiik, mikozben e
térrész az adott pontra zsugorodik.

: . 1
div,v _Al;l;n()ﬁ i}?-dF .

A térfogati és a feliileti integralok kozotti kapcsolatot leird Gauss—Osztogradszkij-
tétel szerint a divv skaldr A} térfogatra vonatkozo integralja egyenld a V vektornak a
(kifele iranyitott) AF zart hatarfeliileten vett fluxusaval.

[ fdivy -dV =¢§ dF

E tétel fontos kovetkezménye, hogy (i) barmely forrasmentes (szolenoidalis vagy csoves)
vektortér zart feliileti fluxusa nulla (divv =0) | illetve (i1) a szolenoidalis vektortér fluxusa a
vektorcsd keresztmetszetein allando.

A divergencia felirhato a Hamilton-féle differencidloperator invaridns értelmezése
alapjan is. Definici6 szerint: a nabla (V') differencialoperator adott pontbeli vektoran a pont
koriili zart feliilet vektora és a koriilzart térfogat hanyadosanak hatarértékét értjiik, mikozben
e térrész az adott pontra zsugorodik (lasd a II. Fiiggeléket is). A nabla szimbolikus vektor
csak valamilyen skalar-, vagy vektormennyiséggel szorozva bir értelemmel.

1
V,...=1lim — F... .
0 AV—-0 AV ;];D:gl

A Descartes-féle koordinata-rendszerben a nabla operator alakja:

V:ii+ji+k£ :i
Oox oy 0z dr °

A divergencia pedig:
divv IVV :@_{_24_@
ox oy Oz
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A nagyskaldju horizontélis aramlasi rendszerek leirasaban fontos szerepet kap a horizontalis
divergencia. Definicidja:

. . 1 . o 0
div,v, = l;rno— qv, -dr, | divv, =Wy, Za—u+Tv ,
AF—>O0AF AG X oy

ahol AG a AF feliiletelemet hatarol6 goérbe az (X-)) sikban, dr, pedig a AG gorbe
kifele mutaté normalvektora.

4. ébra. A divergencia kiszamitasa az ¥, pont koriili A} térfogatelemre.

VIL.3.1.2. A gradiens

A skalarmezok adott pontbeli gradiense szintén invaridns mennyiség. A
kovetkezOkben ezzel foglalkozunk. A meteoroldgiai gyakorlatban, a 1égkorben hatok erdk
leirdsakor a nyomadsi gradiens bir jelentdséggel.

Tekintsiink az ¥, pont kdrnyezetében folytonos és e helyen differencialhatd p(r)
skalar-vektor fliggvényt! A skalartér adott pontbeli gradiensén a skalartér e pont koriili kis
fellileten vett integralja €s a koriilzart térrész térfogatanak a hanyadosat értjiik, mikozben a
térrész az adott pontra zsugorodik.

. 1
grad,p _Alc}g]oﬁip -dF .
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A gradienstétel szerint a grad,p vektor A} térrészre vonatkozé integralja megegyezik a
p(r) skalarnak a (kifele iranyitott) AF  hatarfeliileten vett integraljaval.

[ fgFadp dV=¢ p -dF

A p(r) nyomasi mez6 ;Ep AF 4t feliileti integralja a belso és kiilsé nyomderdk

eredovektora a AF feliileten. A grad,p ugyanezt jelenti, csak a AV térfogat szerint
normdlva. Az Euler-féle szemléletmédban a nyomdsi gradiens ardnyos az adott
térfogatelemre haté nyomasi gradiens erdvel, a Lagrange-féle szemléletmddban pedig az
adott helyre sodrodo légrész egységnyi térfogatara hatd nyomasi gradiens erével. A p(r)
gradiense a Descartes-féle koordinata-rendszerben:

aﬁ+k87p

op
radp =Vp =i+ +j
gradp =Vp =i -+iz0 o -

Az (X>)) sikbeli nyomasi képet vizsgalva leegyszeriisodik a gradiens invarians eldallitasa:

. 1
(gradop)h —AI;IPOng dr, .

VIIL.3.1.3. A Laplace-operator

A divergencia definicidés egyenlete alapjan konnyen belathaté a skalartér Laplace-
kifejezésének koordinata-rendszertdl fiiggetlen, invaridans volta. Tekintsik a gradp
vektortér divergenciajat az ¥, pontban!

Vip =A,p =div,grad,p = lim L<_‘]£'>gradp dF |

AV=O0AV AF
ami a Descartes—rendszerben:
2 2 2
ap =02 0L, Op
Ox oy 0z
VI11.3.1.4. A rotacio

Az 4ramlési tér fontos jellemzdje a forgds, az 6rvénylés intenzitdsa. Ezt adja meg a
sebességi mezd rotacidja. Ez is egy vektorinvaridns. Mas tipusi vektortereknek (pl. az
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elektromos aram magneses terének) is van rotacioja, de itt nincs szo tényleges forgasrol,
orvénylésrdl, hanem a vektortér lokalis felépitéseérdl.

Az Euler-féle szemléletmodban a rotacié megadja, hogy az aramlasi tér kivélasztott
pontjdban milyen irdnyu és erdsségli forgd mozgast végezne az odahelyezett légrész.
A Lagrange-féle szemléletmodban a rotacio leirja a tér adott pontjaba sodrodott 1égrész forgod
mozgasat.

Legyen Vv(r) az r, pont kornyezetében folytonos és magin e helyen

crer

kis feliileten vett ;ﬁ’lF XV alaka integralja és a korbezart térfogat hanyadosanak a

hatarértékét értjiik.

.1
rot,v _Al}gloF;EﬁFXV .

A felirasbol kovetkezik, hogy a Yot v yektor AJ)” térfogatra vonatkozo integralja egyenld a
(kifele iranyitott) I normalvektor (dF =n d7") ésa V vektor vektorialis szorzatanak AF
zart feliileten vett integraljaval:

[ frptv-dV=gAFxv = $lnxv)dF

AV

A rotaciovektor tetszOleges nyilt feliiletre (pl. a AV térfogat kiilonb6z6 koordinata-
sikok szerinti metszeteire) vonatkozé integralja és az adott feliiletet kdrbefogd gorbe menti
cirkulacié kozotti kapcsolatot a Stokes-tétel adja meg. E szerint: a Yot v vektor AF nyilt

crer

megjegyezziik, hogy az északi féltekén az oramutato jarasaval ellentétes koriiljarasi irany
(a ciklondlis forgas) a pozitiv.

[fotv -dF = qv -dr
AF AG ’

A rotaciovektor alakja a Descartes-féle koordinata-rendszerben:

o/ éx i i J k ow/ayv - ov/oz
rotv =\>v = 8/éy v | =lo/ax &/oy O/oz|=|ou/oz- ow/ox
o/ oz w u v w ov/Ox - ou/loy

A horizontélis sebességi mez0 rotacioja merdleges az (X-)) sikra, Z tengely irdnyu. Ez az
un. Orvényesség. Az Orvényességnek Kkitiintetett szerepe van a nagyskalajo kvazi-
kétdimenzids folyamatok leirdsaban.

_0Ov_ Qu
Oox Oy

(rot v) =

Az Orvényességet az (X-)) sikbeli A/ nyilt feliilet koriili cirkulacié (AC ) ismeretében
szamitjuk:
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o= lim£ = limL qv, -dr = lim L cﬂudx +vdy)
- AF—=0AF AF=0AF \G AF—=0 AG

-

<, :(rotov)

VIL.3.2. A Stokes-tétel és a Gauss—Osztrogradszkij-tétel
néhany kovetkezménye

A kovetkezokben megismerkediink a vektorterek néhdny — meteoroldgiaban is

alkalmazhat6 — tulajdonsagaval. Ezek kozelebb visznek minket a gradiens, a divergencia és a
rotacio jelentéséhez.

i.) Ha v(r) potencialos vektortér, azaz eldallithatdo valamely ¢(r) skalar-potencial
gradienseként

v(r) =gradg(r)

akkor az elsd gradienstétel szerint tetszéleges AG zart sikgdrbe mentén a cirkulaci6 nulla,
azaz Orvénymentes az aramlas.

AC = d4v -dr = q4gradg -dr =0
AG AG ’

hiszen
rotv =rot gradgy =V xVg =0 |

ii.) Ha v(r) orvénymentes vektortér (rotv =0) akkor egyben potencialos is,
vagyis

v(r) =gradg(r) |
tovabba teljesiil, hogy

de :ili—(pdr =v -dr =udx +vdy + wdz
r

teljes differencidl. (Igaz az eldz6 allitas megforditasa is.)
iii.) Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy v(r) potencialos vektortér, v -dr
pedig teljes derivalt legyen, nem mas, mint a v(r) vektortér 6rvénymentessége (rotv =0),
v.) A rotécio zart feliileti fluxusa nulla.

$fotv -dF =0 _
AF"'

Ez konnyen belathato, hiszen a rotacio nyilt feliileti fluxusa a cirkulécio,
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[¥otv -dF = qv -dr
AG ’

AF

Egy elemi légrész egymadssal szembeni feliiletelemei koriili cirkulaciot ellentétes eldjelit, de
azonos nagysagu cirkulacioként kell elképzelni.
v.) Barmely vektortér rotacid-vektortere forrdsmentes (szolenoidalis).

div rotv =V(Vxv) =0 |

ami a rotacio zart feliileti fluxusanak nulla voltabol is kovetkezik a Gauss—Osztrogradszkij-
tétel felhasznalasaval.

vi.) Minden forrasmentes vektortér eldallithatd valamely vektorpotencidl-tér rotacio-
vektortereként. Ha divv =0 | akkor talalhaté egy olyan W(r) vektorpotencial-tér, amelyre

v =rot¥ ,

Hiszen

div rot ¥ =M(VX¥P) =0,

VIL.3.3. Példak a rotaciéo meghatarozasara

Ha a nagyskaldju folyamatok fejlodését vizsgaljuk, akkor ott a sebességmezd két invaridnsa,
a divergencia €s a rotacid koziil a rotacio (pl. egy ciklon forgédsa) a fontosabb. Ezért is
ismerkedjlink meg a rotaci6 meghatarozasaval néhany elemi, ,,tankdnyvi” példan.

1.) Linearis sebességi mezo rotacidja. Tekintsik az (X-Z) sikban a magassaggal
line4risan novekvo

u(z) =c -z

sebességi mezdt, ahol ¢ =const. Ennek az egyszerli aramlasnak is lesz rotacidja:
rotv =jc

11.) Merev test rogzitett tengely koriili forgasa. Legyen a szOgsebesség (9, a tengely
koriili forgas sebességtere: v(r) =®Xxr  ahol I a forgstengely egy adott pontjatol vett
tavolsag (helyvektor). Kétféle modon: a cirkulacié ismeretében, illetve az integral definicid
alapjan is szamitsuk ki a rotaciot!
a.) A rotacid kiszamitasa a cirkulacid ismeretében. Tekintsiik a forgastengely koriili

tetszOleges AG zart sikgorbét, melynek feliilete AF ! A AF nyilt feliilet koriili cirkulacio
(AC):

AC = dv dr :q((o><r)-dr =W JrXdr =2m AF
AG

AG AG
A rotacid a Stokes-tétel alapjan szamithato:
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b.) A rotaci6 kiszamitasa a

: 1
rot,v —Al}rPO N iﬁFXV

definicios egyenletbdl. Tekintsiik el6szor a iﬁF XV integralt!
PAFXv :5E>91F>{(0><r) :g]SUdF 1) -0- (dF o) -r‘ =0 qig‘r dF) - q‘zg‘w n) 1 -dF =
&F AF AF AF AF

=03 AV -0 AV =2 -0 AV

A rotacio tehat:

rot v=lim M =2 o
Ar=0 AV

ahol a AF zart feliilet altal kozrezart térrész térfogata Al . A harmas vektorszorzat
kifejtésekor kihasznaltuk, hogy

ax(bxc)=bla -¢)- cla -b) .

3.) Az atlagos Orvényesség becslése szimmetrikus ciklonban (az északi féltekén dolgozunk).
A ciklon forgéstengelyétdl 7, tavolsagra a horizontdlis sz€élsebesség nagysaga legyen ¢, .

Az 7y sugart kor mentén a cirkulacio €s a ciklonra vonatkozé becsiilt rvényesség rendre

AC =dv dr =u, -2 7 7,
AG

3

e AC — 20 2w,
= ~— =u, " =
AF o T T

rotV

4.) A rotacio alakja inerciarendszerben és forgo koordindta-rendszerben. Hatarozzuk meg az
Q 4llando szogsebességgel forgd koordinata-rendszerben V sebességgel elmozduld 1égrész

crer

elmozdulo 1égrész abszolut rendszerbeli sebessége:

V., =V +QXr ,

a

ahol I a forgéstengelytdl mért tavolsag, az adott pont helyvektora. Az abszolut koordinata-
rendszerbeli rotacio:
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rotv, =Wy + @xr) =Vxv + V x(Q xr) ,
A Hamilton-féle differencialoperator kettds tulajdonsaga miatt:

Vil €25er) :V><[ Q><:u'] +V><E £U2><r] —[ (V) - (@] + [V - (V)] |

ahol a U jeldli, hogy a differencidloperator éppen melyik tagra hat. Kihaszndlva, hogy a
szO0gsebesség allando (a fenti egyenlet 3. €s 4. tagja nulla), tovabba

o/ox)| [ x
Vr =|o/ov| | yv| =3

o/oz | | z

valamint
(VI =lQ o/ax+Qa/ap +Q.0/02) »| = Q, | =@
z Q.

kapjuk, hogy
@ (Vr)- (QV) ] +[(rV) Q- r (VQ) =[Q (Vr)- (QV) 1| =30- 0=20Q.
A végeredmény tehat:

rotv, =rotv +2Q

Az abszolut koordinata-rendszerbeli sebesség rotacidja két tag dsszegeként irhato fel. Ezek a
relativ rendszerbeli rotacid6 ¢és a koordinata-rendszer forgasabol (a mi esetiinkben
természetesen a Fold forgdsabol) szarmazo un. planetaris Orvényesség. E koordinata-
rendszerben az invaridns mennyiség az abszolut 6rvényesség.

VIl.4. Helmholtz tétele a sebességmez6 felbontasarol;
a sebességi mezo felépitése, a teljességi tétel

VIl.4.1. Helmholtz tétele

A vektormezok két fontos tulajdonsaga a rotacid és a divergencia. Helmholtz tétele
alapjan (F3. fliggelék) a v(r) folytonos és differencialhatd vektor-vektor fiiggvény minden
esetben felbonthatd két olyan Osszetevore

= +
V=V, +v,
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amelyek koziil az egyik divergencia-, a masik roticiomentes. A divergenciamentes V
vektormez6 a W vektorpotencidl-mezd, az Gn. aramfliggvény segitségével allithato eld,
mégpedig annak rotacidjaként.

Ve =rot¥ =\V>¥ |
hiszen
div v, =divrot ¥ =V(V¥) =0 .

A rotadciomentes Vv, vektormezd a y skalarpotencidl-mezd, az Gn. sebességpotencial
segitségével kaphato, annak gradienseként.

v, =grady =Vyx | hiszen rotv, =rotgrad y =V>XN =0 |

A sebességmez0 helyett attérhetliink a meteoroldgiai folyamatok részletesebb (tobb tagbol
allo) leirasara az aramfliggvény és a sebességpotencial alkalmazésaval. Ez a felbontas az n.
szlirt eldrejelzési modellek felirdsanal, a 1égkori folyamatok kvézigeosztrofikus elméleténél
lesz fontos.

VI.4.2. A teljességi tétel

A teljességi tétel szerint a divergencia- €s a rotacidomezd ismerete nem elég az eredeti
vektormez0 leirasahoz. Gondoljunk csak a sebességi mezd tovabbi invariansaira, mint pl. a
transzlacid vagy a deformécido. A sebességmezd felépitéséhez tovabbi informéciora is
sziikség van. Errdl szol a teljességi tétel. Ha ismert a AF zart feliilet hatarolta AV tér
minden I pontjaban a v(r) vektortér divergenciaja és rotacioja

divv(r) =d(r) , rotv(r) =o(r) ahol reA |

tovabba ismert a AF zart feliilet minden pontjaban (ry ) a Vv(ry) normalis vetiilete, akkor
e harom feltétel mellett a v(r) , r<AL” vektortér egyértelmilen megadhato. (A
bizonyitast lasd az F4. fiiggelékben.)

VIL.5. Invarians mennyiségek bevezetése a derivalttenzor
segitségével

Ha a sebességmezd szerkezetét, invaridnsait tanulmanyozzuk, akkor arra az egyszerti
kérdésre keressiik a valaszt, hogy az aramlasi térbe helyezett légrész (pl. egy sodrodo
léggémb) hogyan fog elmozdulni, deformalédni. Mik6zben elmozdul a 1égrész, megvaltozhat
a térfogata, forgdbmozgast végezhet, deformalddhat a strlodasi erd (pl. sz€élnyiras), illetve a
nyomoerdk hatdsara. E valtozasok egy-egy invarians mennyiséghez kotédnek. Ezek a
divergencia, a rotacid és a teljes deformécio. A sebességtér, pontosabban a linearis
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sebességtér — példakénti 1éggdmb alakvaltozésaihoz kotdddé — invaridns mennyiségeit
vizsgaljuk. A sebességmezd térbeli szerkezetét irjuk le, segitségiil hivva a tenzoranalizis
eszkoztarat.

VII.5.1. A derivalttenzor és sajatossagai

A D derivalttenzor matrixat a v(r) differencialhatd vektor-vektor fliggvény egyes
komponenseinek a megvaltozasa alapjan adhatjuk meg (lasd az F4 fiiggeléket is), amit a
matrix egyes sorai tartalmaznak. Alakja a szokdsos Descartes-féle koordinata-rendszerben:

ar a

SN
D[22
SN

A dv =Ddr [kifejezéssel megadott homogén linearis fliggvényrendszer kettds
értelmezésre ad modot. A D tenzor egyrészt koordinata-transzformacionak tekinthetd,
masrészt tértranszformacionak, vagy mozgasnak.

A derivalttenzor felirhatdo egy szimmetrikus (D) és egy antiszimmetrikus (D,)
tenzor Osszegeként.

A D, szimmetrikus tenzor alakja:

ou Hou, &b 1ou, ow

ox 2lov a| 200z ox

1| ov ou ov I ov ow

D, = | —+— _— — —+—

2| ox ﬁy] oy 2 oz 6y]
fou ow) 1fov, ow ow
200z ox 21 0z oy oz

A szimmetrikus tenzornak harom skalarinvariansa van ( 2, , D, és D,, ). Ezek a
relativ hosszvaltozasok, vagy mas szoval a divergencia, illetve a matrix spurja 2, =spurD
az elemi feliiletvaltozasok hatdsa DD, , tovabba az elemi térfogatvaltozas D,, =det(D,)).

A D, antiszimmetrikus tenzor alakja:
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VII.5.2. Alakvaltozasi (geometriai) egyenletek

A derivalttenzor szimmetrikus része az Un. alakvaltozasi tenzor, ami kis
deformdciokat feltételezve leirja a relativ megnyulast és valamely két egymasra merdleges
sikkal parhuzamos relativ szogvaltozast. (Részletesen lasd az F4. fliggeléket.) A fenti
jelolések hasznélataval:

, 11
XX 2 )/,\’y 2 )/,\’z
1 1
D =|—y £ —y..
S 2 )/\Y »y 2 )/)4
i)/ l)/ £
2 X 2 _7}‘ zZZ

Ez az un. alakvaltozasi tenzor. E tenzorral kapcsolatos
(D, - £E) n; =0
sajatérték-feladat megoldasa szolgaltatja azokat az m; alakvaltozéasi féiranyokat, amelyek

mentén ¢; relativ nyulas-zsugorodas van, illetve amelyekre merdleges sikban nincs szog-
valtozas, azaz itt yi, = y»3 = ys1 = 0. A teljes alakvaltozas felbonthat6 tiszta térfogatvaltozasra

(izotrop dilatacio, =E ) és tiszta (térfogatvaltozas nélkiili) alakvaltozasra D , azaz

D, =D, +¢E .

A tiszta alakvaltozas:

T
XX Z’Y.\‘_\’ 2 Y.\‘:

\ | |

D = —v - —v_

S 2YJ,\ V) 2’Y.\4 H
Lo L e
Z’Y:\' 2Y;\‘
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ahol

1
e=—(, te +e_).
e re, e

XX

Az alakvaltozasi egyenlet ismeretében egyszerlien leirhatjuk a molekularis viszkozitas
jelenségét, vagy a rugalmassagtan alaptorvényének, a Hooke-tdrvénynek a tenzorialis alakjat.

Végezetiill megemlitjiikk, hogy a derivalttenzor antiszimmetrikus része a lokalis
merevtestszerli forgas erdsségérdl tijékoztat (lasd részletesen a 4. Fiiggeléket), amire az
alakvaltozas nincs hatéssal.

D :irotv xE |
2

a

ami egy vektor és egy tenzor vektorialis szorzata.

VII.6. A linearis sebességi mezo6 felbontasa, az aramlasi
mezo alapvetd karakterisztikai

A meteorologiai gyakorlatban, a nagyskalaja folyamatok vizsgalatanal a horizontalis
aramldsi mezo6t elemezziik. A sebességmezd lokalis tulajdonsagainak leirdsdhoz gyakran
hasznélunk linedris kozelitést. A kdvetkezOkben megadjuk a linedris sebességi mezd alakjat,
invariansait.

Sokszor talalkozunk olyan meteoroldgiai feladattal, amikor a koordinata-rendszeriink
egyik tengelyét az aramlés iranyaba forditjuk leegyszertisitve a feladatot. Az 0j rendszerben
természetesen mas lesz az egyes vektorok reprezentacidja. A vektorok nagysaga, a mezo
invariansai azonban nem valtoznak. A koordinata-rendszer elforgatasa egy haromdimenzios
feladat. Vektoranalizis-beli ismereteink alapjan tudjuk, hogy egy haromdimenzios forgatas
felirhatd kétdimenzids forgatasok Osszegeként. Ezért is figyelmet érdemel a horizontalis
(kétdimenzios) aramlasi mezo.

Elsdként a linearis sebességi mez6 felbontasaval foglalkozunk, majd az &ramvonal és
a trajektoria fogalmaval ismerkediink meg. Ezt koveti az egyszerli aramvonal-szerkezetek
bemutatdsa. Ezt kdvetden a természetes koordinata-rendszerrel foglalkozunk: megadjuk a
kétdimenzids divergencia, rotaci6 és deformacid alakjat.

VII.6.1. A linearis sebességi mez6 felbontasa

Tekintsiik az (xo, yo) pont kornyezetében a v, (x,y) =(u,v) sebességmezd Taylor-
sorfejtésen alapulo kozelitését a Descartes-féle koordinata-rendszerben:

u(x, +dxy, v, +dv) =u, + dy +

-(.1' ]

(”}{‘l]+

(”}{d)+ }d\ «dy +..

}1+
e

| dxay
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&
A—} dy +
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] (dy)” +

] X

]

dy + l
’ 2

v(x, +dx, y, +dy) =y, + —
oy
v )

A masod- ¢és magasabbrendi tagok elhagyasaval kapjuk a lineéris sebességmez6 kozelitést:

u =u(x, +dx,y, +dy) ~u, + OUJ do+| dy
ox ), oy}, "’

v =v(x, +d,y, + dy) v, + @] dx+[@ dy.
ox /, o),

Hatédrozzuk meg a linearis sebességi mez6 invaridnsait! Ehhez a derivalttenzort hivjuk

segitségiil.

Ou/ox oOu/dy

+
ov/ox 0Ov/Ooy

dy

_[uo

Vo

al

A kiindulasi koordinata-rendszert6l fliggetlen invarians a transzlacio, azaz a konstans
sebességi mez6 (o, Vo ). Ez az invarians nem része a derivalttenzornak, hisz a derivalttenzor
csak a sebességmez0 megvaltozasat irja le. (V és I dimenzidja nem egyezik meg.) A
tovabbi invariansok megadasahoz irjuk fel a derivélttenzort a szimmetrikus és az

antiszimmetrikus rész osszegeként!

‘fu Cu cu 1| v N Au | 0 Ljov Cu
A - M A A 7 Ae A
ax oy X 20 o v 20y &

D=D,+D, = & © |
i v v 1oy @ v 1{ov &
v A Il av  Cu 0
ox oy Slact Ao W Y
Ve 12lax éy) ay .o l20éx oy ,

ou Ov

A derivalttenzor szimmetrikus részét két részre bonthatjuk, a divergenciat [ e o és a

tiszta nyirast tartalmazora.

1 E}L{_@v] 1 8v+au
p _Lfau, o) |1 o'y 2{ox av) 2lex oy
*2lax ov), Lo 1) |1 8v+8u] 1 ouov
2lox oy 2| ox Gy_o

Ez két invarianst jelent, ezek a divergencia és a deformacio:
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2
ou oOv

ox Oy

divv, :%+%, defv =
X oy

ov  JCu :
— + | +
ox Oy

A harmadik invaridns a derivalttenzor vektorinvaridnsa, vagyis a rotacio. Kétdimenzios
esetben ez a rotacio vertikalis komponense.

ov  Ou
rotv, =/ —-

ox oy

Meteorologiai feladatokban gyakran hasznalunk olyan koordinata-rendszert, ami az
atlagos sebességi mez0 iranyaba mutat, pontosabban fogalmazva a koordinata-rendszer X
tengelyét forditjuk be a sebességvektor iranyaba. Ekkor, pl. levegékornyezeti feladatokban a
3D feladatot 2D feladattd egyszertsitjiik. Mikrometeorologiai problémék megoldédsaban, pl. a
szonikus anemometer adatainak feldolgozasaban (a turbulens aramok szamitasaban), szintén
hasznaljuk a koordindta-rendszer atlagos szélirdnyba torténd beforgatasat. Itt azzal a
feltételezéssel éliink, hogy az atlagos vertikalis sebesség nulla. Ez egy 3D forgatas, amit két
2D forgatas 0sszegeként (egymasutanjaként) kell elvégezni.

Nézziik a kétdimenzios esetet! Adjuk meg a sebességmezd alakjat €s invaridnsait a
sz€liranyba forditott kordinata-rendszerben! Hogyan transzformalddnak az egyes derivaltak?

Legyen az atlagos szélsebesség v, =(u,v), a szélvektor X tengellyel bezart szoge
g =arctan(v/u) 5. gbra. Jelolje a Descartes-féle koordinata-rendszer tengelyeit X és V|
az elforgatott rendszerét pedig x', 3" . Legyen adott egy r =(x,») helyvektor az eredeti
koordinata-rendszerben! Ennek az 0j rendszerbeli alakja: r' =(x', ") :

xX'=xcosZ+ysing = y'=-xsind+ ycos?,

Forditott irdnyban is megadhatjuk az attérést:

X =x'cos@ - y'sin @ , v =x'sin& + y'cos &,
¥

1 P (x, )6, ")
i Sty —w

|

|

|

|

-

1 X : =
I\ ! T
N

- 5? S
)

5. ébra. Az (X>)) és az elforgatott ( x'. »") koordinata-rendszer.
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Altalanos esetben a transzformaciok: r' =Ar, illetve r =A 'y', ahol a koordinata-rendszer
transzformacio matrixa, illetve annak inverze rendre:

cos ¢ sin ¢

2

-sin& cos&

illetve

Al =

cosd - sinS‘J

sin & cos &

Tetszdleges vektor, igy a sebességvektor reprezentacidja (koordinatai) is a fentiekhez
hasonloan transzformalddik. Nézziik az egyes derivaltak alakjat az eredeti és az Uj
koordinata-rendszerben. A derivaltak atirdsanal két dologra kell figyelemmel lenniink.
Viéltoznak a koordinata-iranyok és valtozik az adott vektor reprezentéacidja is.

Cut cu . cu ou' . ov' . au' . cv'

— =cosF—-sind — =cosP cosF —- sinF — ]— sin?| cos? —- sind — ||
ox ox' ay ox' ox' ay' av'
u . Ju ou . du' OV ou' . o'

— =sin? — +cos? — =sin?| cosF—- 51119_\]+0059 cosP—-sind — |,
ay ox' o' ox' ox' ' o'
ov ' o'

. ou' ov .
sin ¢ —+ cosﬁ‘ﬁ—] - sin&

ov . ov
=cos&# — - sin# — =cos?
ax! ax'

. du' . av'
— sin? —+sin% — ||
Ox ox' ay' ;

ay' o'

ov ) ov ov
— =sin# —+cos?— ‘

ay ax' oy

cu’ '
— +cosF —
ox' cx’'

ou’ o'
— + cosF —
ox' ox’'

=sin&| sin & +cosd| sin &

Az 10j rendszerben (x'.»') is hasonld alakban adhatok meg az invaridnsok, hiszen
koordinata-rendszertdl fiiggetlen az eldallitasuk.

. ou oOv ou' o'
le Vh = + - = , =+ .
cx Oy ox' Oy
. ov  ou | ou ov | ov'  ou'| ou' ov'|
defv, = + + - = N - '
ox oy ax oy ox' oy ox' oy ’

ov ou oV ou'
rotv, =rotv, ‘k=——- — =—-
ox oy &' ay

y .

Nézziik meg altaldnosan, hogyan fejezhetd ki a linedris sebességi mezd az invarians
mennyiségek ismeretében! Vezessiik be a kdvetkezd jeloléseket:
ou_ov_,, OGu, ov_,, v ou_,, oL o5y
Ox Oy > Ox Oy ’ ox Oy ’ ox Oy ’
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A linearis sebességi mez0 alakja az eredeti (- ) koordinata-rendszerben:

u~u, +(a+b)ydx+(d-c)dy, v=v,+(d+c)dx+(b- a)dy.

Ha ugy valasztjuk meg az 1j elforgatott koordinata-rendszert, hogy a deformaci6 csak
egy tagbol alljon — ilyen valasztas minden esetben teheté — akkor ¢ =0. A linearis sebességi

mez0 alakja ebben az uj (x'- »") rendszerben:

u' ~u) + (a'+b)dx'- cdy', v =y, +cdx'+(b- a')dy',

ahol:
ov'  Ju — e

L 3

Cut + ov —5p
ox' o' ’ ox' oy

(314‘ av' 2 2
- —— =2(a” +d*)"? =2a

axl Oyr b
A kétdimenzids linearis sebességmez6 tehat kifejezhetd négy invarians mennyiség a
transzlacid, a rotacid, a divergencia és a deformacid ismeretében. Ez a kinematika egyik

alaptétele.
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VIL.6.1.1. Hiromdimenzio6s forgatasok

Roviden foglalkozzunk a 3D forgatasokkal, majd nézziik meg a vektorszorzatok elforgatasat.
Tekintsiik az (X-)>Z ) Descartes-féle koordinata-rendszert és elforgatottjat, az ( x'.»'.z")
rendszert. Forgassuk el a koordinata-rendszert a v, =(,. v,, W,) vektor irdanyaba (6. abra).

Ez két forgatds eredményeként adhaté meg. Elsdként forgassunk az (X-)) sikban! Az
elforgatott - tengely essen a Vio =(u,, v,) vektor irAnyaba. A forgatas X -tengellyel bezart
szoge legyen & . A forgatds matrixa:

cos @ sing O
A, =|-sin& cos& O],
0 0 1

A Z -tengely helyzete valtozatlan marad. A kovetkezd 1épésben az elforgatott x ésa Z-
tengely altal kijeldlt sikban forgassunk, ugy, hogy az ij x' koordinata-tengely a Vv, vektor
iranyaba mutasson. Legyen a Vv, vektor elsé forgatas utani (;C, ') sikkal bezart szoge ¢ .
A masodik forgatds matrixa:

cosp 0O sing
A, = 0 1 0
-sing 0 cosg

Az elozé forgatas utan kapott ' tengely helyzete valtozatlan marad. Az 0j (
x', ¥', z") koordinata-rendszerbe atvivo forgatds matrixa:

A=A, A,
Két vektor (g -h) szorzata az 01j rendszerben:

g'h'=Ag -Ah |

Természetesen ugyanannak a két vektornak a szorzatardl van sz6, csak mas lesz a vektorok
reprezentacidja. Hasonld modon adhatjuk meg vektorok szammal (skaldrral) vald szorzatat,
vagy két vektor diadikus, illetve vektorszorzatat az uj, elforgatott rendszerben. E

transzformacioknak  a szennyezOanyag-terjedés modellezésében, tovabba  a
mikrometeorologidban a turbulens &ramok meghatarozasaban lesz jelentdsége.
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6. abra. 3D koordinata-rendszer forgatas.
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VII.6.2. Az aramlasi mezo abrazolasa

E fejezetben els6ként az aramvonal és a trajektoria fogalmaval ismerkediink meg, majd az
elemi aramvonal-szerkezetekkel foglalkozunk

VI1.6.2.1. Az aramlasi mezo abrazolasa

A 1égkori folyamatok leirdsanak két alapvetd eszkdze — ahogyan korabban mar lattuk
— az Euler- és a Lagrange-féle szemléletmod. Az aramvonal az elsét, a trajektoria (vagy
1égpalya) a masodikat jellemzi (7. &bra).

Az aramvonal az a gbrbe, amelynek az érintéje minden pontban parhuzamos az adott
Z, iddpillanatban ott uralkodé aramlési sebességgel. Mas megfogalmazasban a mozgas
minden iddpillanatban az 4ramvonalak mentén torténik. Természetesen egy aramvonal
mentén valtozhat a sebesség nagysaga. Az aramvonalak egy pontba is futhatnak, illetve egy
pontbdl szétagazhatnak, pl. konvergencia vagy divergencia esetén.

Trajektorianak (1€gpalyanak) nevezziik azt a gérbét, amelyet egy adott levegdelem a
mozgasa soran leir, tehat nem egy adott t, idépontra vonatkozik.

Az 4ramlasi mez6t abrazold két karakterisztika csak akkor esik egybe, ha az dramlés
staciondrius (adott helyen a sebesség idében allando).

Kétdimenzios esetben az dramvonal differencialegyenlete:

dy _ v(x, y,t,)
dx  u(x,y,2)"

Természetesen az adott pontbdl indulo trajektoria (v. trajektoridk) meghatdrozésdhoz ismerni
kell a sebességi mezdt. Kiindulasi egyenletiink, aminek az integralasaval kapjuk a 1égpalyat:

dx =u(x, y,t) -dz | dy =v(x,y,t) -dt,

Megkiilonboztetiink beérkezd (backward), és eldrehaladd (forward) légpalyat. Az elso
esetben azt kérdezziik, hogy a vizsgalt 1égrész honnan érkezett, milyen utat jart be, mig a
masodik esetben azt vizsgalunk (jelezziik eldre), hogy hova tart.

S v

t fy+ 4t fy+ 24t

7. dbra Az aramfliggvény ¢€s a trajektoria (Iégpalya) sematikus képe.
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VIL.6.2.2. Egyszeri aramvonal-szerkezetek

Nézziik meg a linearis sebességi mezdben (z =1, idOpontban) az egyszerl, elemi
aramvonal-szerkezeteket (8. dbra)! Négy ilyet talalunk.

Transzlacio: az aramlasi mezdben a sebesség allando
u =u(x,y,t,) =u,, v =v(x, ¥, t,) =V,.
Az aramvonal differencidlegyenlete:

dv_v
dx u

0
A fenti egyenlet kdzvetleniil integralhatd, s a kezdeti feltételek ismeretében — a kiinduléasi

pontban (Xy.V,) a szélsebesség értéke (u, =u(x,,¥,), v, =v(X,,V,)) megadhatd a
keresett aramvonal.

Yo
y =—x +const
Uy

Ez az egyenlet az azonos v, / i, meredekségli egyenesek seregét reprezentalja.

Divergencia: ha az aramlasi mezOben csak tiszta divergencia van — lasd a lineéris
sebességi mezo felbontasat — akkor

u=bx, v=by,

Az aramvonalak differencialegyenlete:

dx

d _»
.

A differencidlegyenlet megoldasa az

y =const -x

alaki 4ramvonal sereg, ahol minden vonal az origobn halad 4t (nincs transzlacio).
Meredekségiik a konstanshoz rendelt szamértéktdl fiigg. Ha b >0, akkor az dramlas az
origotol kifele irdnyul (a divergencia pozitiv értéki); ha b <0, akkor az dramlas az origo felé
iranyul (a konvergencia negativ értékii).

37



a) b)

<

\\
o]

5

e N

~N

R o

~
\
_—
N/
1
i

e
W7

w

\

S
N

4
»
Lo
o™,
/I
|

(2]
-~

d)
8. abra. Elemi aramvonal-szerkezetek: transzlacid, divergencia, rotacid (Orvényesség) €s
deformacio.

Rotdcio: ha az dramléasi mezdben a tiszta (merevtestszeril) forgason kiviil semmiféle
mas mozgasforma nincs jelen, akkor:

u=-cy, 6 Vv=cx,
Az dramvonalak differencialegyenlete:

dy_ x

dx -y~
Integralés utan az
x* + y° =const

alaki megoldashoz jutunk, azaz az dramvonalak a const értékétdl fiiggd origd kozéppontu
korok. Ha ¢ >0, akkor az dramlds irdnya az oOramutatd jardsaval ellentétes (ciklonalis
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forgasu), ha ¢ <0, akkor az az éramutaté jarasaval megegyez0 — anticiklonalis forgasi iranya
az északi féltekén.

Deformacio: ha az dramléasi mezdben tiszta deformécio van, vagyis nincs transzlacio,
divergencia és rotacio, akkor

u=ax, v=-ay,
Az dramvonalak differencialegyenlete:

dr_-»
dx x

melynek a megoldasa

X -y =const

Az aramvonalakat egyenlOszara hiperbolak serege alkotja. Az X tengelyt dilaticios
tengelynek, az V tengelyt kontrakcids tengelynek szokds nevezni. Meteorologidban ez a
tipikus nyeregfeliilet, amelyben az 1. €s a 3. siknegyedben helyezkedik el az alacsony, mig a
2. ¢és a 4. siknegyedben a magasnyomasu 1égkori képzddmény centruma.

VIL.6.2.3. Divergencia- és rotaciomentes aramlasok

Kordbban a Helmholtz-tétel kapcsan belattuk, hogy minden vektormezd — igy az
aramlasi tér is — felbonthatd egy divergencia- és egy rotacidmentes vektortér Osszegére.

A divergenciamentes dramlast az d&ramfliggvény jellemzi. Ez az ( X>)) sikban torténd
aramlas esetén a sikra merSleges Z irdnyba mutaté vektor. gy kétdimenzids esetben — tudva
a térbeli helyzetét — egy skalarral W(x,) jellemezziik:

oW oV

u =k —— v == k—
oy’ ox ’

ahol a A& konstans értéket szabadon valaszthatjuk. Legyen az egyszeriiség kedvéért & =1.
Az aramvonalak differencidlegyenlete:

dy _ 8W/éx
dx oW/ dy
illetve
[Ek P dy =0
Ox oy
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A divergenciamentes aramlasban az aramvonalak egyenlete W(x,») =const, Ez tetsz6leges
futastt gorbét jelenthet azzal a megkotéssel, hogy a fliggvényérték nem valtozhat egy-egy
izovonal mentén. Az dramvonalak nem talalkoznak, és nem futhatnak 0ssze egyik pontban
sem.

Rotaciomentes aramlas esetén a skalar sebességpotencidlt hivjuk segitségiil az
aramlasi mez0 leirasahoz. Az U ¢és V sebességkomponensek — hasonldan az el6z6 esethez —
szintén nem fiiggetlenek egymastol:

_9¢ 9%

u= = )
ox’ oy

Az dramvonalak egyenlete:

dv _ Jdg/oy
dx O@/ox °

Ha az dramlés rotacio- és divergenciamentes, ami nem jelenti azt, hogy ne legyen benne pl.
transzlacid, vagy deformacid, akkor teljesiil, hogy
oW oW

+
2 2
ox~  oy”

=AW =0,

illetve

2 2
agp+a?:A¢:O,
ox oy

Megjegyezziik, hogy nem minden egyenes vonalli mozgds rotaciomentes, pl.:
u=u(y), illetve létezik olyan kormozgas, ami rotacidmentes mez6t definial. Tekintsiik
példaul a kovetkezd aramvonalrendszert:

@ =Harctg(x/y) .

A szinoptikus meteoroldgiaban targyaldsra keriilé aramlési rendszereket e négy
invarians mez0 felhaszndlasaval épithetjiik fel, hiszen tiszta formdban egyikiik sem jelenik
meg.

VIL.7. A természetes koordinata-rendszer

A természetes koordinata-rendszer (ortogonalis, gérbevonall) a tér adott P pontjaban
az ottani dramvonal segitségével adhatdé meg (9. abra). Az S koordinata-tengely az
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aramvonal érint6je. Az Il normalis iranyu koordinata-tengely a P pontot az aramvonal G
gorbiileti kozéppontjaval 0sszekotd egyenesbe esik. A b binormalis koordinata pedig az S
¢s I koordinatakkal jobbsodrasu rendszert alkot.

r

A p ds
db

dn

9. abra. Aramvonalon mozgé elemi folyadékrész. (Lajos T. Aramléstan alapjai c. konyvbél)

A linedris sebességi mezd invaridnsait is egyszerien szemléltethetjiik ebben a
rendszerben. Nézziik a kétdimenzios esetet!

Vialasszuk az S tengelyt az aramvonal mentén, mig az Il tengelyt arra merdélegesen.
Az aramvonal menti sebességet jeldlje V, az erre merdleges iranyban a sebesség
természetesen nulla. A kétdimenzids aramlasi mezdben konnyen atirhatjuk az egyes
derivaltakat (10. abra), illetve ezek felhaszndldséval az invaridns mennyiségeket.

Teljesiil, hogy:
cu _ov ou _ Ov ov _ Ox @_Va_;(

= — =v
ox os’ oy on’  ox os ' oy on ’

ahol X az aramvonalak mentén, illetve az dramvonalakra merdleges iranyban haladva az
elemi feliilet megfeleld oldalparja altal bezart szog.

Konnyen felirhatjuk a linedris sebességi mezd Osszetevoit is az uj (s, n) természetes
koordinata-rendszerben:

U N, 2V ox ou vy OV X
ox Oy Os on’ ox oy os on’
ov_ou _,. __ OV 0% W M g 2V pox
ox oy con os’ ox Oy on os

41



10. abra. Az elemi derivaltak szemléltetése a 2D természetes koordinata-rendszerben.

VII.7.1. A divergencia és az orvényesség természetes
koordinata-rendszerben

Nézziik meg a divergencia és az Orvényesség szemléletes jelentését és meghatarozasat
természetes koordindta-rendszerben az invaridnsok integral-eléallitdsa alapjan (11. és 12.
abra). Kihasznaljuk, hogy a sebesség parhuzamos az aramvonalakkal. Tekintsiink két
egymashoz kozeli aramvonalat. Nézzilk a AF =AsAn elemi felilletet a természetes
koordinata-rendszerben.

A divergencia invarians definicidja szerint (11. &bra):

(- Anv + (An + A(An)) -(v + Av))

AF=0 AsAn

divy = lim b <ifv -dn = lim
sr=oAF J

11. abra. A divergencia meghatarozasa természetes koordinata-rendszerben.
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Kihasznalva, hogy An > A(An) és v > Av, tovabba a masodrendben kis tag (A(An) -Av)
elhanyagolasa utan, tudva, hogy A(An) =As Ay :

divv = lim ov +va—x
as on

AS ‘AH [AV+ Al
AP0 As -An

As An

Az Orvényesség invarians eldallitasa szerint (12. abra):

rotv ‘k = =1lim L gfds Xv = lim (vAs - (As + A(As)) (v + Av)) .

AF=0 AF 46 AF—0 ASAR

A masodrendben kis tag elhagyasa utan, kihasznalva, hogy A(As) =- An -Ax | ahol a negativ
eldjel azt jelenti, hogy pozitiv szogelfordulds esetén csokken az ivhossz:

< =lim (- As -Av- v A(As)) = lim
A= As -An AF=0As -An

3 ]
AS .A” { ﬁ.k AX’ + Vﬂ
An

s

12. dbra. Az 6rvényesség meghatarozasa természetes koordinata-rendszerben.
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