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A légkori mozgasok leirasakor adott foldrajzi helyen a légkori folyamatok leirasara
olyan Descartes-féle koordinata-rendszer a legalkalmasabb, amelynek tengelyei rendre kelet
¢s észak felé, valamint fiiggélegesen felfelé mutatnak. A Fold esetében ez azt jelenti, hogy
adott helyen a Fold érintdsikjaba esé koordinata-rendszert hasznalunk és ezt a koordinata-
rendszert tavolabbi helyeken is megtartjuk. Az altalanos cirkuldcid mozgasrendszereinek
leirasakor, a hemiszférikus vagy globalis idéjaras eldrejelz6 modellek konstrualasakor ez a
leirdAsm6d mar nem alkalmazhat6. A Fo6ld adott helyén felvett érintdsik az adott helytdl
tdvolabb mar nagyon eltér a Fold felszinétdl. Alkalmasabb tehat, ha a Fold gorbiiletéhez
illeszkedd  koordinata-rendszert valasztunk. Ilyen koordinata-rendszer a  gombi
poléarkoordinata-rendszer, egyszertibben szférikus koordinata-rendszer.

A légkori folyamatok leirasdban tovabbi természetes kovetelmény, hogy a
mozgasokat a forgo Foldhoz képest irjuk le, azaz a Folddel egytitt forgd koordinata-rendszert
hasznalunk. Ebben a fejezetben a légkori egyenleteket a Folddel egyiitt forgd szférikus
koordinata-rendszerben irjuk fel.

A Descartes-rendszerr6l a forgd gdmbi koordinata-rendszerre vald attérést két
1épésben tessziik meg. El6szor eltekintiink a Fold forgasatol, s azt csak a gdmbi koordinata-
rendszerre vald attérés utan vesszik figyelembe

X.1. A gorbe vonalu ortogonalis koordinata-rendszer



A gorbe vonalt koordinata-rendszerek az egyenes vonalu koordinata-rendszerek
olyan altaldnositasai, amelyekben a koordinata-vonalak szerepét gorbék veszik at. A tér
minden pontjan harom egymast metszd koordindtavonalat vesziink fel, és adott helyen
ezeknek a vonalaknak az érintdvektorait hasznaljuk bazisvektorokként. A bazisvektorok a
vizsgalt pont kis kdrnyezetében ferdeszogli koordinata-rendszert jeldlnek ki. Ez a koordinata-
rendszer azonban helyrdl helyre véltozik.

A gorbe vonall koordinata-rendszerek lokalis koordinatait kijelold bazisvektorok két
tekintetben is eltérnek a Descartes-féle koordinata-rendszerek bazisvektoraitol. Egyrészt
tobbnyire nem egységvektorok, masrészt, mivel altaldban ferdeszogli koordinatarendszert
jelolnek ki, a koordinata-vonalak érintévektorai nem egyeznek meg a koordinatasikok
normalvektoraival.

A gorbe vonall koordinata-rendszerek altalanos targyaldsa helyett most olyan
koordinata-rendszerekre korlatozodunk, amelyeknek paramétervonalai minden pontban
merdlegesek egymasra. Ezeket a koordinata-rendszereket ortogonalis koordinata-rendszernek
nevezziik. Ilyen koordinata-rendszer példdul a géombi (vagy szférikus) rendszer, illetve a
fizikdban gyakran hasznalt hengerkoordinata-rendszer.

Az alapvetd kiilonbség a szokdsos derékszogli és az ortogonalis gdérbe vonala
rendszerek kozott az, hogy az utdbbiakban altaldban pontrol pontra véltoznak a koordinata-
vonalak érint6 (egység)vektorali, illetve a koordinata-feliiletek normalvektorai.

Legyen adott az (x,),z) derékszogli Descartes-féle abszolut koordinata-rendszer.
Tekintsiik a koordinata-rendszer origdjabdl induld r(x,y,z) helyvektort! Legyen adott egy

folytonos és bijektiv, folytonosan differencialhato r(x,,»,,z,) vektor-vektor fiiggvény.
Ekkor az X, ¥V, Z koordinatidk megadhatok r(x,,y,,z,) fiiggvényében:

X :)C()C*,y*,Z*) ) y :y(x*ﬂy*ﬂz*) 9 z :Z(x*>y*7z*) .

Az (x..y..z,) szamharmas fliggvényében felirhato az r helyvektor gdérbe vonala
ortogonalis koordinata-rendszerbeli alakja. Megjegyezziik, hogy a gorbe vonali rendszer
fliggetlen koordinatdi nem feltétleniil hosszusag dimenzidjuak. Koordinata lehet példaul
valamilyen egyenessel, illetve feliilettel bezart szog, ahogyan azt a szférikus koordinata-
rendszerben, vagy a hengerkoordinata-rendszerben latni fogjuk.

Vizsgéaljuk meg a gorbe vonalu ortogondlis rendszerben a koordinata-vonalak altal
meghatarozott érintd- és normalvektorokat, illetve a koordinata-gdrbék ivhosszat, az elemi
koordinata-feliileteket, illetve a koordinata-feliiletek hatarolta elemi gorbe vonali hasab
térfogatat!

Ortogonalis rendszerben a koordinata-vonalak érintévektorai és a koordinata-feliiletek
normalvektorai megegyeznek (1. abra). Jeldlje ezeket (i, j.,K.).
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1. abra. Ortogonalis derékszogli koordinata-rendszer egységvektorai az T(X,» V0> Z4)
pontban. 76. abra.

A koordinata-vonalak érint0 vektorai a Descartes-féle rendszerben:

.. Oy . 0z . . .

i+ yJ+ k=xi+y j+z . k=rl
- o) R Lk Lk “ >
ox, " Ox,

or. _ _0Ox
ox, 7 Ox

* *

or. _J(xi) _ox ., . )
— = =——1, hiszen az (x,V,z) derékszogli Descartes-féle koordinata-
ox ox Ox

rendszer, ahol az egységvektorok mindeniitt azonosak (helyzetiik az eltolastdl fliggetlen).
or, |[or

Vegyiik figyelembe, hogy 5~ = o

mert pl.

, azaz X. szerinti parcialis derivalt képzésekor a
Vs Zx

masik két valtozo allando értékli. Ezért a derivaltvektor éppen az x. koordinata-vonal
érint6jébe es, azaz i. irdnyl vektort ad. Az igy nyert érintdvektor azonban nem egységnyi
hosszlsagl, hanem:

Hasonloképpen:
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ahol az (7’, SEIANET ) abszolut értékek az an. Lamé-egyiitthatok.

A fentiekhez hasonléan adhatok meg a gorbe koordinata-feliiletek normalvektorai,
amelyek a koordinatafeliiletek gradiensei. Itt a gradiens az x. =const feliilet, azaz az (y.,z.)
koordinata-feliillet normalvektorat adja meg. Mivel a koordinata-rendszer ortogonalis, a
feliilet normalvektoranak az X. koordinatavonal érint8jébe, azaz i. iranyba kell esnie:

2 17
gradx, = Yo T j+ Yk =g i,
X oy oz -
tehat
g\' - + +
A d. [éi/ ) ! & b

¢és hasonloan

= I _ @7* ’ 0}.* ’ &‘j}* :
grad. =8.J-, s, _\/ [ @c] e e J ] :

& 2 A 2 & 2

gradz, =g k., ¢, :\/ [ ar] 15 OZ] ]

A(gx*,gy*,gz*) abszolut értékek a gérbe vonalu ortogonalis rendszer koordinatainak

ugynevezett elsé differencidlparaméterei. Mivel az ortogonalis gorbe vonali koordinata-
rendszerben az érint6- €s a normal egységvektorok megegyeznek, tovabba teljesiil, hogy

dx. =dr -gradx. =(r, dx.) -gradx. =(r, dx.dix) -gradx.

dr .
hiszen dx =r, =71 L_A fenti egyenldség analogjai alapjan felirhatjuk, hogy

r,gradx, =1 r -grady, =1, r_ -gradz =1,
A felirasbol kovetkezik, hogy ortogonalis gorbe vonall rendszerben az adott

koordinata-iranyhoz tartoz6 Lamé-egyiitthatd €s a koordinata elsé differencidlparamétere
egymas reciproka. Szorzatuk tehat 1.



Az r helyvektor dr differencialja az ( x., )., z. ) koordinatak megvaltozasa alapjan:
dr =r, dx. + r, dy.+r, dz. =r dxd. + ., dyje + 1. dzdks

A koordinata-gorbék ivelemeinek hossza rendre:
ds, =r.dx. ~ ds, =r_dy. ds. =r. dz.

Tetsz6leges térgorbe iveleme — az ortogonalitas miatt:

ds =2 dxt 412 dylert dz?)

A koordinata-feliilet elemeket egymadssal derékszoget bezard ivek jelolik ki. Az
i., j., K. normalist felszinelemek teriilete rendre:

dFr* :Vy*rz* dy*dz* ) dF\* :kx*rz* dx*dz* ) dF:* :rx*’/:v* dx*dy* .
A felszinelemek hatarolta elemi térfogat pedig:

dV =r rr. dxdydz

X.1.1. A skalar- és vektorinvariansok alakja a gbérbe vonalu
ortogonalis rendszerben

Tekintsiik a p(x.,».,z) skalar-vektor figgvényt (pl. a nyomdsi mezdt) €s a

v(x,,»,,z,) =v(r(x,,,,z,)) =v. =(u,,v,,w,) vektor-vektor fiiggvényt (pl. a szélsebességi
mezOt). Elsoként a skaldarmezd gradiensét, majd a vektormezd divergencigjat (illetve a

crer

Megadjuk a gyakorlati szamitasokban fontos érintd egységvektorok koordinata-
iranyok szerinti parcialis derivaltjait is. Ezek természetesen nem invaridns mennyiségek,
hiszen fiiggenek a koordinata-tengelyek helyzetétdl, az elmozdulasok iranyatol.

X.1.1.1. A skalarmez6 gradiense

gradp(r) :é)—p gradx, + P grady, + ar gradz, =
g’)x* 0’) . é)Z*



_p . dp . Op _op 1, op 1, Jpl
- 4 g\'*1*+ - g\‘*]*+ - g:*k* - 4 — 1+ A 7‘]*+ N 7k* -
X, ZA oz, ox, r, ov, r, oz, r,
o cp . 0
=P i, + P e + P k.

A fenti eredményt a kozvetett fliggvények derivalasi szabalyait felhasznalva kaptuk,
hiszen p(r) =p(x,(r),y,(r),z,(r)) .

X.1.1.2. A divergencia

A divergencidt a definicids egyenlet alapjan irjuk fel a koordinata-feliiletelemek
hatarolta elemi gérbe vonala hasébra (az ivelemek derékszoget zarnak be egymassal).

1
divv =—— Jdv.(r(x., v«,z.))dF.
dV;‘i (r(x«, y«, z+))

Az egymassal szemben 1év0 harom feliiletparra (a szemben levd feliiletek nem
ugyanolyan nagysaguak) elvégezve az integralast kapjuk, hogy:
(vv= | ‘

n Gy
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)
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[
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Gorbe vonalu ortogondlis rendszerben valtozik az egységvektorok térbeli helyzete.
Igy értelmes kérdés az egyes egységvektorok divergencidgjanak a meghatidrozasa. A
divergencia altalanos alakjabol kapjuk, hogy

lei* — 1 é’(ry*rz*) , lej* — 1 0/)(7/;(*//'2*) ,
rx*ry*rz* @C* rx*ry*rz* @*
divk, =L Ui

rx*ry*rz* &*

Természetesen divi. #=divi =0, és hasonldan div j. #divj =0, divk. #divk =0,

X.1.1.3. A Laplace-operator



Szintén invarians mennyis€g a skalarmez6 Laplace-operatora:

Ap =divgradp |

A definicios egyenlet szerint:

Ap = 1 :0 rua. ép RGN N
rorLr, | ox

R <k

c [ e Op
i

r, Ox,

¥ (7..1)* i}* CD.V*

X.1.1.4. A rotacio

A rotaciot szintén az invaridns (integral alaka) definicio alapjan allitjuk eld. Azt
hasznaljuk ki, hogy a rotdcionak adott koordinata-feliiletre merdleges (n,) komponense

megegyezik az adott koordinata-feliileten vett cirkulacio és a feliiletelem hényadosaval,
midon a feliiletelem mérete nulldhoz tart

1
rotv |, :di Jvdr
e dG,,

ahol dG,, a dF, feliiletelemet koriilvevé zart gorbe keriilete. Meghatarozva a kijeldlt
vonal-integralokat, a rotacié komponenseire adodik:

0( ’*A*) 1 (:J(‘W F, ) (:J(v*r'*)
- [v*rl* +—dz [+, dy = P ‘1
oz, N ZA oz,

A masik két komponens értéke hasonlé megfontolasok utan:

1

r.r

k! 2k

) O,
oz Ox,

*

1

r.r

ok K

0/’(\/*7}*) _ é’(u*lf\,*)
ox. oy

* *

rotv

rotv| , =

vk

A gorbe vonalu ortogonalis rendszerben az egységvektorok rotacidja sem nulla.

1 ory (1 on,

roti, =j.
I’j\,* I”__* ﬁZ*

gradr_ Xi,
oy, . o

"
7 Xk ]Vr* X,

illetve a masik két egységvektorra:

1 1
rotj, =—gradr,, Xj. rotk, =—gradr, XK.
r, ’ ’ r ) )

)* Z*



Végezetiil, levezetés nélkiil, példaként megadjuk az 1. egységvektor parcialis
derivaltjait.

Ol 1 or,. 1 or,

—_— — ‘]*—_

ax* ry* éy* - ﬂz* ’ éjy r, Ox

* Xk *

A, 1or,., oi. 1 o,
k* = - J*, =— =

oz, o, Ox

Xk *

A masik két egységvektor derivaltjai hasonld elvek alapjan adhaték meg. E derivaltakbol
természetesen eldall az adott egységvektor divergencidja €s rotacioja.

X.2. A szférikus koordinata-rendszer

A globdlis vagy hemiszférikus folyamatok modellezésében a 1égkori
mozgasrendszereket, mint mar emlitettiik, szférikus koordinata-rendszerben a legegyszertibb
leirni. A szférikus rendszer — kiillondsen a nem hidrosztatikus feltételezés mellett — a mezo-
skalaji modellezésben is egyre fontosabb szerepet jatszik.

Eloszor a nyugvonak képzelt Foldhoz rogzitett abszolut szférikus rendszerrel
foglalkozunk.

A gombi koordinatarendszer fliggetlen koordinatai két szog és egy tavolsag (&, @,r),
amelyeket az (*>)>Z) Descartes-féle abszolut koordinata-rendszerhez viszonyitva irunk fel a
2. 4bra szerint.

AR
~

2. ébra. A szférikus koordinata-rendszer felépitése.

Az @ sz0g a vizsgalt ponthoz huzott r vektor (x,)) sikra vett vetiilete és az ¥ tengely
altal bezart szog, ¢ az r vektornak az (x.)) sikkal bezart szoge, mig az ' a koordinata-
rendszer kozéppontjatdl vett tavolsdg: a helyvektor hossza! E rendszerben a Lamé-
egylitthatok rendre:

o =1, =reosg, 1, =r,=rop = =l



A Descartes-rendszerbeli  koordinatak kifejezhetok a szférikus rendszerbeli
koordinatakkal:

X =reos@geosa -y =rcosgsina |z =rsing

Megforditva pedig:

z
a zarctgl , @TaAaclg———— = [y )2+,

x X +y

X.2.1. Fizikai koordinatak

A gombi koordinata-rendszerben két szog- és egy tavolsag-koordinatat hasznalunk. A
szogkoordinatdk iddderivaltjai nem sebesség, hanem szogsebesség dimenzidjiak, és a
koordinata vonalakhoz rendelhetd bazisvektorok sem egységvektorok. Emiatt ezek a
mennyiségek nehezen hasonlithatéak Ossze a szokdsos mérési adatokkal. Emiatt bevezetjiik
az ugynevezett fizikai koordinatakat, amelyek a szférikus rendszerbeli koordinéta valtozasok
helyett a vizsgalt pontbeli tényleges elmozdulasokat jelentik.

Az (X.)>Z) rendszerbeli elemi elmozdulasokat jelolje dx, dy, dz; az (a,p,r)
abszolut szférikus rendszerbeli da,d@,dr  koordinata-valtozasokhoz tartozo tényleges
elmozdulasokat pedig dx,,,dy,,.dz . Az elemi elmozdulasok és a koordinata-differencialok
kozott a

dx,6 =rcospda, dy, =rde, dz,K =dr

Osszefliggések allnak fenn. A dx,,dy,.dz, differencidlok a fizikai koordinatdk elemi
megvaltozasai.

X.2.2. Sebességek és gyorsulasok a szférikus koordinata-
rendszerben

A szélsebesség-komponensek az (X»»Z) rendszerben:

dx . dy . dz .
==X ,V=——"=y ,w=—=z,
d¢

d¢ dt

Az abszolut szférikus rendszer lokalis koordinata-rendszerében a sebességkomponensek az
elemi elmozdulasok €s a hozzajuk sziikséges kicsiny id6 hatarértékeként adodnak:

i Ax, i reospAa _dx, . da it
= 11’1’17 m - —rcoS¢/—— —=rcos
an—0 A a—o A de de

Ay, rAp dy,, de
w —lim—— =lim = =r
A—0 A aso0 A dt dr

=ry,




Az, dr .

sa

Wy, =lim =—=r,
M Ao AL dt

vagyis

V.VL[ :r COS ¢alﬂll + r¢-].§'d + rk.\'{l .
A gyorsulas meghatarozasa azonban nem ennyire egyszerli, mert az abszolit szférikus
rendszerben a bazisvektorok valtozdsa miatt a gyorsulds komponensei nem egyeznek meg a

sebességkomponensek derivaltjaival.

A gyorsulés a Descartes-rendszerben:

dv (du dv dw
a=(a,a,a)=""= " |,
o dr \dr dr dt
Vagyis
du d*x . dv d*y . dw d°z .
a =— = > =X,a, == =y, a == > =Z.
dr dt o dr dt dr dt

Az abszolut szférikus rendszerben azonban a gyorsulds komponensei nem olvashatok le a
sebesség derivaltjat megado egyenletbdl:

dv, d
a ="V —

. . du_ . dv . dw, di, dj. dk
7(£!.::!1_~'s{ + 1)‘_::!\]_::{ + H k ] = = + = + - k s +“’ = + l“ ‘]M{ + H. =

a0 sa

- - 1 i sa 56 sa sa sa
dr dt de & dt s dt dt dt dt
A gyorsulaskomponensek meghatarozasdhoz érdemes egyenként kifejezni a fenti
egyenlet hat tagjat, majd az abszolut szférikus rendszer bazisvektorai szerint rendezni az

eredményt. A meteoroldgia szamara alapvetdek a mérhetd (MWVWWW,) sz¢élsebesség-

komponensek, ezért az eredményt toreksziink mindeniitt ezekkel a valtozokkal kifejezni.
Az elsO tag:

du, . d

li'(l
de & dr

N

da . . ) .. .
1 cos @E i, =(7 cosqcr - rsinggce +rcos ger) i

illetve lokalis sebességekkel

dLlS([ i —
dt sa

oo uw, u._v
Sa Sa sSa -~ sa 3
1 Ccos ¢a+—r i tgqﬂ] i,.

A masodik tag:

-]S(l :( jﬁ@ + ’/'¢) jSU 3

dv_ . d[d_gp

= .]Y(l = r
dr del dr

illetve a lokalis sebességekkel

10



dv

Sa

dt

V.S'( 1l w\'ll

r

J.\'({ = }ﬂw + J.Yll M

A harmadik tag:

Tdelde

dw, k. d[dr
de 7 dt

] k,Vll :}ﬂk.\‘ﬂ b

illetve a lokalis sebességekkel

dw, d(dr :
- k sa — sa = Wk sa *
dt — delde) ‘
A negyedik tag:
d i sa é?i sa (})i sa é’i sa é’i sa
uA\'tl » = sa » + uSU » + VSU A + WS[[ -~ l
d t ﬁt axé‘[/ ﬁy.\'él 023’([

Az i, egységvektor teljes id6beli megvaltozasa négy tag Osszege. Természetesen az
A,
ot
hossza sem. Szintén nem valtozik az i, egységvektor irdnya, ha az elmozdulas sugar iranyq,
vagy ha hosszlisagi kor mentén torténik. Az eltolt és az eredeti egységvektort kozds

al.\([ :0’ al.\'([ :0 .
Y, oz

sa Sa

=0

egységvektor adott helyen az iddben nem valtozik . Nem valtozik az egységvektor

kezdépontba hozva a kiilonbségvektor nulla lesz

Viltozik viszont az egységvektor iranya, ha a szélességi kor mentén mozditjuk el,
tehat:

iy,
sa dt éa&:

sa

A Ax,, tavolsagra elmozditott egységvektor és az eredeti i, egységvektor kiilonbsége a
Fold forgastengelye felé mutat, és parhuzamos az Egyenlitd sikjaval. (3. abra.)

11
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3. abra. Az 1, egységvektor valtozasa. A ﬁ? parcialis derivalt meghatdrozasanak

sa

szemléltetése. Fig. 2.2. Holton J. R., 1972: An introduction to dynamic meteorology.
Academic Press, New York and London. 25. oldal.

A 3. abra szerint:

A, . da .

] - :( J.\':f Sme- k.\'u cos Qi) . :( J.&':l SIn - km cos q/) .
ox,, rcos gpd o rcos @
tehat

di a . rcos@a
sa — sa_ . . : - —
U, =ug, =1 cosgna(lm sing- k, cosgﬁ) =
d¢ & rcosg

sSa

=rsin gcos g &)’ j,, - r(cosg)? (&)’ k.
Az 6todik tag:

di _, |9 ), Ty, Tl &y

+v +w

1%
sa ds sa Ot sa Ax sa é)y sa Oz

sa sa sa

oj,
P :0]. Nem valtozik az egységvektor akkor

Az egységvektor lokélisan nem valtozik

aj,
—o”JM 20] . Mind a szélességi, mind a hosszisagi kor

z

sa

sem, ha az elmozdulés sugar iranyt.

menti elmozdulas sordn valtozik az egységvektor iranya.

L[ é«] sa + V 5&] sa

sa ﬂx sa ay

sa sa

.
JS(I ot

V.\' a d [ sa
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Nézziik a J,, egységvektor elmozdulasait! Ha az egységvektort szélességi kor mentén
keletre mozgatjuk, akkor a Ax,, tavolsagra elmozditott és az eredeti egységvektor kozotti
kiilonbségvektor nyugati iranya lesz. Nagysagat konnyen kiszdmithatjuk, ha a j,,
egységvektor Egyenlito sikjara es6 vetiiletét vizsgaljuk a 4. abra szerint.

. é’j\'{l . . .
4. é4bra. A ), egységvektor valtozdsa. A ﬁ parcialis derivalt meghatarozasanak

szemléltetése. Fig. 2.3 Holton J. R., 1972: An introduction to dynamic meteorology.
Academic Press, New York and London. 26. oldal.

Sa

j
Ox.  recospda ™ ro

sa

_- singpdai _ gy,

= =i

Haa j,, egységvektort hosszusagi kor mentén mozgatjuk el Av,, tavolsagra, akkor a

kiilonbségvektor a Fold kozéppontja felé mutat, tehat ellentétes a K, egységvektorral. Az
elmozdulas az 7 sugaru koriv mentén torténik (5. abra).

@ __ dwksﬂ =" ll(S[l .

dy, rdg r

A két parcialis derivalt ismeretében most mar felirhatjuk az 5. tagot is.
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dj Jj g | . gy 1
y Sd —y, ~ JIsa \ ~ dsa — | = g g : -
sa d - Lm um - + \’m - =re rcos g . lm I . km )
t oX, CVeu / 7
vagyis
dj . .
Sad — - 2
v, i =-rcosgpaptggi - ro’k, .

. é)jYLI . . .
5. abra. A J,, egységvektor valtozdsa. A $ parcidlis derivalt meghatarozasanak

szemléltetése. Fig. 2.4 Holton J. R., 1972: An introduction to dynamic meteorology.
Academic Press, New York and London. 26. oldal.

sa

A hatodik tag:
dk, K, Kk, K, K, Kk, K.,
H,.u.' — = H}m qj[ + u.\'(r - —+ v.\u - —+ H).\'u - - = H,.su U d A —+ ‘)m -
ds ot ox, v, oz, ox,, v,

A K, egységvektor a hosszisagi és a szélességi korok menti elmozduldsa soran

valtoztatja meg az iranyat. Ha a K, egységvektort egy szélességi kor mentén keletre

mozditjuk, akkor megvaltozik Egyenlitd sikjara es6 vetiilete. A kiillonbségvektor keleti iranyu
lesz.

Jk, cospda , 1,

Sa

- sa o

i
ox, rcospda 1

sa
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Hasonl6 valtozast figyelhetiink meg, ha a K, hosszusagi kor mentén északra mozdul.
A kiilonbségvektor itt is az elmozdulés iranyaba, északra fog mutatni.

Jdk, de . 1,

sa

ay,, _rdga

sa = Jsa

A hatodik tag alakja tehat:

dk.va — [/ka é‘km — syt N
M/.va d[ _Wm um (Qx +v.w1 f,y =Cos g1 (llm 7 @Jm .
“ Nsa “ Vsa |

X.2.2.1. Az abszolut szférikus rendszerbeli gyorsulas

A hat tag Osszeadasaval kapjuk az abszolut szférikus rendszerbeli gyorsulas egyes
komponenseit

o 2uow 2u v, &
‘ ) .'(- COS Q/“(;t + h(f‘ N - AU.’ S tg Q-‘
reos g+ 2¢( 7 cos - rgsin @) ! !
dv,, T . L 2veow2uu
=l pe+ 2@t ra’ cos@sing =|  re+ Tre g T g
dr . -5 S r r
P @t - rcost g .
‘ I - }.\-H Lr\-{f
r r

X.2.2.2. A Navier-Stokes egyenlet az abszolut szférikus

rendszerben
Az egyenlet alakja:
dVya —- ivmp— VM(DM +F5u(V5a) P
dr |, 1y
ahol
@D
1 1 &.YU O
- _Vmp - — ﬁ Py - V\a(b.m = 0
p /0 sa -
S g(!
@D
&S({
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X.2.3. A relativ szférikus koordinata-rendszer

A meteorologiai folyamatokat az € szogsebességgel forgd Foldon irjuk le. Ezért az
abszolut szférikus rendszerrdl attérniink a relativ szférikus rendszerbe. A meteorologiai
gyakorlatban ezt a relativ, Q szogsebességgel forgd rendszert hasznaljuk. igy a tovabbiakban
e rendszert egyszeriien csak szférikus rendszernek nevezziik, és $ indexszel jeloljiik.

Helyezziik az abszolut szférikus rendszer kozéppontjat a Fold kozéppontjaba! A
relativ szférikus rendszer fiiggetlen koordinatai:

a Fold kozéppontjatdl vett  tdvolsag;

a ¢ foldrajzi szélesség és

a A foldrajzi hosszusag.

Az abszolut szférikus rendszerbeli @ ¢és a relativ rendszerbeli A szdg (az adott
hosszusagi kor) kozott fennall az

a=Qt+ A
Osszefiiggés. Teljesiil tovabba, hogy
G=Q+1 és & =1.
A szférikus rendszerbeli elemi elmozdulasok:
dx, =rcospdA  dy =rde  dz =dr,

Az elemi elmozduldsok figyelembevételével az abszolut szférikus rendszerhez hasonldan
felirhatok a Lamé-egyiitthatok, illetve az elemi feliiletek és az elemi térfogat.

A koordinata-iranyok szerinti sebességek az

rCOS@Ccos A

r. =| rcosgsinA

N

rsin @
pontban:
dx, . : dy, . . dz, . .
U, =—> =X, =rcosgA , v, =—>=y =re, w, =—> =z =r,
tode v Ta T Code

A megfeleld koordinata-iranyok szerinti gyorsulasokat tigy kapjuk, hogy a szférikus
koordinatarendszerben kifejezett
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by 2”.\'({ ll"_ 2 U sa v s
’ ‘ 1 cos o + ‘ g g
rcos o + 2¢( i cos @- resn qz?) !
dv, . 5 . . 2vow 2u u
Sa— ’.Q)_'_zrgp_'_’.(z COSQPSH‘I Q'y — I,¢7_+ sSa o sa Sa sd th/
dr . s ., r r
F=FrgT = 1 CcosT ga” 5 5

r r

gyorsulasokban elvégezzitk az ¢ =Q + 4 és ¢z =4 helyettesitést.

rcosgﬂ/'l.+2(£2+ﬂ)(i;cos¢— rqbsingﬁ)
d . :
Vo rqp+2rqp+r(9+ﬁ)2cos¢sin¢
dt L,
7= r¢’- rcos’ W(Q +1)
d r coqqm +2rQcosg+ 245 cosy- 2rgQsing - 2r gm sin g
(It' =| rg+ 25+ rQ’ 00§¢§1n¢+2i£2/1009¢91n¢+1/L“ COS @sin
F-r@ - rQcos” @- 2rQAcos’ @- A% cos’ @

A gyorsulasban szerepld tagok most mar kétféle koordinata-valasztasbol adodo hatast
is hordoznak. Egyrészt tartalmazzak a szférikus koordinatarendszer bazisvektorainak
valtozasabol eredd hatdsokat, masrészt megjelennek benne a a forgd koordinatarendszer mint
gyorsulo koordindtarendszer hatésai.

A gyorsulast a lokalis koordinata-rendszerben mérhetd mennyiségek, tehat az
u, =rcosA, v, =rg, w, =r lokalis szélsebesség-komponensek és u v, w, gyorsuldsaik

segitségével érdemes kifejezni. Ez a mennyiség éppen a lokalis forgd szférikus rendszerhez
képest vett gyorsulast adja meg.

AZ . . ..
u, =rcos@A- rsin@ggl +rcosgi
v, SrQHrQ

W—I’

sebességderivaltak konnyen felismerhetdek az abszolut gyorsulasban, ha kissé atrendezziik
azt:

r COSQ/L + 0 cos¢ - 1¢/L sin g +2rQcosg +Ar cosq- 2rgQlsing - ;qm sin ¢

r@+ @+ g+ rQ7 cos @ smq +2;£2/ch15¢ sin ¢ + 204 cos@sin ¢

dv

St

dt
F-rgt - rQ cos” g- 2rQ A cos’ @- A’ cos’ @

A szférikus sebességek értelmezését, a sebességkomponensek fenti megadott
derivaltjait, valamint a Fold sz0gsebesség-komponenseivel értelmezett
S =2Qsing, [ =2Qcos@  Coriolis-paraméterek definiciojat felhasznalva az abszolut
gyorsulds komponensei a
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+

y , O -
u +lw + v, tg
r r
dv,, w,
o=y g+ % 40 cos gsin @+ fu,
d¢ r
A
W, - == Q% cos® - lu, -

N

r

u N u N

7

~tgg

alakban is felithatok. A masodik és harmadik komponensben szerepld rQ°cosgsing és
- rQ% cos’ ¢ tagrol az abra alapjan adodik, hogy a centripetalis gyorsulas északi iranyt és
vertikélis komponensének felelnek meg.

X.2.4. A mozgasegyenletek alakja a forgd Foldén

Az abszolut gyorsulast megadd formulabol kifejezhetjiik a relativ gyorsulasokat:

du dv . uy
S = sa +.](VV - ZW\, s s 455 3 S tg@
dt dt |, ’ ’ r r
dv dv . WYy, uu
S = sa - Aﬁly +Ef sin gp_ s°s _ s7S tg§0
dt dr ), ) ‘ r r
dw. dv. uu, v,
s — sa +Z7/l( - Ef COS¢ 4SS s
dt dr /., ’ ‘ r r

Ha az abszolut gyorsulaskomponensek helyébe a Newton torvény értelmében beirjuk
a légkorben hato erdket, akkor megkapjuk a mozgasegyenletek relativ koordinatarendszerben
hasznélatos alakjat.

du,

uy

1

) Op+F +jV - IW - N + §° S8 tg$
d¢ 0 0x r r
d 1 . .
Lo LDy g - i 4 F sing- 2 Mg
ds Yo 6)/ : ’ 7
dw, __1Jp +F, - g+l - F, COS¢+u5u5 A
d¢ e Oz : r 7

A gyorsuld koordinatarendszerben szokésos értelmezés szerint az egyenletek jobb
1dp 1op 10p
poox pdy poz

) és a gravitacios er ( 0,0,- g) komponensei mellett a tehetetlenségi erdk, a

oldalan megjelennek a valodi erdk, a gradiens erd (- — ) a surlodasi erd

(F..F,.F,

Coriolis-erd (fv, = Iw,,- fir,,lu.) és a centrifugalis erd (£, sing,- F,, cosq) gsszetevéi. Az
egyenletekben talalhaté tovabbi tagok az ugynevezett metrikus gyorsuldsok, amelyek a
szférikus koordinata-rendszer alkalmazasdnak kovetkezményei. Ismételten felhivjuk a

figyelmet arra, hogy a mozgasegyenleteket egységnyi tomegl levegdre irtuk fel, ezért az
egyenletekben szerepld tagok gyorsulas dimenziojaak.

18



X.2.5. A Féld geoid alakja

Koradbban megallapitottuk, hogy mind a gravitdciés, mind a centrifugalis erd
potencialos, ezért a két erét sszegezve effektiv gravitacios erdt definialhatunk:

g, =g+r Q°,

ahol r, nagysaga a Fold forgastengelyétél mért tdvolsag, irdnya pedig a tengelytdl kifelé
mutat. A gombi koordinatarendszerben bevezetett jelolésekkel ‘l‘i’ =rcose. Az el6z6

fejezetben a nehézségi erd definialasakor is hasonlo utat kovettiink, de ott a gravitacios erd
iranyanak valtozasatol eltekintettiink. A gdmb alaka Foldon a gravitaciés er6 a Fold
kozéppontja felé mutat, a centrifugélis és a gravitacios ereddje, a g, effektiv gravitacios erd
azonban kissé eltér ettdl az iranytol, ami azt eredményezi, hogy az effektiv gravitacios
eronek van a horizontalis sikba esd dsszetevoje.

Az effektiv gravitacidos erét a gravitdciés er6hdz hasonldan potencialbol
szarmaztathatjuk:

g = Vo, .

Az allando potencialu feliiletek azonban most mar nem gombfeliiletek, hanem kissé
lapult alakzatok. Mint mar megallapitottuk, a centrifugalis erd sokkal kisebb a gravitaciosnal,
nagysaguk aranya a Fold felszinén kozelitéleg 3-107°. Igy az effektiv gravitacios erd
iranyanak a gravitacios er6tdl valo eltérése kozelitdleg ennyi radian. Emiatt ez a hatas
tobbnyire elhanyagolhat6.

A meteorologiaban a légtomegek horizontdlis mozgasdban dontd szerepet jatszik a
Coriolis-erd, amelyhez képest kozepes szélességeken a centrifugélis erd horizontalis
komponense nagy lehet:

2 .
Eﬂmrizamdli.\‘ _ RF(S/(/Q COS ¢Sln ¢ - RF[)'/(/Q
F

Co

~10 ,

u2Qsin @ 4u

Amennyiben tehat ragaszkodunk a pontosan gémb alaku Fold elképzeléséhez, akkor
horizontalisan is a vertikdlishoz hasonld hidrosztatikus hatasok alakitandk a légkor
egyensulyat. (A geosztrofikus egyensuly helyett a nyomasgradiens és a centrifugalis erd
keriilne egyensulyba.)

Az ellentmondast azzal oldjuk fel, hogy az effektiv geopotencial gradiensének
iranyat tekintjiik a tovabbiakban fliggéleges iranynak. Ekkor a centrifugdlis erdnek nincsen
horizontdlis komponense. Ugyanakkor azonban minden geometriai szamitasban az
ekvipotencialis feliiletet gombbel kozelitjiik. fgy kicsiny geometriai hiba aran nagy dinamikai
hibat okoz6 hatastol szabadulhatunk meg!

Az 1d6k soran a Fold be is allitotta ezt az egyensulyt. Az egyenliténél kihasasodott,
¢s felvette az effektiv geopotencidl megfeleld ekvipotencidlis feliiletének alakjat. Ezt az
alakzatot geoidnak nevezziik. Ez azt jelenti, hogy az effektiv gravitacios erd iranya adott
helyen j6 kozelitéssel merdleges a Fold felszinére.
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A geopotencial ennek megfeleléen csak a magassag fiiggvénye, €s amikor a gombi
koordinatakat hasznaljuk, akkor 7 értékét mindeniitt a Fold felszinbére merdleges iranyban
mérjiik fel. Ezt azért tehetjiik meg, mert a Fold lapultsadga rendkiviil kicsiny. ( A Fold polaris
atmérdje 12714 km, egyenlitdi atmérdje pedig 12756 km.)
A geoid alaka Fold kovetkezménye, hogy a nehézségi gyorsulasi erd (a helyi
fiiggdleges irdnya) nem pontosan a Fold kozéppontjaba mutat. Az eltérés szoge I”.
Gyakorlati szamitdsokban kihasznaljuk, hogy ¢ >>»>0 tovabba

cos(p+)y) =cos@  sin(g+))=sing

A tovabbiakban az effektiv graviticidos gyorsulast nem kiilonboztetjiik meg nehézségi ill.
gravitacids gyorsulastol, és gravitacios gyorsuldsként a

g =g, cosy- rQ’cos’ @

kifejezést hasznaljuk. Ismételten megjegyezziik, hogy a numerikus modellekben alkalmazott
szférikus rendszerben a koordinatazast tekintve gomb alakt Folddel dolgoznak. A geoid
alakot a nehézségi gyorsulds nagysdgaban vessziik figyelembe. A centrifugalis erét, mint
kényszererdt, beépitjlik a gravitacids erdbe.

A modellekben eltekintenek a gravitaciés eré ¢és a helyi fliggbleges kozotti
eltérésektdl, tehat a szférikus rendszerben a gravitacios erd ,,mégiscsak™ a Fold kdzéppontja
fele mutat. Ez a kozelités érthetd, hiszen a gravitacids erd nagysagat helyesen irtuk fel, s igy
a gomb alaki Fold mar nem a meghatarozé hibaforrasa a 1égkori modelleknek. Sokkal
nagyobb problémat jelent pl. a kezdeti- ¢és peremfeltételek pontatlansidga, a
modellegyenletekben alkalmazott elhanyagoldsok, a parametrizacios eljarasok pontatlansaga
¢s nem teljes volta, tovabba az egyenletek megoldasakor jelentkezé numerikus modszerekben
¢s a szamitogép szdmabrazoldsaban rejld hiba.

X.3. A hidro-termodinamikai egyenletrendszer alakja a forgo
Foéldon

X.3.1. A mozgasegyenletek

Felhasznalva, hogy a centrifugélis er6t beépithetjiik a gravitacios erébe, a mozgasegyenletek

du. 1 2 . uyv, uw

S —o p +_vK - /W\. + s°S th)_ s s +F:.\.
d¢ P OX, ’ Cr r o
dv 1 2 .uu, VoW

S —o p - 'fu\ - sS tg¢_ s s + F‘w
dr 0Oy, S r o
dw, __ 1 Jp _ g+l + U, Vv, VF
dt PO Oz, & r o

ahol / =2€2cos @ a Coriolis-erd altalanos alakjaban szerepl paraméter.
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X.3.2. A kontinuitasi egyenlet

A kontinuitasi egyenlet atirdsdnak kulcsa a sebesség-divergencia felirdsa szférikus
rendszerben. Ezt kdnnyen megadhatjuk a Lamé-féle egyiitthatok

r, =rcosg = r, =r r.. =1
alapjan, illetve a sebességkomponensek és az elemi elmozdulasok ismeretében.

divy = 1 (U r, 1) (/(vjruizj) N (W T Ty)
’ ¥ \sr\si-s CA Ugﬁ

1 [20cosgh) A0 cosgi) | a(pzcosm;)l ~

2 cos@ i oA op ar
—_— l rrcos ¢ (?(f) + 17 cos g Ag) -rosin g i{[ + 7 cosg (?(j ) + 2/ cos q;r'-%j. =
rrcosgr| on @ g o v

au Zy w
=+ —+ - —1tg :
&, &, r r

N

A kontinuitési egyenlet (kihasznélva, hogy a skaldrmezd teljes idobeli megvaltozasat leird tag
formailag nem valtozik):

dp du, v, oOw, v, 2w,
=Pttt gt —
dt ox, Oy, Oz, r r

X.3.3. A termodinamikai egyenlet

A termodinamikai egyenlet csak invarians iddderivaltat tartalmaz, ezért

de _10d0

dt ¢, T dt -

alakja valtozatlan.

X.3.4. A nedvességszallitasi egyenlet

A termodinamikai egyenlethez hasonldan ennek alakja sem valtozik.
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X.3.5. Az allapotegyenlet

Az allapotegyenlet alakja is valtozatlan.
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