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1. Bevezetés

A 1égkor nagyskaldju cirkulacioja légtomegek és nyomjelzé anyagok keveredését
okozza. Ez a keveredés szamos légkori jelenségben fontos szerepet jatszik. Ezek kozé
tartozik példdul az emberi eredetli légszennyezés terjedése, az antarktiszi 6zonlyuk
kialakulasa, vagy olyan aktudlis problémak, mint a vulkankitorések soran levegdbe keriild
hamunak, gazoknak és aeroszol részecskéknek a sodrodasa. Gondoljunk csak arra, hogy az
izlandi Eyjafjallajokull vulkéan 2010. aprilisi kitorésekor levegdbe kertilt hamufelhd miatt
Eurdpa szdmos részén repiilési tilalmat rendeltek el, amely amellett, hogy megnehezitette
az utazni vagyok életét, a légitarsasdgoknak is hatalmas gazdasagi veszteségeket okozott.
Mivel a szabad l1égkori aramlasoknak fontos szereplik van a nyomanyagok szallitdsaban,

ezért Iényeges kérdés az itt zajlo sodrodas tulajdonsadgainak tanulmanyozasa.

Dolgozatomban elsdsorban konnyt részecskék, gazok sodrodasaval foglalkozom. A
sodrodas jellemzésére hasznalatos egyik modszer, ha olyan nyomjelzé anyagok
trajektoridit kovetjilk, amelyek passzivak €s anyagi tulajdonsagaik azonosak a kdzegével.
Ekkor a részecskék pillanatnyi sebessége megegyezik az aramlés sebességével. Az dramlas
(a sz¢élmezd) id6ében valtozik, kétdimenzios i1dofliggd aramlésban torténd sodrodasban

pedig altaldban bonyolult, kaotikus mozgasok alakulnak ki.

A légkorben a felszint6l tavolabbi rétegekben az 4aramlatok kozelitdleg
kétdimenzids (allandd potencidlis homérsékletii) feliiletek mentén szallitjak a
légtomegeket, ezért numerikus kisérleteinkben a részecskék trajektoridit izentrop feliiletek
mentén szamitottuk. A vizsgéalatokhoz hasznalt szélmezd adatai az ERA-Interim

adatbazisabol szarmaznak.

A szélmezd komponenseit csak adott (1,5°x1,5° 6 oOra) felbontdsban ismerjiik.
Azonban a részecskék nem feltétleniil racspontokban helyezkednek el, igy
sebességkomponenseiket a kornyezd racspontok sebességértékeibdl interpolacioval
becstiltiik. A megfeleld interpolacios eljarast annak alapjan valasztottuk ki, hogy olyan
aramlasi mezdében, ahol ismerjiikk a pontos sebességértékeket, melyik interpolacié adja a
valosaghoz legkdzelebbi értékeket a sodrodas jellemzdinek szamitasakor (1d. Fiiggelék,

F.1. fejezet).

A dolgozat célja a szabad légkorben zajloé kaotikus sodrodéas vizsgalata, annak
bemutatasa, hogy a kaotikus viselkedés milyen mennyiségekkel jellemezhetd, és a fobb

tulajdonsdgai hogyan jelennek meg a sodrddasi képeken. Ezek a jellemzdk a kezdeti



feltételekre valod érzékenység (a mozgas hosszl tavon eldrejelezhetetlen, két egymashoz
kozeli részecske palyaja kis 1d6 elteltével erdsen eltér egymadstdl), az idében szabalytalan
mozgas és a bonyolult, de egyben rendezett (fraktal szerkezetii) geometriai megjelenés. Ha
egy kozeg valamilyen tulajdonsaga (példaul a nyomjelzé anyag koncentracidja) kezdetben
eltér6 a kozeg kiillonbozd tartoméanyaiban, a nyomanyagok aramlasi térben torténd
szabalytalan, kaotikus mozgasa hatékony keveredést idéz eld. Az emlitett tulajdonsdgokra
passziv nyomjelzd anyagok, illetve az ezekbdl all6 részecskesokasagok terjedése, eloszlasa

utal a sodrodasi képeken.

A 2. fejezetben bemutatjuk a kaotikus viselkedés tulajdonsagait, illetve a kaotikus
sodrodas peélddjan keresztiil megismerkedhetiink azzal, hogy ezek a vonasok milyen
mennyiségekkel szamszerlisithetok. A 3. fejezetben attekintést adunk a szabad 1égkdrben
zajlo  sodrodasi folyamatok vizsgalatdban a szakirodalomban eddig bemutatott
eredményekrél, illetve a mar vizsgalt mérészamokrol (pl. Ljapunov-exponens, korrelacios

dimenzid).

A 4. fejezetben a felhasznalt adatok, illetve az alkalmazott mddszerek ismertetése
kovetkezik. Az 5. és 6. fejezetben szimulacidink segitségével megmutatjuk, hogy egy
kezdetben koncentralt szennyezésfelhd sodroddsa sordn egyre jobban szétoszlik, a
sodrodasi képen finom szalas szerkezetet alakit ki. A fejezetekben sorra vessziik, hogy a
kaotikus mérészamok szemléletesen mit jelentenek, és megbecsliink olyan mennyiségeket
is, amelyeket tudomasunk szerint 1égkdri sodrodasban még nem vizsgaltak (pl. topologikus
entropia, informacids dimenzid). Bemutatjuk, hogy a szennyezésfelhd szalainak hossza
id6ben sebesen no, a gylirddések eredményeképpen pedig a kezdetben kicsiny felhd elébb-
utobb beteriti az egész féltekét. Igy a kaotikus jellemzokon kiviil meghatarozzuk, hogy a
felhok atlagosan mennyi id6 alatt érnek korbe egy féltekén, valamint mennyi idébe telik,
mire nagyjabol egyenletesen beboritnak egy féltekét (7. fejezet). Ezt az iddtartamot eddig
részletesebben csak forgd kadas kisérletekben vizsgaltdk (Homonnai, 2008). Mi

meghatarozzuk a korbeérési és homogenizalodasi idok foldrajzi és évszakos eloszlasat is.

A 8. fejezetben egy vulkankitorés gazfelhdjének példdjan keresztiil Osszevetjiik a
szimulacioval kapott sodrodasi képeket a 1égkdri megfigyelésekkel, €s a mitholdfelvételek
segitségével megbizonyosodhatunk réla, hogy a szimuldcidoval bemutatott sodrodasi
tulajdonsagok megfelelnek a légkorben valoban lezajlo folyamatoknak. Az utolsd

fejezetben az eredmények Osszefoglalasaval zarjuk a dolgozatot.



2. A kaosz és kaotikus sodrédas tulajdonsagainak

attekintése

2.1. A kaotikus viselkedés jellemz6i

Mar régen megfigyelték, hogy a sok 0Osszetevobdl 4allo6 rendszerekben igen
bonyolult viselkedés valdsulhat meg. Ilyen példaul a részecskék bonyolult palyan valo
bolyongasa egy szobaban, ami a részecskék egymast koveto litkozésének kovetkezménye.
Mivel ezek a rendszerek szdmtalan kolcsonhato részecske egyiittesébdl allnak, a mozgas
bonyolultsdga nem meglepd. Azonban kevés 6sszetevobdl allo, egyszerli, determinisztikus
rendszerekben is kialakulhatnak idében bonyolult, szabélytalan jelenségek. Ennek feltétele,
hogy a rendszerben nemlinearitas legyen jelen. Ez azt jelenti, hogy a mozgis nem
egyenesen aranyosan fiigg a mozgast eredményezd hatastol, hanem annak Osszetettebb

figgvénye. Az ilyen rendszerekben létrejovo szabalytalan mozgast kaotikusnak nevezziik.

Henri Poincaré (1854 — 1912) francia matematikus 1890-ben egy nagyon
leegyszerusitett, harom testbdl all6 Naprendszer stabilitasat vizsgalta. Megallapitotta, hogy
a harom, egymadas gravitacios terében mozgd test nemperiodikus palydkon haladhat,

bonyolult ttvonalakat jarhat be. A kaotikus mozgés lehetdsége eldszor ekkor mertilt fel.

A fizikai rendszerek fejlodését altalaban differencidlegyenletekkel irhatjuk le. Ezek
a differencidlegyenletek ugyan alkalmasak arra, hogy egy rendszer viselkedését
modellezzék, azonban az egyenletek analitikus megoldasat megtaladlni, a rendszer
Osszetevoinek mozgasat meghatarozni az egyenletekbdl gyakran nagyon nehézkes vagy
akar egyaltalan nem is lehetséges. A szamitogépek megjelenésével, fejlddésével és
elterjedésével a numerikus szimulacidk szerepe felértékelddott a kiilonbozo fizikai
folyamatok vizsgalatdban, ¢és a kaotikus mozgas tulajdonsdgainak tanulmanyozasa,

grafikus megjelenitése konnyebbé valt.

Edward Lorenz (1917 — 2008) amerikai meteorolégus 1963-ban szamitogéppel,
numerikusan vizsgalt egy harom nemlinedris differencidlegyenletb6l allo, termikus
konvekciot leird6 modellt (Lorenz, 1963). Egy alkalommal a kordbbi szimulacio
eredményeit kevesebb tizedesjegyre gépelte vissza, mint ahogyan eredetileg a szamitogép
szamolt veliik. Meglepetésére ez a kis pontatlansag rovid idé utdn nagy eltéréseket

eredményezett a szimulacidban a korabban kiszamolt értékekhez képest. Ezzel vilagossa



valt, hogy egyszerii, nemlinearis egyenletekkel leirhatod kis szabadsagfoku rendszerekben

megjelenhet a kdosz és az elérejelezhetetlenség problémaja.

A két tudos kapcsan fentebb emlitett idoben szabalytalan mozgas és a kezdeti
feltételekre valo érzékenység, a kezdeti eltérések gyors novekedése a kaotikus viselkedés 6
ismérvei (Tél és Gruiz, 2002). Ha a kiindulasi allapot valtozoit csak kis bizonytalansaggal
tudjuk meghatarozni (a mért mennyiségek pontatlansagdbodl, a mérési hibabol adodoan),
akkor ez a hiba a mozgas sordn hamar megndvekszik. A hibahataron beliil 1év6 kiindulési
allapotokbol  egészen eltérd helyzetek is kialakulhatnak, azaz a folyamat
elorejelezhetetlenné valik. A meteorologiai alkalmazdsokban ez vezetett az ensemble
(egylittes) eldrejelzések moddszerének kidolgozasahoz. Az ensemble modszer azon alapul,
hogy a kezdeti feltételekben jelen 1évd vagy a modellek felirdsdban rejlé bizonytalansagot
figyelembe véve tobb eldrejelzést készitenek. Az eldrejelzések egylittesét tekintve
lehetségessé valik a valosziniiségi megkdzelités, és kovetkeztetni lehet az eldrejelzés

bizonytalansagéara is. (Gétz, 2001)

A kiindulé helyzetbeli kis eltérések felerdsddése az instabilitds kovetkezménye.
Léteznek olyan fizikai folyamatok, ahol az instabilitas csak a mozgas egy-egy allapotaban
1ép fel. Ilyen példaul a hegyére allitott ceruza esete: ha a ceruza mar kitért az instabil
fliggbleges allapotabol, a felbillenés utdin mar nem bukkan f6l tobb instabilitds, az
ir6szerszam egyszeriien feld6l. Ezzel szemben a kaotikus mozgds sordn végig instabil
allapotok kozott mozog a test, ezért a mozgds hosszi tdvon megjosolhatatlan, annak

ellenére, hogy a leiré egyenletek determinisztikusak.

A kaotikus rendszerek harmadik vonasa a bonyolult, de egyben rendezett, fraktal
szerkezetii geometriai megjelenés, amely a tazistérbeli mozgas kdvetésekor figyelhetd meg
(ekkor a rendszer iddébeli fejlédését olyan koordindtarendszerben éabrazoljuk, ahol a
tengelyeken a rendszer kiillonbozé valtozoi tintetjiikk fel) (7€l és Gruiz, 2002). Szamos
fraktal kozos tulajdonsaga az egzakt 6nhasonlosag: alkalmasan megvalasztott részek kelld
nagyitassal azonosakka valnak az egész fraktallal. Mas fraktalok esetében csak statisztikus
értelemben beszélhetiink 6nhasonlosagrol: a kis kinagyitott részletek nem egyeznek meg
teljes mértékben az egész képpel, megjelenésiik azonban ugyanazokat a tulajdonsagokat

titkrdzi (Gotz, 2001).

Egy aramlasban torténd szennyezés terjedését, keveredését figyelve a fent emlitett

tulajdonsagok szabad szemmel is lathatova valnak, mert ebben az esetben — mint latni



fogjuk — a fazistér megegyezik az allapottérrel. Igy a kaosz jellemzéi konnyen
megjelenithetdk laboratoriumi kisérletekkel ¢és szennyezések terjedését modellezd
numerikus szimuldciokkal is. A szennyezések szétterjedése soran bonyolult mintazatok
alakulnak ki a folyadékban, és a kezdetben egymashoz kozeli részecskék palyai gyorsan

eltavolodnak egymastol, azaz a szennyezés sodrodasa kaotikus.

A kaotikus sodrodas kifejezés el0szor Hassan Aref egy konferenciakdzleményének
a cimében jelent meg 1982-ben, majd 1984-ben latott napvildgot az elsé kaotikus
sodrodassal foglalkozd cikk (Aref, 1984). Aref ismerte fel, hogy egyszerii, id6ben
szabalyosan valtoz6 aramlasok esetén is megfigyelhetd a folyadékrészecskék szabalytalan,
kaotikus mozgasa, a szomszédos részecskék gyorsan messzire keriilnek egymastol. A
kaotikus sodrodas felfedezésének, megismerésének torténetét, az elért eredményeket Aref

(2002) cikke foglalja 6ssze.

A kovetkezd szakaszban megismerkedhetiink a sodrodé részecskék mozgasat leird
differencidlegyenletekkel, valamint ezeknek a 1égkdri sodrédasban alkalmazott formajaval.
Majd kaotikus viselkedés tulajdonsdgainak leirdsdra, szamszerlisitésére haszndlatos
mérdszamoknak és szemléletes jelentésiiknek a bemutatasa kovetkezik a kaotikus sodrodas

példajan keresztiil.

2.2. A sodrodé részecskék mozgasegyenletei

Amikor egy részecske a folyadékkal egylitt halad, sodrodasrdl beszélink. A
sodrodd részecskékrdl feltessziik, hogy pontszeriiek, és ugyanolyan striiségliek, mint
amilyen kozegben mozognak. Ekkor a részecskék semmi maést nem tesznek, minddssze
kovetik a folyadék aramlasat, és minden pillanatban azonnal felveszik a folyadék

sebességét (V.4 )- Nagy skalan a turbulencia és az altala felerdsitett diffuzi6 hatasa mar

elhanyagolhatova valik (1d. Fliggelék, F.2. fejezet), igy esetiinkben a passziv sodrodas

formalisan:

vrészecske = vﬁ)lyadék . (22 1)

Tegyiik fel, hogy a folyadék sebességét ismerjilk minden egyes pontban adott
pillanatban (esetiinkben ezt Uigy érjiik el, hogy a rdcson adott szélmezd értékeit a megfeleld
helyre interpolaljuk). Ha a folyadék x, illetve y irdnyu sebességkomponensei (u, v) adottak

a kétdimenzios aramlas (x, y) koordinataju terében €s idében (¢), akkor



‘_}_ﬁ)lyadék = [u(x,y,t),V(x,y,t)]- (2.2.2)

A részecske sebességét az elmozduldsanak idéderivaltja adja:

- dx dy
V., =l—,—. 223

részecske ( d t d tj ( )
Mivel a részecske sebessége megegyezik a folyadék sebességével adott helyen,

adott pillanatban, a fenti Osszefiiggésekbdl egy kozonséges differencidlegyenlet-rendszert

kapunk:

@ =u(x,y,t),
d (2.2.4)

dy
—=v(x, ),
i ALY

amely az (x,y) pontban 1évd részecske mozgésegyenleteinek felel meg. Ezekbdl a
differencidlegyenletekb6l és az  x(¢=0)=x9, y(t=0)=y¢ kezdeti feltételekbol
meghatarozhat6 a részecske (x(¢), y(¢)) palydja.

A légkorben a részecskék mozgasat célszerlibb polarkoordinatakkal leirni.
Tetszbleges A hosszlsagi és ¢ szélességi koordinataju pontban definidlt lokalis derékszogi
koordinatarendszerben az x tengely zonalisan nyugatr6l keletre, mig az y tengely a
meridian mentén délrdl északra iranyul. Ekkor a (4, ¢) foldrajzi pontban elhelyezkedd

részecske sebességkomponensei polarkoordinatakkal a

ﬁchosq)d—ﬂL és Q:R@ (2.2.5)

dt dt dt dt
alakban fejezhetdk ki (Gotz és Rakoczi, 1981).

Ezzel a (2.2.4) két mozgasegyenlete igy irhato at:

i u(Ap.1)

di - Roosp (2.2.6)
dp v(A,0,t)

4 R

ahol 1 és ¢ jeloli a foldrajzi hosszusagot, illetve szélességet, R a Fold kdzéppontjatdl mért
tavolsag, u(4, ¢, t) ¢és v(4, @, ) a helyl sebességmezd zondlis ¢és meridionalis
sebességkomponensei. gy egy részecske palyajat A(r = 0) = Ao, p(t = 0) = po kezdeti feltétel
figyelembe vételével (A(¢), p(?)) irja le.



Kéosz a legalabb haromdimenizés fazistérben fordulhat eld. A fazistér dimenziojat
az elsOrendli autoném (idévaltozot expliciten nem tartalmazo) egyenletek szdma adja meg
(Tél és Gruiz, 2002). gy egy haromdimenziés aramlasnak nem sziikséges idofiiggdének
lennie ahhoz, hogy a sodrodas kaotikus legyen benne. Kétdimenzids aramlasokban viszont
a sodrodéas csak akkor lehet kaotikus, ha az aramlas idéfiiggd: a két nem autonom
egyenletet j valtozo (pl. w:=¢) és egy harmadik egyenlet bevezetésével (du/dt=1)
autonom alakra hozhatjuk, igy harom elsérendii autoném egyenletiink lesz, a fazistér

dimenzioja harom, ahol mar megjelenhet a kaosz.

A részecskék mozgasat leird fenti (2.2.6) differencidlegyenletekben az aramlés (a
sz¢élmez0) 1dofiiggd, az dramvonalak és a részecskék trajektoriai altaldban kiillonbdznek.
Mivel az egyenletekben a jobb oldal fiigg az 1d6tdl, ezért a sodrodasban altalaban

bonyolult, kaotikus viselkedés alakul ki.

Fontos hangsulyozni, hogy a szabad légkorben mas jellegi a sodrodés, mint a
felszinhez kozeli planetaris hatarrétegben. Az Aaltalunk vizsgalt szabad 1égkorbeli

folyamatokkal ellentétben a hatarrétegben a diffuizi6 hatdsat nem hanyagolhatjuk el.

2.3. A kaotikus viselkedés méroszamai
2.3.1. Ljapunov-exponens

A kaotikus sodrodas soran tehat két, egymashoz kozeli kezd6helyzetbdl inditott
részecske tipikusan exponencialisan tavolodik egymastol. Ha két kdzeli részecskét vesziink

az ¥ =(x,,y,) pont koriil, amelyeknek a tdvolsaga kezdetben D(0), a tdvolodas mértékét a

lokalis Ljapunov-exponens jellemzi (7¢é/ és Gruiz, 2002):
D(7,t) = D(0)- """, (2.3.1.1)

ahol D(7,t) jeloli a ¢ id6 utani tavolsagot, a A(7) pedig a lokalis Ljapunov-exponens.
Ahhoz, hogy a fenti 6sszefiiggés érvényes legyen, fel kell tételezni, hogy ¢ 1d6 elteltével a
D(7,t) tavolsag még elég kicsi. A (véges idejli) Ljapunov-exponens a ¢ id6 fiiggvényében
abrazolt In D(7,t) gorbére illesztett egyenes meredekségébdl becsiilhetd.

A Ljapunov-exponens az elérejelezhetetlenség mérdészama, a szomszédos palyak

gyors eltdvolodasat, a kezddfeltételekre valo érzékenységet, az aramlas altal eldidézett

keveredés mértékét fejezi ki. (7¢él és Gruiz, 2002).



2.3.2. Topologikus entrépia

A 6.2 fejezetben latni fogjuk, hogy ha a kezdofeltételek egy halmazarol
(szennyezésfelhd) inditunk részecskéket, az Osszefiiggd halmaz rovid idé alatt szalas
szerkezetlivé nyulik, bonyolult alakura gytirddik, €s a tapasztalat szerint a vonalszakasz
hossza elegendéen hosszi id0 utdn mar exponencidlisan nd. A ndvekedés mértékét a

topologikus entrdpia irja le:
L(t) ~ée", (2.3.2.1)

ahol L(¢) jeloli a vonaldarab hosszat a ¢ iddpillanatban, a 4 paramétert pedig topologikus
entropianak nevezziik. A topologikus entropia a bonyolultsag, szabalytalansag mérdszama.

(Tél és Gruiz, 2002)

2.3.3. Fraktaldimenzio, informacioés dimenzio, korrelacios dimenzio

A szennyezésfelhd kaotikus sodrodasakor kialakulé bonyolult struktarat az
ugynevezett fraktaldimenzioval lehet jellemezni. Fedjiik le a keletkezd alakzatot azonos
méretli dobozokkal, amelyek oldalainak a hossza &. Legyen az alakzat lefedéséhez
sziikséges dobozok szadma N, ami természetesen fligg a dobozok nagysagatol, e-tdl. N annal
nagyobb, minél kisebb ¢, azaz a lefedd dobozok szdma a felbontassal né, mégpedig a

kovetkezoképpen (Tél és Gruiz, 2002):
N(g) ~ ¢, ha e kicsi. (2.3.3.1)

A (2.3.3.1) Osszefiiggést atrendezve a (2.3.3.2) definialja a vizsgalt alakzat D,

fraktaldimenziojat:

5 InN)

, ha ¢ kicsi. 2332
In(1/&) ( )

Ez a szdm hagyomanyos geometriai alakzatokra megegyezik azzal a dimenzidval,
amit tarsitani szoktunk hozza: D, értéke pontra 0, vonalra 1, kétdimenzios alakzatra,

példaul korlapra 2.

A (2.3.3.1) aranyossag tetszOleges kétdimenzios alakzat példajan konnyen
megérthetd: e oldalhosszusagn dobozok esetén egy doboz teriilete ¢*. Ha az alakzatot N

darab & méretli dobozzal tudjuk letakarni, akkor az
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A= Ng’ (2.3.3.3)
egyenlettel szamithatjuk ki a sikidom A tertiletét. Ebbol
N=A/g* ,azaz N~&> és D, =2. (2.3.3.4)

Léteznek azonban olyan alakzatok is, amelyek szertedgazok, tagoltak, a pontok
bizonyos halmazainak dimenzidja csak tortszammal adhatdo meg. A tapasztalat szerint az
ilyen rendszerek feliilet¢thez nem rendelhetdé mérdszam, mert az értéke fiigg a mérés
pontossagatol. A feliilet novekszik a mérési felbontds finomitadsaval, és ez tobb

nagysagrenden keresztiil megfigyelhetd. (Tél és Gruiz, 2002)

Egy alakzat fraktaldimenzidja a (2.3.3.2) ardnyossag alapjan tehat leolvashato az 6t
lefed6 dobozok szamanak felbontasfiiggésébdl. Emiatt szoktak ezt dobozszamlalo
dimenzionak (angolul box-counting dimension) is nevezni (Alligood et al., 1996; Gotz,

2001).

A fraktaleloszlasok jellemzésére hasznalhatjuk az tgynevezett informacios
dimenziot 1s, amely tiikrozi az eloszlas inhomogenitasat. Egy alakzat fraktaldimenzidjanak
szamitasakor egyforma stllyal vessziik figyelembe a lefedéshez hasznalt 6sszes dobozt,
annak ellenére, hogy néhol az alakzat ,,slirlibb™ (azaz t6bb pont esik egy dobozba), masutt
pedig ,,ritkdbb” (kevesebb pont talalhaté egy dobozban). A tapasztalat szerint a fraktalokon
kialakul6 eloszlasok igen inhomogének, maguk is fraktaloknak tekinthetok, amelyeknek a

dimenzidja eltér a Dy fraktaldimenziotol. (Gotz, 2001; Tél és Gruiz, 2002)

Annak érdekében, hogy figyelembe vegyiik az egyes dobozok ,,fontossagat”, fed;jiik
le az alakzatot ¢ oldalhosszusagu dobozokkal, és tegylik fel, hogy ismert a lefedé dobozok

Pi(e) valészinliség-tartalma, azaz az i-edik dobozban 1év0 pontok (részecskék) relativ
gyakorisaga. Ekkor ZZY)E@):I, ahol M(¢) jeloli a nem iires dobozok szdmat. Az

eloszlasok inhomogenitasat altaldban az informéciotartalmuk (Shannon-féle entrépia)

jellemzi:

N(¢)

Inl(g)=-) " P(&)-InP(s). (2.3.3.5)
Ez akkor a legnagyobb, ha homogén az eloszlas (P{e) = 1/N(¢), i = 1,..., N(¢), azaz
minden relativ gyakorisag azonos):

Inl(¢),,, =—-Inl/N(¢)=InN(e). (2.3.3.6)

max
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A (2.3.3.5) kifejezésben In I(e) fligg e-t6l: minél finomabb a felbontds, annal
tagoltabb az alakzat, igy anndl nagyobb az informdci6. A tapasztalat szerint az

informdciotartalom novekedése In(1/¢)-nal aranyos:

DyIn(l/) ~Ini(e)=-Y. " P(s)-InP(e), hae kicsi. (2.3.3.7)

A D, egyiitthatdt informaciés dimenzionak nevezziik, amely a fraktaleloszlas
tagoltsdgara jellemzé mérdszam, ¢és megadja, hogy hanyszorosara nd az
informéciotartalom, ha az eloszlds meghatarozasahoz hasznalt felbontast finomitjuk. Az
informdcios dimenzi6 a fraktdldimenzidval ellentétben nemcsak az alakzatot lefedd

dobozok szamatol, hanem a kitoltottségiiktdl is fligg. (7€/ és Gruiz, 2002)

Homogén eloszlas esetén belathatd, hogy a fraktdldimenzié és az informacids

dimenzié megegyeznek:
D, =D,. (2.3.3.8)
Nem homogén eloszlasban, kaotikus viselkedésre jellemz6 esetekben mindig a

D, <D, (2.3.3.9)

egyenlbtlenség teljesiil. Az informacios dimenzié anndl jobban eltér a fraktaldimenziotol,

minél inhomogénebb az eloszlés. (Géotz, 2001; Tél és Gruiz, 2002)

A fraktaldimenzi6 és az informacios dimenzid csak kettd a szamos dimenzid koziil,
amelyekkel a kaotikus folyamatok, fraktalok jellemezhetdék. A korrelacios dimenzio (D)
egyik szamitdsi modja egyszeri és nem nagy szamitasigényl, ezért numerikus

kisérletekben kiilondsen alkalmas a folyamatok dimenzidjanak meghatarozéasara.

Legyen H(r) azoknak a részecskeparoknak a szama a szennyezésfelhdben,

amelyeknek a tdvolsaga kisebb, mint ». Ekkor ha 7 kicsi és teljestil a
H(ry~r", (2.3.3.10)

aranyossag, akkor a D,-t korrelaciés dimenzionak nevezzikk. A részecskeparok
tdvolsdganak meghatirozésa 4ltaldban kisebb szamitasigényli feladat, mint a lefedd
dobozok ¢s a benniik talalhatod részecskék szamanak kovetése, igy a korrelacios dimenzio

becslésére gyakran alkalmazzak ezt az 6sszefiiggést. (4lligood et al., 1996)

Kimutathato, hogy a (2.3.3.10) definicié ekvivalens a korrelacidés dimenzid egy

masik szamitdsi modjabol addédé definicioval (Gorz, 2001). Az elézéekben hasznalt
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jelolésekkel itt Y7 P(e) e-tol valo figgésébol kovetkeztethetink a vizsgalt alakzat
korrelacios dimenzidjara:

> " P ()~ ™, haekicsi, (2.3.3.11)

igy a D, az Ing fliggvényében abrazolt In ZZEE)RZ(&‘) pontokra illesztett egyenes
meredekségébdl becsiilheto.

Munkank soran légkori sodrodési folyamatokban meghatdroztuk az elébbiekben
felsorolt mérészamokat néhany részecske, illetve egy-egy szennyezésfelhd esetén. A
dolgozatban bemutatjuk, hogy a becsiilt értékek szemléletesen mit jelentenek a kaotikus

sodrodas folyamataban.

A kovetkez0 fejezetben ismertetjiik a szabad 1égkor kiilonb6zé magassagaiban zajléd

sodrodasi folyamatok vizsgalataban a szakirodalomban eddig bemutatott eredményeket.
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3. A kaotikus sodrodas és jelentésége a lIégkorben

Az antropogén eredeti légszennyezés, a kiilonbozé légkori Osszetevok, a
vulkankitorésekkor a magasba 16vellt hamu, gdzok, aeroszol részecskék szabad 1égkorben

vald terjedése mind hatassal lehetnek az él6vilagra, a tarsadalomra, a gazdasagra.

A vulkankitorésekkor levegébe keriild hamu erdsen karosithatja a repiildgépek
hajtomiveit, akar a leallasukat is okozhatja (Sandor €s Wantuch, 2005). Az Eyjafjallajokull
vulkan 2010. éaprilisi kitorései utan az Europa folé sodrodé hamufelhd annyira
kockazatossa tette volna a 1égi kozlekedést, hogy szamos jaratot toroltek és Eurdpa-szerte
légtérzarat rendeltek el. A vulkdntevékenység szerepet jatszik a Fold atlaghdmérsekletének
alakuldsaban is: a kitorések nagy mennyiségi finom port és hamut, kén-dioxidot juttatnak
a légkorbe, ezek (a kén-dioxid esetében a képzddo szulfat-részecskék) csokkentik a felszint
elérd besugarzast, igy a troposzféraban homérsékletcsokkenést eredményeznek (Péczely,

1979).

A légkodri aramlasokkal a magasabbra feljutd, hosszan a légkorben tartozkodod
szennyezOanyagok a kibocsatasi pontjuktol messzire elsodrédhatnak, nagyobb térségben is
szétterjedhetnek, elkeveredhetnek. Igy mar nem csak a kibocsatasi hely kornyékén
lokalisan, hanem egy nagyobb, kiterjedt teriilet f616tt, akar egy félteke jelentds részén is

kifejthetik artalmas hatasukat (pl. baleseti szennyezdanyag-kibocsatas, stb.).

A sztratoszféraban talalhato 6zonréteg elnyeli a Napbol érkezo, az ¢16vilag szamara
karos (példaul a borrak kialakuldsdban lényeges szerepet jatszd) ultraibolya sugérzas egy
részét. A felszinre lejutd ultraibolya sugarzas mennyiségét jelentds befolydsold 6zonlyuk
kialakulasaban ¢és eltlinésében is fontos szerepet toltenck be a kiilonbozo 1égkori

Osszetevok kémiai reakcioi és a sodrodasi folyamatok.

Mivel a szabad 1égkori aramlasoknak fontos szerepiik van a nyomanyagok

szallitasaban, ezért 1ényeges kérdés az itt torténd sodrodas részletesebb megismerése.

A 1égkori aramlasokban zajléo sodrodasi jelenségeket tobben vizsgaltak a légkort
modellez6 laboratoriumi forgd kédas kisérletekben, valamint kiilonb6z6 analizis, reanalizis
vagy globdlis cirkulaciés modellekbdl szarmazd szélmezdket felhaszndldé numerikus

modellek segitségével.

Behringer et al. (1991) laboratoriumi forg6 kadas kisérletek megfigyelései alapjan

numerikus modellt alkotott, amellyel a kaotikus sodrodast vizsgalta. A modellel
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kétdimenzids, Osszenyomhatatlan folyadékban Iétrejovo kvazigeosztrofikus aramlast
szimulaltak. Az aramlasban megjelend jet két oldalan kvaziperiodikus aramlads esetén
gyors keveredést figyeltek meg. A jet azonban minden esetben akadalyként viselkedett,
rajta keresztiil nem tapasztaltak jelentds transzportot még abban az esetben sem, ha a

sebességmez0 turbulens volt.

Szintén forgd kadas kisérletekben tanulmanyozta a kaotikus sodrodast, diszperziot
kiilonféle aramlasi viszonyok mellett Salamon et al. (1993; 1994). Laminaris 4ramlas
esetén a kovetett részecskék szétterjedésében szuperdiffuzidt tapasztaltak (a részecskék
athelyezddésének szorasnégyzete az idoben hatvanyfliiggvény szerint nd, ahol a
hatvanykitevo 1 és 2 kozotti). Ezzel szemben a kisérleteikben a turbulens dramlasban zajlo
sodrodas esetén nem lépett fel a lamindris 4&ramldsban tapasztalt szuperdiffiizios

viselkedés.

Homonnai (2008) a kozepes szélességek aramlasi viszonyai kozott torténd
részecskesodrodast modellezte laboratoriumi koriilmények kozott. Salamon et al. (1994)
eredményeivel szemben, a kisérletekben a kifejlett turbulens tartomanyban is
szuperdiffiiziot tapasztalt. Ezen kiviill vizsgélta a részecskéknek az edényben vald
korbeérésének az idejét, valamint a légkorre jellemz6 dimenzidtlan szdmok ismeretében
becslést adott arra vonatkozodlag, hogy a mérsékelt dvezetben egy szennyezésfoltnak a

féltekén valo korbeéréséhez mennyi 1d6 sziikséges.

A forgo kadas kisérletek mellett a valos szélviszonyokat figyelembe vevd 1égkori

aramlasokban is szimulaltak a sodrodast.

Kiilonb6z6 kutatdsok igazoljak, hogy a valddi, haromdimenzios légkori
mozgasokat az izentrop (4allandé potencialis hémérsékletii) feliiletek mentén szamolt
trajektoridk jobban kozelitik, mint az izobar (allanddé nyomadsu) feliiletek mentén szamitott
trajektoriak vagy a felszinkovetd trajektoridk (Merril et al., 1986; Stohl, 1998). Izentrop
koordinatakban, adiabatikus ¢és nem viszkézus korliilmények kozott a részecskék
trajektoriai kétdimenziosak. Az izentrop feliiletek mentén szdmitott részecskepalyak a
troposzféraban a haromdimenzios modellezett trajektoridk utdn a legpontosabbak, mig a
sztratoszféraban a két modszerrel meghatarozott trajektoriak pontossdga csaknem azonos

(Stohl and Seibert, 1998).

Pierrehumbert and Yang (1993) a légkorben a 315 K-es izentrop feliileten vizsgalta

a kétdimenzios kaotikus keveredést passziv nyomjelzd anyag segitségével. A felhasznalt
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sz¢lsebességadatok globalis modellbdl szarmaztak. Tapasztalataik szerint a planetaris és
szinoptikus skalaju orvények nagyon gyorsan finom szerkezetli alakzatokat formalnak a
kezdetben sima nyomjelzé mez6bdl. Megmutatattik, hogy egy kdzepes szélességen induld,
kezdetben lokalizalt kis szennyezésfelhd szalas szerkezetivé valik, és hossza iddben
sebesen nd. A felhd zondlis mérete tiz nap elteltével idében linedrisan novekszik
(szuperdiffuzid), mig meridiondlis szétterjedése iddben gyokds nodvekedést tanusit
(klasszikus diffGzio). Munkdjukban bemutattdk, hogy a Ljapunov-exponenst finom
szerkezetll térbeli eloszlas jellemzi, valamint megbecsiilték a szennyezésfelhd korrelacios
dimenzidjat a kibocsatast kovetd egy, illetve két honap elteltével. Tobb kiillonbzo
vizsgalattal igazoltdk, hogy a tropusok ¢és a tropusokon kiviili teriiletek kozott egy

részleges akadaly helyezkedik el, amely gatolja a két térség kozotti keveredést.

Egy késobbi tanulmanyukban Yang and Pierrehumbert (1994) arra probaltak fényt
deriteni, hogy milyen tényez6k hatarozzdk meg a relativ nedvességet a felso
alkalmaztak, amelyben az el6zd cikkhez hasonldan egy globalis modell szélsebesség
adatait hasznaltdk f6l, és szamitdsokat ugyancsak a 315 K-es izentrop feliileten végezték.
Tapasztalataik szerint a nedves ¢€s szaraz leveg6savok Pierrehumbert and Yang (1993)
tanulmanyaval 0Osszhangban szélas, fraktal szerkezetekbe formalddnak (1. abra). A
kialakulo nedves, illetve felhds teriiletek kiterjedését fraktaldimenzioval jellemezték,
amely a modelliikben a tropusoktdl a sarkok felé tavolodva csokkend értéket mutatott (egy

pixelt felhdvel boritottnak tekintettek, ha a relativ nedvessége nagyobb volt, mint 80%).

A szélas szerkezetek felbukkandsat, amelyek a kaotikus sodrodas kovetkezményei,
mar Newell et al. (1992) is megfigyelte troposzférikus vizgézaramok szamitasakor. A
szalaknak, amelyeknek a hossza joval meghaladta a szélességiiket, egy hasonlattal ¢élve a

»tropospheric river” (troposzférikus folyo) elnevezést adtak.

Pierrehumbert and Yang (1993) és Yang and Pierrehumbert (1994) munkaibol
kidertil, hogy a kezdetben kicsiny szennyezésfolt vagy részecskesokasag a sodrodas soran
egyre nagyobb teriiletre terjed szét. Huber et al. (2000) két, troposzféraban talalhato
izentrop feliileten (315 K és 330 K) vizsgalta a részecskék meridionalis diszperzidjat a
szennyezéstelhok kibocsatasat kovetd elso tiz napban. A szimulécidik alapjan a tropusokon
kiviili terjedést a szuperdiffuzid jellemzi, ami 0sszhangban all a forgd kadas kisérletek

eredményeivel.
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1. abra: Relativ nedvesség a 315 K-es izentrop feliileten az advekcids-kondenzaciés modellben 60 nap
elteltével. A sotét arnyalatok a szaraz levegonek, a vilagos arnyalatok a nedves levegének felelnek meg
(Yang and Pierrehumbert, 1994)

A troposzféra aramldsai jelentds szerepet jatszanak a kiilonb6z6 nyomjelzé
anyagok szallitdsdban, a szennyezdanyagok vagy tiveghazgdzok globalis diszperzidjaban.
A baroklin o6rvények rovid élettartamuk ellenére fontos szerepet toltenek be a kozepes
szélességeken a troposzféra aramlési viszonyainak kialakitasdban. Von Hardenberg et al.
(2000) egy egyszerusitett globalis cirkulacios modell szélmezejében, ilyen Orvények
terében vizsgalta meg a 315 K-es izentrop feliileten a kaotikus keveredés, sodrodas
mérdszamait: a Ljapunov-exponenst, a 2°-0s felbontassal kapott Shannon-féle entropiat
(amely a mez6 inhomogenitasat méri) és a részecskék diszperzigjat. Kimutattak, hogy a
Ljapunov-exponens ott vesz fel nagyobb értéket, és a diszperzio is ott a legnagyobb, ahol
jelentds szélnyiras 1ép fel, azaz az 6rvények kozotti tartomanyokban. Viszont az drvények
belsejében altalaban nem feltétlentil jellemzdk a kis Ljapunov-exponensek vagy a gyenge
diszperzio, csak a cut-off teriileteken. Ebben a régidban a Shannon-féle entropia alapjan
sincs igazan keveredés, ezzel szemben az Grvények hatarain erds keveredés figyelhetd

meg.

Nemcsak troposzféraban, hanem sztratoszféraban zajlé sodrodasi folyamatoknak is
lényeges szerep jut kiilonbozd 1égkori jelenségek alakitasdban, létrejottében. A
sztratoszféraban foként az antarktiszi 6zonlyuk kialakulasdval kapcsolatban torténtek

sodrodassal kapcsolatos vizsgélatok.
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Bowman (1993) az antarktiszi polaris 6rvényben €s az azon kiviili tartomanyban
elemezte a keveredést kiillonbozd izentrop felilleteken a Déli-félteke tavaszan. A
sz€lsebesség adatokat a Climate Analysis Center és a National Meteorological Center
analizisei szolgaltattadk. A keveredés ¢és a sodrodas jellemzésére Ljapunov-exponenseket
szamitott, €s vizsgalta a részecskék diszperziojat. A 450 K-es szinten és afolott a
Ljapunov-exponensek a polaris Orvény belsejében feleakkordnak bizonyultak
(4=0,1 1/nap), mint az drvényen kiviil (4 = 0,2 1/nap), és hasonloképpen a diszperziot is
egy nagysagrenddel kisebbnek talalta az 6rvényen beliil (10 m?/s), mint a kinti teriileteken
(5-10-10° m%s). Ezen a szinten az Srvény hatarat igen kevés trajektoria keresztezte.
Alacsonyabb szinteken azonban a keveredés erésebbnek mutatkozott, €s az 6rvény hataran

is nagyobb légcsere volt észlelhetd.

Hasonlé eredményekkel talalkozhatunk Mizuta and Yoden (2001) cikkében is, akik
modellezett aramlasban, idedalis, barotrop polaris Orvényben vizsgaltdk a kaotikus
keveredést. Bowman (1993) munkajaval 6sszhangban az 6rvényen beliil kisebb mérték,
kiviil nagyobb foku elkeveredést tapasztaltak, és a poldris Orvény hatdra ebben a
modellezett esetben is akadélyozta az 6rvényen kiviili és beliili 1égtomegek cserélddését. A
Ljapunov-exponens értékei is hasonldan alakultak. Emellett a részecskék diszperziojanak
¢s a keveredésnek jellemzésére megbecsiilték a korrelacios dimenziot. Ez megerdsitette,
hogy a kezdetben a féltekén véletlenszerlien elszort részecskék a nyuldsnak és a
gylrddéseknek koszonhetden 30 nap alatt vonalszer(i alakzatba rendezddtek, majd ezutan

egyre jobban térkitoltévé valtak.

A kaotikus keveredés, terjedés kovetkeztében létrejové komplex, szalas szerkezet
mintat Sutton et al. (1994) is megfigyelte a sztratoszféraban a miiholdas adatokat
igen nagy skalan, 100 km-es és anndl nagyobb léptékben jelent meg, és tobb napon

keresztil fennmaradt.

A keveredés folyaman kialakuld fraktal szerkezetli nyomanyagmezdnek a kémiai
reakciokban jatszott szerepét Wonhas and Vassilicos (2003) elemezték részletesebben
kozepes szélességek folott a ClO gyokok deaktivacidjanak (CIO + NO, — CIONO;)
példajan. A CIO gyok a katalitikus 6zonbomlés folyamataban jatszik szerepet, azonban a
fenti reakcid még az 6zon pusztitasa elétt deaktivalhatja a ClO-t. Wonhas and Vassilicos
(2003) a CIO ¢és az NO, mez6 hataranak fraktaldimeziojanak szamitdsara a félteke specialis

lefedését alkalmazta. A Foldgombon Eszaki-sark kozépponti spiralt definidltak. A
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spiralkarok €s az egymastdl azonos tavolsagokra 1év0, erre merdleges vonalak hataroztak
meg egy-egy dobozt. Ezzel a lefedéssel szimulacidikban a kezdetben az E. sz. 60°-tol
¢szakra taldlhat6, ClO-ban gazdag ¢és az ettdl délre elhelyezked6 NO,-ban bdvelkedd
leveg0 hataranak fraktaldimenzidja a kiinduldsbeli 1-r6l (vonal) 15 nap alatt 1,5-re nétt, és

varakozasaik szerint a hatarvonal tobb nap elteltével egyre jobban térkitoltéve valt.

A tovabbiakban a dolgozatban a felhasznalt szélsebesség adatok ¢s alkalmazott
modszerek bemutatdsa utdn sorra vessziik, hogy a kaotikus sodrodés jellemzdi hogyan
jelennek meg a sodrodasi képeken, és a 2.3. fejezetben felsorolt mérdszamok szemléletesen
mit jelentenek. Ezek kozilil néhany mérdszam (Ljapunov-exponens, korrelacidos dimenzid)
eléfordul masok korabbi kutatasaiban, igy ezeket Osszehasonlithatjuk az altalunk kapott
értékekkel. Ezeken kiviil meghatdroztunk olyan mennyiségeket (topologikus entrdpia,
illetve informécios dimenzid), amelyeket tudomasunk szerint légkori sodroddsban még

nem vizsgaltak.

A kaotikus tulajdonsagok szamszeriisitésén kiviil numerikus kisérleteket végeztiink
arra vonatkozolag, hogy a kezdetben kicsiny, késdbb egyre jobban szétoszlo
szennyezésfelhd mennyi id6 alatt ér korbe a féltekén, illetve mennyi id6 sziikséges ahhoz,
hogy a szennyezésfelhd nagyjabol egyenletesen beteritsen egy féltekét. Ezt az idétartamot
eddig behatobban csak a kozepes szélességek dramlasi viszonyait modellezé forgd kéadas

kisérletekben vizsgaltak (Homonnai, 2008).
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4. A vizsgalatainkban hasznalt adatok és modszerek

4.1. A szélmezo

Az eldz6 fejezetben emlitett tanulmdnyokhoz hasonléan a dolgozatban a részecskék

trajektoridit mi is izentrop feliiletek mentén szamitjuk.

A szélmezd u(4, ¢, f) zonalis, v(4, ¢, t) meridionalis szélsebességek izentrop
feltiletekre vonatkozd adatai az ECMWF (European Center for Medium-Range Weather
Forecasts) = ERA-Interim  reanalizis  adatbdzisdb6l  szarmaznak  (http://data-
portal.ecmwf.int/data/d/interim_daily/levtype=pt/). A barki altal hozzaférhetd, interneten
elérhet6 valtozat térbeli felbontasa 1,5°x1,5°, id6beli felbontasa 6 6ra. A kaotikus sodrodas
mérdszamait, illetve a szétterjedd szennyezésfelhd atlagos korbeérési és homogenizalodasi
idejét egy téli (2006. december - 2007. februar) és egy nyari (2007. jinius - augusztus)
sebességmezOben vizsgaltuk. Ekkor vizsgéalataink céljara a szabad légkorben talalhatd
330 K-es izentrop feliiletet valasztottuk. A 8. fejezetben a Kasatochi vulkan kitdréséhez
készitett szimulacidhoz a 2008. augusztus 7-31-i, a kilovellt anyagok magassaganak

(11-15 km) megfeleld 350 K-es és 370 K-es szélmezdt hasznaltuk.

A 2. abran lathat6, hogy a 330 K-es izentrop feliilet az Eszaki-félteke telén a sarkok
kozelében 200-250 hPa-ig nyulik, mig a tropusokon a 470 hPa-nal talaljuk. Nyaron az
északi sarkvidéken megkdzeliti a 250 hPa-t, a Déli-sark kornyékén 170-200 hPa a

nyomasa.
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2. abra: A 330 K-es szint zonalisan és idében atlagolt nyomasa a 2006. december-2007. februar, illetve
a 2007. junius-augusztus idészakban
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Ez az izentrop feliilet tehat mar a planetaris hatarréteg folott, a szabad légkorben talalhato:
a tropusokon a kozép troposzféraban helyezkedik el, a sarkvidékek kornyékén a felsd

troposzféraba és az alsd sztratoszféraba emelkedik.
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3. abra: Atlagos szélsebesség [m/s] a 330 K-es izentrop feliileten a 2006. december - 2007. februar (fent)
és a 2007. junius-augusztus (lent) idészakban

A vizsgalt téli és nyari iddszakban az izentrop feliileten uralkodo 4tlagos
sz€lviszonyokrdl (szélsebességrol és széliranyrodl) a 3. dbra ad tajékoztatast. JOl latszanak a
kozepes szélességeken jelenlévd, altalaban nyugati irdnyd, nagy (40-70 m/s)
sz€lsebességek ¢és a tropusokon megfigyelhetd, tobbnyire keleties, kisebb (0-5 m/s)
értékek. A december-februar iddszakban kisebb az eltérés a két félteke atlagos

sz€lviszonyai kozott, mint a janius-augusztus hdnapokban.
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4.2. Az alkalmazott modszerek

A sebességmezd értékeit az emlitett 1,5°x1,5%°-0s racson és 6 Ords iddbeli
helyeken vett sebességértékekre is sziikséglink van, ezért megfeleld interpolacios eljarast
kellett keresniink. A legjobb interpolacios eljaras kivalasztasara megvizsgaltuk, hogy olyan
aramlési mezdében, ahol mindeniitt ismerjilk a pontos sebességértékeket, melyik
interpolacié adja a valdsaghoz képest a legkisebb eltérést a sodrodas jellemzdinek
szamitasakor (Id. Fliggelék, F.1. fejezet). Vizsgalataink sordan azt tapasztaltuk, hogy az
alkalmazott interpolacios eljarasok koziil a valodi értékeket a térben bikobos spline
interpolacidoval szamitott sebességmezdben zajlo sodrodéasi jellemzOok kozelitik a

legjobban.

Stohl et al. (1995) eltér6 meteorologiai helyzetekben vizsgalta négy napra
kiilonboz6 interpolacidkkal meghatarozott trajektoridk pontossagat. Azt tapasztalta, hogy a
legpontosabb trajektoridkat a horizontalisan bikdbos interpolécioval és az iddben linearis
interpolacidval szamolt sebességkomponensek eredményezik, tovabba, hogy az iddbeli

interpolaciobdl adodé hibak meghaladjak a térbeli interpolacié miatt fellépd hibakat.

Az 1iddbeli interpolacidhoz ¢és a részecskék kovetéséhez sziikséges megfeleld
idébeli felbontéast 12 6ra (Merril et al., 1986) és 24 ora (Pierrehumbert and Yang, 1993)
kozé becsiilték, igy a dolgozatban hasznalt ERA-Interim adatbazis 6 o6ras felbontasa

alkalmasnak tiinik a j6 mindségii trajektoriak szamitashoz.

Ezen eredmények alapjan a sebességkomponensek térbeli interpolalasara bikobos
spline, id6beni interpoladlasara lineéris interpolaciot alkalmaztunk. A bikébos spline mellett
sz6l az a fontos tulajdonsidga is, hogy divergenciamentes aramlasokban biztositja a

tomegmegmaradast. (Bermejo, 1990; Staniforth and Cote, 1991).

rrrrrr

homogenizalddasi 1d6), amelyeknél azt tapasztaltuk, hogy az eredményeket nem nagyon
befolyasolja, milyen interpolaciét valasztunk. Azonban més mennyiségekben, amelyekben
a szennyezésfelhd finom, szdlas szerkezeti alakzattd vald fejlodése szerepet jatszik
(szalhossz, fraktaldimenzié), a térben 1/-es interpolacidval nem kaptunk fizikailag
helytall6 eredményeket, mivel ez az interpolacids eljards sokkal jobban szétszorja a

szennyezésfelhd részeit, azok inkabb egyedi pontokka, mint vonalak részeivé valnak.
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A részecskék kovetésére Fortran programot irtam, amely a részecskék palyait a
(2.2.6) kozonséges differencidlegyenletek numerikus megoldasaval szamitja negyedrendii

Runge—Kutta-modszerrel, rogzitett 1épéskdz mellett.

A kovetkezO fejezetekben bemutatjuk vizsgalataink eredményeit: a kaotikus
sodrodas 2.3. fejezetben felsorolt jellemzdit, majd a szennyezésfelhdk féltekén wvald

korbeéréséhez és homogenizalodasahoz sziikséges 1d6 foldrajzi és évszakos eloszlasat.
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5. Kezdeti feltételekre val6 érzékenység

5.1. Néhany részecske sodrodasa

A kaotikus rendszerek igen érzékenyek a kezdofeltételekre, jellemzd a kozeli
palyédk gyors (exponencialis) eltdvolodasa, ezért a mozgas hosszl tavon eldrejelezhetetlen.
A kiindulasi allapotra valo érzékenységet figyelhetjiik meg a 4.a abran, ahol két, kezdetben
egymashoz kozeli részecske Utvonalanak szétvalasat kovethetjiik nyomon a 330 K-es
izentrop felilleten. A két részecske az E. sz. 40°, Ny. h. 120° kozéppont koriil (San
Francisco kozelében), egymastol 4,5 km-re indul 2006. december 1-jén.

a)

b)
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4. abra: Két kozeli, 2006. december 1-jén indulé részecske 8 nap alatt megtett palyaja (a), illetve a
tavolsaguk az idé fiiggvényében (fekete) és a 0-5. napra illesztett exponencialis gorbe (piros) (b)
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A kibocsatastol szamitott 6. nap elteltével a kozottiik 1€vo tavolsag mar meghaladja
a 120 km-t, és egyre sebesebben nd. A 8. napon a részecskék 1400 km-re keriilnek
egymastol, tehat a kezdeti eltérés tobb mint 300-szorosara ndvekszik egy hét alatt. Ahogy a
4.b abran is lathatjuk, a tavolsag idoéfiiggése jol kozelithetd exponencialis fliggvénnyel

(piros egyenes).

5.2. Ljapunov-exponens

A sodrodas soran tehat két, kezdetben szomszédos részecske kozotti tavolsag

tipikusan exponencialisan novekszik.

A lokalis Ljapunov-exponensek becsléséhez a (2.3.1.1) dsszefiiggést hasznaltuk fel,

¢s a szimulaciok sordn a részecskék tavolsagat gombi fokorok mentén szamitottuk:
Cosy,, =sing, sin@, + cos @, cos @, cos(4, —4,). (5.2.1)

Itt y,, jeloli a részecskék gombi tavolsagat, A, és A,, illetve ¢, és ¢, a két részecske
hosszusagi és szélességi koordinatait.
A 4.b éabrar6l az adatokra illesztett fiiggvénybdl leolvasva a lokalis Ljapunov-

exponens A = 0,45 1/nap.

Egy-egy pont koril a részecskék tavolodasanak mértéke eltérd lehet attol fiiggden,
hogy a két részecske milyen irdnyban helyezkedik el a pont koriil. Adott foldrajzi helyre
meghatarozhatjuk a lokélis atlagos Ljapunov-exponenst is, ha a hely koriil tobb

részecskepart inditunk, és kovetjiik azok palyédjat. A részecskeparok kozotti tdvolsagok
logaritmusanak atlagabol szdmithaté az adott helyre vonatkozo Z(?) atlagos Ljapunov-

exponens:

lZm D.(7,0) =n D, (7,1) ~ A(F) - ¢, (5.2.2)
nio
ahol a feliilvonds az n részecskeparra vonatkoz6 atlagot jeldli, D,(r,t) az i-edik

részecskepar tavolsaga.

Az 1. tablazatban néhany, szintén december 1-jére, 5 napra vonatkoz6 lokalis
atlagos Ljapunov-exponenst soroltunk fel az E. sz. 40°, Ny. h. 120° kozelében, amelyeket

n=15000 részecskepar segitségével becsiiltiink. Lathatd, hogy igen nagy kiilonbségek
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lehetnek kis teriileten beliil is az egyes helyekre vonatkozo értékek kozott. Ezen a terlileten

a Ljapunov-exponensek atlaga 0,29 1/nap, szorasa 0,12 1/nap.

- Ny. h. 122° | 121° | 120° | 119° | 118°
E. sz.

42° 0,271 0,22 0,30 0,29 0,33

41° 0,181 0,10 0,17| 0,10 0,25

40° 0,291 0,44 025| 0,56 0,25

39° 0,17] 021 0,41 0,24 0,37

38° 0,511 0,25] 0,42 0,28 0,46

1. tablazat: Néhany pont S napra vonatkozé lokalis atlagos Ljapunov-exponense [1/nap] 2006.
december 1-jén

Jelentésen mas kezdofeltételt véve, 2007. julius 1-jén, Magyarorszag kdrnyékén, a
az E. sz. 47°, K. h. 19° kozéppont koriili 2°-0s mezében a Ljapunov-exponensek atlaga

0,28 1/nap-nak, mig a szorasa 0,20 1/nap-nak adodott.

A troposzférdban a 1égkdri Ljapunov-exponensek foldrajzi eloszlaséaval
kapcsolatban Pierrehumbert and Yang (1993) végzett kutatasokat. Megallapitottak, hogy A
nagyon finom szerkezetli teriileti eloszlassal rendelkezik: az egymastél minddssze 1°-ra
indulé palyak Ljapunov-exponensei akar 6tszords szorzoval is eltérhetnek egymastol.
Kutatasaik szerint a 1égkori Ljapunov-exponensek tobbnyire 0,1 - 0,6 1/nap k6z¢é esnek, és
a A hisztogramjan hegyes csucs jelenik meg 4 = 0-nél, ami kis szdmu nem kaotikus palya
jelenlétére utal. Ehhez hasonlé eredményekrdl szamolt be Von Hardenberg et al. (2000) és
Wright (2003) is, bar Wright (2003) a Ljapunov-exponensek globalis foldrajzi eloszlasat
homogénabbnak taldlta, mint Pierrehumbert and Yang (1993). Ezt a jelenséget a
szamottevéen hosszabb integralasi id6bol adodd atlagolodasi hatdsokkal magyarazta

(Pierrehumbert and Yang (1993): 10, 30 ¢s 60 nap; Wright (2003): 365 nap).

A szabad légkorben szimulacidink alapjan a Ljapunov-exponensek atlaga

1 =03 I/nap, ami 0sszhangban all Pierrehumbert and Yang (1993), von Hardenberg et
al. (2000) és Wright (2003) eredményeivel. Ez a szam azt fejezi ki, hogy a részecskék
mozgasanak eldrejelzési hibaja atlagosan 3-4 naponta e-szeresére (kortlbelidl 2,71-

szeresére) no.
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6. Bonyolult geometriai megjelenés

6.1. Egy szennyezésfelho terjedése

Szennyezésterjedési problémdkban nem néhany részecske, hanem egy kisebb-
nagyobb tartomdnyt kitoltd szennyezésfelhd terjedésének a kovetése a lényeges. A
szennyezésfelhd pontjai alkotjak azt a részecskesokasagot, amelynek minden eleme a felhd

kezdeti alakjabol indul.

Az 5. é4bran egy kezdetben koncentralt 1°%1°o0s szennyezésfelhd tipikus
szétoszlasat lathatjuk. A felhSt 2007. jilius 1-jén az E. sz. 47°, K. h. 19°rol
(Magyarorszag) inditottuk, és a részecskéinek palyait a 330 K-es izentrop feliilet mentén
szamoltuk. A szennyezésfelhé 10 km-es magassagban indul, és 2,5-10° darab részecske
Osszességeébdl all. A felhd eleinte még koncentralt marad, de elkezd deformalddni. Néhany
nap elteltével a felhd egyre jobban deformalddik, nyulik, széthuzodik, kacsok alakulnak ki,
amelyek egyre vékonyabb és hosszabb szalakka fejlédnek.

A vonalszeri alakzat hossza egyre jobban nyulik, a 9. naptdl kezdédden pedig
megfigyelheték az abran a szdlas szerkezet gylir6dései is. A szalak hosszisdganak
novekedése ¢és az egymast kovetd gylirddések végiil azt eredményezik, hogy a
szennyezésfelhd részecskéi elobb-utdobb beteritik a féltekét. A két félteke kozott szinte

nincs atjaras, a masik féltekére a részecskéknek csak nagyon kis része jut at.

A megfigyelésekkel Osszhangban a sodrodasi képek is azt mutatjdk, hogy a
szennyezésfelhd nem egy szélességi kor mentén terjed €s oszlik szét, hanem szalas, fraktal
alakzatban teriti be a féltekét, amelyen stirlisddések (nagyobb szalvastagsag) és ritkulasok

figyelhetok meg (I1d. 21. és 24. nap).
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0. nap 3. nap

6. nap 9. nap

12. nap 15. nap

5. abra: 2007. julius 1-jén az E. sz. 47°, K. h. 19°-rél inditott 1°x1°-0s, 2,5:10° részecskébol all6
szennyezésfelhé szétterjedése
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24 nap 60. nap

5. abra (folytatas): 2007. jilius 1-jén az K. sz. 47°, K. h. 19°-r6l inditott 1°x1°-0s, 2,5-10° részecskébél
allé szennyezésfelho szétterjedése

Megvizsgalhatjuk, hogy milyen palyat ir le a részecskék tomegkozéppontja. A
tomegkozéppontot a kovetkezokben ismertetett médon szamitjuk. Legyenek a részecskék
hosszlsagi, illetve szélességi koordindtdi A, ¢, i=1,...,n (ahol n a szennyezésfelhd
részecskéinek szama). Eldszor kiszamitjuk a részecskesokasag térbeli tomegkdzéppontjat
haromdimenziés Descartes-i koordinatarendszerben, amelynek kozéppontja a Fold
kozéppontja, x tengelye a K. h. 0° felé, y tengelye a K. h. 90° fel¢é, z tengelye pedig az

Eszaki-sark iranyaba mutat. A részecskék térbeli koordinatai:
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X, = Rcosg, cos A,
v, =Rcose,;sind, i=1,..,n, (6.1.1)

z, = Rsing,,

ahol R az izentrop feliiletnek a Fold kozéppontjatél mért tdvolsaga. A vizsgalatainkhoz
alkalmazott izentrop feliiletek a felszin folotti 5-15 km magassagban helyezkednek el, ami
a Fold atlagos sugaranak (6370 km) csupan néhany ezreléke. Ezért a szdmitdsokhoz az

R = 6370 km értéket hasznaltuk.

Az x;, yi, zi (i=1,..., n) koordinitdkbdl kiszamitjuk a részecskék térbeli

(Xtkp» Vikps Ztkp) tOMegkozéppontjat, amely a Fold belsejébe esik:
Xyp = IZ::xl. /n,
Vip = Z;:yi/n’ (6.1.2)
i1

A tomegkozéppont a szennyezésfelhd szétoszldsa kozben egyre kozelebb esik a Fold
tengelyéhez, hiszen (ahogy az 5. dbrasorozaton is lathatd) a részecskék a félteke egyre

nagyobb részére terjednek szét.

A tomegkdzéppont hosszusagi (Auy,) és szélességi (pu,) koordinatai:

Yy thp
i,kp = arctan ,

(6.1.3)

z thp
[ 2 2 |
xtkp + y tkp

A szétterjedés soran nagyléptékben a szennyezésfelhd egyre nagyobb teriiletet

@y, = arctan

foglal el, egyre egyenletesebben oszlik el a féltekén (kisebb skalan megfigyelhetok a

kacsok, szalak vastagodasai és vékonyodasai). A tomegkdzéppontnak a Fold tengelyétdl
mért tavolsaga csokken ( xtkp2 + ytkp2 kicsi), igy @ux, egyre kevésbé tér el a 90°-tol.

A 6. abra az 5. d&brasorozatnak megfeleléen szétterjedd szennyezésfelhd
tomegkozéppontjanak palydjat mutatja sugéariranyban a felszinre visszavetitve. A

tomegkozéppont a felhd szétoszldsa folyaman egyre jobban megkdzeliti a Fold

forgastengelyét.
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6. abra: Az 5. abran inditott szennyezésfelh6é tomegkozéppontjanak palydja az elsé 30 napban (a
végpontot a piros négyzet jeloli)

6.2. Topologikus entrépia

Az 5. abra mutatja, hogy az eleinte kompakt szennyezésfelhdé hamar deformalodik,
szalas, szOvevényes szerkezetiivé fejlodik. A szabdlytalansag, bonyolultsag mértékét, egy
vonaldarab megnyuldsi aranyat a 2.3.2. fejezetben definialt topologikus entropidval
szamszerusithetjiik. Ezt a mennyiséget a szennyezésfelhore a (2.3.2.1) dsszefiiggés alapjan

becsiiljiikk meg.

A szennyezésfelhd terjedése soran a fejlodd szalak hosszat Gigy hatarozzuk meg,
hogy megszamoljuk, hogy hany megfelelden kicsi méretii ,,doboz”-ra van sziikség ahhoz,
hogy lefedjiik az alakzatot. A dobozok méretének ismeretében (2°x2°) kovetkeztethetiink a
szal hosszéra. Ennek a moddszernek az a hatranya, hogy a felhd véges sok pontszera
részecskébdl all (ez jelen esetben 2,5-10%), igy elébb-utobb a dobozok méretének
szempontjabol mar nem tekinthetd egy ,,0sszefiiggd” vonalnak, hanem kiilonallé pontokra
eshet szét, esetleg a részecskék bizonyos teriileten olyan messzire keriilnek egymastol,
hogy dobozszadmlalasnal a vonal szétszakadasat észleljiik. Ekkor kevesebb doboz fedi le az
alakzatot, mint amennyi a folytonos vonalat takarnd, és az exponencialis 6sszefiiggés nem
lesz mar érvényes. A mozgéas elején pedig a szennyezésfelhénél nagyobb méretii
dobozokbol szamitva a felhd méretét, nagyobbnak mutatjdk a felhét a valdsagos

kiterjedésénél.
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Az 5. é4bran inditott szennyezésfelhd hosszanak valtozasat lathatjuk a 7. dbran
(fekete gorbe). A 4. naptdl kezdve az exponencialis fliggvény (piros gorbe) valodban jol
illeszkedik ra. A felh6 kezdeti mérete 71 km, ez néhany nap alatt megsokszorozodik, a 9.
napon mar a Fold sugaranak kétharmada a szal hossza (4350 km), amely elkezd gylir6dni
is (Id. 5. ébra), a 12. napon pedig a kacsok mérete meghaladja a 25000 km-t is. Ebben az
esetben a hossz meghatarozasanak iddébeli korlatja 12 nap: az 5. dbran a 12. nap utan
szabad szemmel is megfigyelhetd, hogy egyes teriileteken a szdlat mar nem Osszefliggd
vonalnak, hanem kiil6nallé pontoknak latjuk. A topologikus entropia ebben az esetben az
illesztett exponencidlis fliggvény egyenletébdl leolvasva: & = 0,47 1/nap, azaz a vonaldarab

koriilbeliil kétnaponta e-szeresére nyulik.
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0.47t+4 34
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7. abra: A 2007. julius 1-jén az E. sz. 47°, K. h. 19°-rél inditott 1°x1°-0s, 2,5-10° részecskébél allé
szennyezésfelh6 hossza az id6 fiiggvényében (fekete) és a 4-12. napra illesztett exponencialis gorbe
(piros)

A 2. tiblazatban néhany, az E. sz. 47°, K. h. 19° foldrajzi hely korili 1°x1°-os

crer

nem figyelhetd meg olyan nagy mértékli valtozékonysag, mint az atlagos Ljapunov-
exponensek esetén: a terlileten a topologikus entrépidk atlaga 0,46 1/nap, szordsa

0,04 1/nap.
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Ny h. 17° | 18° | 19° | 20° | 21°
E. sz.
49° 0,48 |1 045 | 0,45 | 0,42 | 0,37
48° 0411041 | 045|043 | 0,42
47° 0471047 | 047 | 0,52 | 0,52
46° 0,47 1045 | 0,53 | 0,49 | 0,45
45° 0,47 1048 | 0,48 | 0,50 | 0,44

1. tablazat: 2007. jilius 1-jén inditott, 1°x1°-os, 2,5-10° részecskébdl allo szennyezésfelhok 4-12. napra
vonatkozé topologikus entrdépiaja [1/nap]

Mas szerzok 1égkori topologikus entropia vizsgalatairdl nincs tudomésunk, azonban
Osszehasonlitasképpen megemlitjiik, hogy az 6ceanokban, ahol sokkal lassabban zajlanak a
sodrodasi folyamatok, a topologikus entropia értéke ennél koriilbelill egy nagysagrenddel
kisebb: a Labrador-tengerben vizsgalt trajektoridk esetén a topologikus entrépia

0,02 1/nap-nak adddott (Thiffeault, 2010).

6.3. Fraktaldimenzid

A kaotikus viselkedés, ahogyan az 5. abrasorozaton is lathatjuk, bonyolult
geometriai szerkezetek (fraktdlok) felbukkandséaval jar, amelyeket a 2.3.3. fejezetben is
felsorolt kiilonbdzd dimenzidkkal lehet jellemezni. A dimenzidk kiszamitasahoz sziikséges
a vizsgalt alakzat (a szennyezésfelhd) egyforma oldalhosszusagu dobozokkal valo lefedése,
¢s a lefedd dobozok szdmanak meghatirozasa. A szennyezésfelhd szétterjedése
gombfeliileten megy végbe, a gdbmbot pedig nem lehetséges azonos méretli dobozokkal
beboritani. Igy elsé kozelitésben a 8. abran lathaté lefedési modszert alkalmaztuk. Itt a
dobozok oldalainak nagysagat szogekben mérjiik, és a dobozokat az egymastol ¢ szogre

elhelyezkedo szélességi €s hosszusagi korok alkotjak.

A felhd fraktadldimenzidjat adott iddpillanatban a (2.3.3.2) Gsszefiiggés alapjan
hatdrozhatjuk meg. Esetiinkben ¢ kicsinysége annak felel meg, hogy a lefedé dobozok

oldalhossztisaga sokkal kisebb, mint a Fold keriilete, azaz fokokban mérve & << 360°.

A D, fraktaldimenziot tehat az In N mennyiséget In (1/¢) fliggvényében megadd
grafikonbol szamithatjuk ki. Ekkor az illesztett egyenesek meredeksége éppen Dy. A
dolgozatban N(¢)-t az ¢ = 0,2°, 0,4°, 0,8°, 1°, 1,2°, 1,5°, 1,8°, 2,5°, 3°, 3,6°, 4,5°, 6°, 7,2°, 10°,
12°, 15°, 20° értékekre szamitottuk. A koOvetett részecskék szama also hatart szab a
lehetséges e-oknak: tul kicsi ¢ esetén mar kiilonallo pontoknak érzékeljik a

szennyezésfelhdt, mikozben nagy dobozmérettel végezve a mérést Dy ~2 eredményt
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kapunk az alakzatra. Ha a mérési pontok abrazolasakor a tulsagosan kisméreti dobozokhoz

tartozokat is figyelembe vessziik, akkor nem egyenes, hanem konkav gorbe adodik.
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8. abra: A Fold lefedése 2,5°-0s dobozokkal, és az 5. abran lathaté szennyezésfelh6t (piros) lefedo
dobozok (sziirke) a 12. napon

A 9. abran egy 2007. julius 1-jén az E. sz. 47°, K. h. 19°-r6l indulé 1°x1° méreti,
2,5-10" részecskébdl allo szennyezésfelhd szétterjedése soran 3 naponta illesztettiink
egyeneseket a mérésekre (korok) 2 honapon keresztiil. A legalso, a nagyobb dobozméretek
esetén kozel vizszintes pontozott vonal a felhd inditasat jelzi: ekkor a Kkicsiny
szennyezésfelhd a Fold méretéhez viszonyitva még ,,pontszerii”, az egyenes meredeksége
0, azaz a fraktaldimenzi6 is 0. (A szennyezésfelhd kezdetben a nala kisebb dobozok
szemsz0geébdl nézve kétdimenzids, igy a + = 0 nap és a t = 3 nap esetén a 0,2°-tol 1°-ig
illesztett egyenes meredeksége 2-hoz kozeli.) Ahogyan az id6 telik, a felhd egyre jobban

szétoszlik: barmekkora méretli dobozokkal is fed;jiik le a keletkezd alakzatot, mindegyikbdl
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egyre tobbre lesz szlikség, igy a mérési pontok és az illesztett egyenesek felfel¢ tolodnak.
Mivel mér nem pontszerii alakzatrol van szo, az egyenesek meredeksége is novekszik. A 2.
hénapban az illesztett egyenesek ¢és a mérési pontok bestirisodnek: ekkor a

szennyezésfelhd kiterjedése mar sokkal kevésbé novekszik, mint a mozgas elején.

A 9. abran feltiind, hogy az elsé néhany napban (0-6. nap) a mérési pontokra még a
szennyezésfelhd kiterjedésénél nagyobb dobozok esetében sem illeszkednek jol az
egyenesek. Ennek az el6z0 bekezdésben emlitett magyardzat mellett még az is oka, hogy a
szennyezésfelhd barmilyen kicsiny is, keriilhet bizonyos felbontdsban éppen két (vagy
tobb) doboz hatérara, bar valdjaban egyetlen doboz is lefedné. Ez okozza a mérési pontok
elhelyezkedésének egyenestdl valo eltérését, de az 5. abran lathatjuk, hogy példaul a 3.
napon a szennyezésfelhd valdjdban még mindig pontszerii. Ahogyan a felhd egyre nagyobb
kiterjedéstivé valik, a mérési hiba elhanyagolhatova valik, hiszen egyre tobb doboz fedi le
az alakzatot. Jol latszik, hogy az els6 néhany naptdl eltekintve a (2.3.3.1) aranyossag két

nagysagrenden keresztiil teljesiil.

1 4 T T T T

tI=EEI nap

; t=27 nap
e t=24 nap
t=21nap
t=18nap 4
t=15nap

t=12nap

t=9nap

t =6 nap
t=3nap
t=0nap

|
2015 1072 4. 259 145 108 0.4 02

9. abra: A D, fraktaldimenzi6 becsléséhez 3 naponta illesztett egyenesek a 2007. jilius 1-jén az K. sz.
47°, K. h. 19°-ré! inditott 1°x1°-0s, 2,5-10" részecskébél allo szennyezésfelh6 szétterjedése esetén
(¢: dobozméret, V: lefed6é dobozok szama)
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A 10. abran a D, fraktdldimenzi6 iddbeli fejlodését (vastag fekete vonal)
figyelhetjiik meg, amely mellett feltiintettik az egyenesek illesztésének hibdjat is
(pontozott fekete vonal). Ez azt méri, hogy a pontok mennyire helyezkednek el az illesztett
egyenes mentén, mekkora az illesztett egyenestdl vald atlagos négyzetes eltérésiik. A Dy
menete Osszevetve a szennyezésfelhd terjedését bemutatd 5. abrasorozattal, kdnnyen

értelmezheto.

A sodrédas soran a felhd kezdi elvesziteni kezdeti pontszerti, kompakt alakjat,
elébb-utobb vonalszeriivé valik, igy fraktdldimenzidja 1-hez kozelit. Majd a szélas
szerkezet egymds utdni gylrddéseivel, egyre nagyobb mértékli megnytlasaval a
részecskesokasag beboritja szinte az egész féltekét, igy kétdimenzios alakzathoz kezd
hasonlitani, majdnem kit6lti a rendelkezésére allo teret, ¢és a fraktdldimenzid ekkor mar

megkozeliti a 2-t.

o |
0 10 20 a0 40 50 2]
t [nap]

10. abra: A D, (vastag fekete) fraktaldimenzié és az illesztés hibajanak (pontozott fekete) idébeli
valtozasa a 2007. julius 1-jén az E. sz. 47°, K. h. 19°-rdl inditott 1°x1°-o0s, 2,5-10 részecskébél allo
szennyezésfelhd szétterjedése esetén

A fraktaldimenzi6 elsé néhdny napban tapasztalhat6 jelentds illesztési hibai és nagy
ingadozéasai az el6zdekben emlitett mérési hiba kovetkezményei, és a valdsagban a

szennyezésfelhd kiterjedését tekintve nem tapasztalhatok. Eszrevehetd, hogy az illesztési
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hiba valoban csokken az eltelt id6 folyaman a felhd egyre nagyobb mértékii szétoszlasaval

parhuzamosan.

6.4. Informacios dimenzié

A 11. abra az el6z6 fejezetekben vizsgalt 1°x1° méretli szennyezésfelhd szétoszlasa
soran mutatja, hogyan fligg a (2.3.3.5) egyenlettel definialt - ZN(E)B(S) ‘In P, (&)

i=1

informacio In(1/¢)-tol. Az egyenesek meredeksége adja a D, informacios dimenziot.

1 4 T T T T T

-2 Pig) In Pilg)

|
2015 1072 4. 259 145 108 0.4 02

11. abra: A D, informaciés dimenzi6 becsléséhez 3 naponta illesztett egyenesek a 2007. julius 1-jén az
E. sz. 47°, K. h. 19°-rél inditott 1°x1°-0s, 2,5:10 részecskébdl all6 szennyezésfelh szétterjedése esetén
(¢: dobozméret, P(¢): lefedé dobozok relativ gyakorisaga, —XPy(¢) InP(¢): informaciétartalom)

A 11. 4bran a fraktaldimenzié meghatarozdsdhoz hasonldéan 3 naponta dbrazoltuk a
méréseket (korok) és a rajuk illesztett egyeneseket. Kezdetben a szennyezésfelhdben a
részecskék eloszlasa egyenletes. Ebben az esetben az informaciés dimenzidé azonos a
fraktaldimenzioval. Ez a nagyobb dobozok esetén a pontozott, nagyjabol vizszintes
egyenes meredeksége, amely 0, mig a kisebb dobozok esetén megkdzelitdleg 2. A

szétterjedés soran, ahogyan az 5. abrasorozaton is megfigyelhetjiik, a szennyezésfelhd
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eldbb-utobb elvesziti kezdeti homogén elrendezddését, siirisodések és ritkulasok vehetok
észre a sodrodasi képén. Az alakzat lefedéséhez egyre tobb doboz sziikséges, igy egyre
nagyobba valik az informdciotartalom is: az egyes iddpillanatokhoz tartoz6 korok felfelé

hazodnak.

Az informécids dimenzi6 esetén is megfigyelhetd a mérési hibabol adodo rossz
illeszkedés az els6 néhany napban, valamint a szétterjedés késdbbi fazisaiban a
fraktaldimenzidhoz hasonldan itt is két nagysagrenden keresztiil teljesiil az informacios

dimenzi6t definidlo (2.3.3.7) aranyossag.

A 12. dbra a D informécios dimenzi6 és az illesztés hibajanak idobeli valtozasat

mutatja be a szennyezésfelhd Dy fraktaldimenziojanak fejlédése mellett.

o 1
0 10 20 30 40 a0 B0
t [nap]

12. abra: A D, fraktaldimenzié és a D, informacios dimenzio és az illesztések hibajanak (pontozott
fekete, illetve piros) iddbeli valtozasa a 2007. julius 1-jén az E. sz. 47°, K. h. 19°-rél inditott 1°x1°-o0s,
2,5:107 részecskébdl allo szennyezésfelh szétterjedése esetén

Az informdacios dimenzid kezdetben atfedi a fraktdldimenzid gorbéjét, vagy ahhoz
kozel fekszik. Ez arra utal, hogy ekkor még viszonylag egyenletes a szennyezésfelhd
részecskéinek eloszlasa, eleinte a kis szennyezésfelhd, késobb a fejlodd szal mentén. A
felhd terjedése soran azonban eldbb-utobb kialakul a néhol vastagabb, siliriibb, masutt
vékonyabb, ritkdsabb szalas fraktal szerkezet, kacsok keletkeznek. Ezt jelzi, hogy az dbran

koriilbeliil a 9. naptdl kezdve D; és Dy gorbéje elhajlik egymastol. Eleinte egyre jobban
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eltérnek, ami a sodrédasi képen is felismerhetd novekvé inhomogenitasokra utal. A 30.
naptol a fraktadldimenzi6 és az informacids dimenzid kozotti kiillonbség lassan csdkkenni
kezd, azaz a szétterjedt szennyezésfelhd ekkortél mar kicsit kevesebb egyenetlenséget
tartalmaz. Végil a vizsgalt idészak vége felé (itt koriilbelil az 58. naptol) a D; és a Dy
gorbéje Ujra szinte atfedi egymast, azaz ekkor a féltekén a szennyezésfelhd eloszlasa

nagyjabol homogénnek tekinthetd (1d. 5. dbra, 60. nap).

6.5. Korrelacios dimenzié

A korrelacios dimenzido egyik szamitasi modszere (2.3.3.10) egyszeriibb a
fraktaldimenzi6 és az informécids dimenzié szdmitdsi modjanal. Az irodalomban ezért

gyakran ezzel a dimenzidval taldlkozhatunk, igy ezt is megvizsgaltuk.

Mivel esetlinkben az informaciés dimenzid szdmitasahoz eleve sziikség van a Py(e)-
ok meghatarozasara, igy a (2.3.3.11) definici6 alapjan is meg tudjuk becsiilni a korrelacios
dimenziot.

Ez utobbi méréseket és az illesztett egyeneseket szemlélteti a 13. abra. A
szennyezésfelhd inditdsakor nagy e¢-ok esetén egy-egy doboz tartalmazza az 0Osszes
részecskét, igy N(e)=1 és P(e) =1, valamint lnPlz(g) =0. Késdbb, a szennyezésfelhd
szétterjedésével, a lefedd dobozok egyre kevesebb részecskét tartalmaznak, azaz Pie)

csokken (és minél kisebb a dobozméret, annal kevesebb részecske jut egy dobozban). Ezért

az illesztett egyenesek is lefelé tolddnak, és a meredekségiik (D;) nd.

A 13. abran észrevehetd, hogy a mérési pontok kevésbé illeszkednek egy
egyenesre, mint a fraktaldimenzi6 és informacios dimenzid esetén. Az illeszkedés csupan a
nagyobb dobozok (1,8° — 20°) esetén teljesiil elfogadhaté mértékben, igy a korrelacids

dimenzi6t csak az e-ok ezen intervallumara illesztett egyenesek meredekségébdl becsiiltiik.
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13. abra: A D, korrelaciés dimenzié becslésé¢hez 3 naponta illesztett egyenesek a 2007. julius 1-jén az
E. sz. 47°, K. h. 19°-r6l inditott 1°x1°-0s, 2,5-10” részecskébél allo szennyezésfelh szétterjedése esetén
(¢: dobozméret, P(c): lefed6é dobozok relativ gyakorisaga)

A korrelaciés dimenziot meghataroztuk a (2.3.3.10) ardnyossag alapjan is, ahol az
tavolsadgokat az el6z6 modszernél alkalmazott 1,8° — 20° ¢-ok értékeinek valasztottuk, és a
szimulaciokban a részecskék kozotti tavolsagokat gombi fOkorok mentén szamitottuk
(14. abra). Ebben az esetben kevesebb részecske alkotta a szennyezésfelh6t, mivel n db
részecske esetén n-(n-1)/2 tavolsagot kell megvizsgalni és Osszeszamolni. Ez mar

n =75 = 5625 részecske esetén is koriilbeliil 224,

A 15. dbran a kétféle mddszerrel szamitott korrelacidos dimenzidk iddbeli valtozasa

lathat6 a fraktal- és informacios dimenzid mellett.

Igazolhato, hogy D, < D; < Dy mindig teljesiil, és egyenldség csak akkor all fenn,
ha a részecskék eloszlasa homogén (Gotz, 2001). Ez az egyenldtlenség ezen az abran is
megfigyelhetd. A D, menetére a korrelacios dimenzid mindkét szamitasi modszerével
hasonlé gorbét kapunk. Eszrevehetd, hogy ha a korrelacios dimenziét a tavolsagokat

tartalmazo (2.3.3.10) definicio6 segitségével becsiiljiik, a mozgas kezdeténél nem 1épnek fel
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a dobozok elhelyezkedésébdl adodo hibak: ekkor a szennyezésfelhdre a D, = 0 egyenldség

valdban teljesiil, azaz a felhd a szamitott dimenzi6 alapjan is pontszert.

In Hir)

9 |
-4 -3.5 -3 25 -2 -1.5 -1
Inr

18 25 3 36 4 B 72 1012 15 20
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14. abra: A D, korrelaciés dimenzié becslésé¢hez 3 naponta illesztett egyenesek a 2007. julius 1-jén az
E. sz. 47°, K. h. 19°-rdl inditott 1°x1°-0s, 5625 részecskébol allé szennyezésfelh6 szétterjedése esetén
(r: részecskék kozotti tavolsag, H(r): az r tavolsagon beliil 1évo részecskeparok szaima)

A Fold gorbiiltsége miatt az ¢ szog oldalhossziisagli dobozok mérete a gdmbdn nem
egyforma. Amig a szennyezésfelhd meridionalis kiterjedése nem nagy, a doboznagysag
sem valtozik sokat, azonban késdbb a sarkok vagy az Egyenlitd kozelében a méretiik
jelentdsen eltérhet egymastol. Az el6zd bekezdésben emlitettek mellett a tavolsagok
alapjan becsiilt korrelacidos dimenzié masik elénye, hogy kikiiszoboli ezt a problémat. A
15. abrabol az is kitlinik, hogy a vizsgalt idészak végéhez tartva a (2.3.3.10) dsszefiiggés
segitségével kapott korrelacios dimenzid csekélyebb mértékben tér el a fraktaldimenziotol
¢s az informdacios dimenziotél, mint a (2.3.3.11) ardnyossag alapjan meghatdrozott
korrelacids dimenzid. Az informacids dimenzidhoz hasonléan a tdvolsag alapt korrelacios
dimenzi6 altal felvett értékek is arra utalnak, hogy a szennyezésfelhd a kibocsatasatol

szamitott 60. nap kornyékén mar meglehetdsen egyenletes eloszlassal fedi le a Fold egyik

féltekéjét, ami 6sszhangban all az 5. abra utolso (60. nap) képével.
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15. abra: A D, fraktildimenzié, a D, informaciés dimenzi6, a relativ gyakorisagok (D, (XP?)) és a
részecskék kozotti tavolsagok (D, (tavolsag)) segitségével szamitott korrelaciés dimenzio idébeli
fejlodése és az illesztések hibajanak (pontozott fekete, piros, kék, vilagoskék) iddobeli valtozasa a 2007.
julius 1-jén az E. sz. 47°, K. h. 19°-r6l inditott 1°x1°-0s, 2,5-10’, illetve 5625 részecskébél allo
szennyezésfelhd szétterjedése esetén

A korrelaciés dimenziok becslésében az illesztések bizonytalansagai a
szennyezésfelhd  terjedésének kezdetét leszamitva kozel azonosak. Am amint mar
emlitettiik, indulaskor a tavolsag alapu becslés a valdsagot jobban leird korrelacids
dimenzidt ad, és a sodrddasi képek, illetve az fraktal- és informacids dimenzid 50-60. nap
kozott felvett egymashoz kozeli értékei alapjan a (2.3.3.10) Osszefiiggésbdl szamitott
korrelaciés dimenzid valdszintileg pontosabb a dobozok kitdltottségébdl meghatarozott
korrelacids dimenzional. Ezen tapasztalatok alapjan numerikus szamitasok soran érdemes a
(2.3.3.10) 0Osszefiiggést hasznalni a szennyezésfelhdk korreldcios dimenzidjanak

becslésére.

Az eredményeinket Osszevetettiik Pierrehumbert and Yang (1993) munkajaval. Ok
a szennyezésfelhd elinditdsat kovetd 30. és 60. napon adtak becslést a korrelacios
dimenziéra. A 30. napon D, = 0,3, tehat a felhd pontszerli eloszlast mutat, mig a mi
szimulacionkban D, = 1,2, azaz inkabb a szélas szerkezet jellemzd. A 60. napon mar
kisebb a kiilonbség a két eredmény kozott: D, = 1,4, illetve D, = 1,6-1,7. Az eltérések okai

a kiilonboz0 iddjarasi helyzetek lehetnek.
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6.6. Kozel azonos teruletii dobozok alkalmazasa a dimenzidk
szamitasahoz

Ha a fraktaldimenziét, az informacidés dimenziot és a korrelacidos dimenziot a
szennyezésfelhdt lefedd dobozok szdmanak, kitoltottségének a dobozmérettdl valod
fliggésébol szamitjuk, az el6zd fejezetekben emlitett szamitdsi modszerek nem teljesen
korrektek, hiszen nem egyforma méretli dobozokkal fedjiik le az alakzatokat. A 8. abra jol
mutatja, hogy a hosszisagi és szélességi korok altal hatarolt dobozok mérete a sarkok felé
erdsen csokken. A 3. tdblazatban az Egyenliténél és kozvetlen a sarkoknal elhelyezkedd
dobozok méretét talaljuk a Foldsugar négyzetének egységében (R?), az utolsé oszlopban
pedig a két teriilet hanyadosa van feltiintetve. Lathat6, hogy minél kisebb a lefedéshez

alkalmazott dobozméret, annal nagyobb ez az arany.

e[| Aro (R | Ak [R] | Asg/Auari | | €°1| Arge [R] | A [R7] | Ape/Asurk
02| 1,218E-05| 2,127E-08 572,96 3| 2,740E-03| 7,176E-05 38,19
041 4,874E-05| 1,701E-07 286,48 3,6( 3,945E-03| 1,240E-04 31,82
0,8 1,949E-04 | 1,361E-06 143,24 451 6,162E-03 | 2,421E-04 25,45
1] 3,046E-04| 2,658E-06 114,59 6| 1,095E-02| 5,737E-04 19,08
1,2 4,386E-04| 4,593E-06 95,49 72 1,575E-02| 9,909E-04 15,89
1,5| 6,853E-04| 8,971E-06 76,39 10| 3,031E-02| 2,652E-03 11,43
1,8 9,868E-04| 1,550E-05 63,66 12| 4,354E-02| 4,577E-03 9,51
2,5 1,903E-03 | 4,153E-05 45,83 15]| 6,776E-02 | 8,921E-03 7,60
20 1,194E-01| 2,105E-02 5,67

3. tablazat: A féltekék lefedéséhez alkalmazott dobozok teriilete a Foldsugar négyzetének egységében
(Rz) az Egyenlitonél (4, ) és kozvetlen a sarkoknal elhelyezked6 (A,,.) dobozok esetében, és a két
teriilet hanyadosa (4gg,/Auri)

Abbol a célbol, hogy a dobozméretek ilyen nagymértékii valtozékonysagat
kikiiszoboljik, a félteke egy masik felosztasat is definidltuk. Ez a felbontas azon alapul,
hogy minden egyes doboz teriilete kdzel azonos legyen. A szélességi kordk szerinti
felosztast meghagytuk olyannak, amilyen eddig volt: azaz ebben a felosztasban is a
dobozok két oldaldt az egymast ¢ szogenként kovetd szélességi kordk hatdrozzadk meg
(16. 4bra). Azonban a masik két oldaldnak hosszusagi koordinatai az eldzdekkel
ellentétben egymadstdl nem ¢ szogre, hanem szélességi koronként kiilonbozo szogekre
helyezkednek el olyan mdédon, hogy minden doboz teriilete nagyjabol egyforma legyen (a

teljesen azonos méretli dobozokkal val6 lefedés nem lehetséges).
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Egy 41, 22, 91, @2 (L1 <Az, ¢1<@y) hosszisagi ¢és szélességi korok altal

meghatarozott egységnyi sugari gdmbnégyszognek a feliilete:
A=(A,—A4)(sing, —sing,). (6.6.1)
Esetiinkben adott szélességi koron 1évé doboz feliiletének szamitasakor
P, =@, +¢, ¢ legyen 4, — 4, =¢&'(p,). Legyen az Egyenlitdnél elhelyezkedd dobozokra
&'(p, =0)=¢, azaz az Egyenlitd két oldalan a dobozok mind a négy oldala szogben

mérve egyenld. Ezeknek a dobozoknak a teriilete igy

A, =¢g(sing —sin0)=¢esine. (6.6.2)

Egy.

Adott szélességi koron 1évo doboz szélességi kor menti &'(¢,) oldalhosszat eldszor

ugy valasztjuk meg, hogy ezzel a teriilettel megegyezzen:
Ap, =esine =4, =&'(p)(sin(p, +&)—sing,). (6.6.3)
Ebbdl a ¢, szélességi koron 1évd doboz szélességi korokkel parhuzamos oldalai
szogben kifejezve:

sin &

e'(p)=¢ (6.6.4)

sin(p, + &) —sing,

Ha & << ¢, akkor a (6.6.4) egyenletbdl &'(¢p,) ~ £/cos ¢, , amely megkaphato két kicsiny,
A €és A+ di szélességi, illetve ¢ és ¢ + dp hosszsagi korok altal hatarolt gdmbnégyszog

teriiletének (R* cos @ - dg-dA) egyenl8ségébdl is (Gotz és Rakoczi, 1981).

Mivel a Foldgomb teljes lefedésének érdekében a szélességi koroket egész szamu

dobozoknak kell kitdltenie, az alkalmazott &" zonalis dobozméret &'(g,)-t6l kis

mértékben eltér. Adott szélességi kor mentén igy

db(p,) = round(z—”J (6.6.5)
&'(p)

darab doboz foglal helyet, ahol a round a legkdzelebbi egész szamra vald kerekitést jelzi.

fgy a dobozok zonalis oldalhossza a ¢, szélességi koron:

£"(p) = 21/db(p). (6.6.6)

A dobozok teriilete tehat adott szélességi koron nem egyezik meg pontosan az

Egyenlitonél 1évé dobozok nagysagaval. Az egyenlitdi és sarki dobozteriiletek
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kiilonbségérdl a 4. tablazat nyujt informaciot. Lathatd, hogy a féltekére ezt az 1) lefedési

modszert alkalmazva a Ag,, és A, ardnya minden ¢ esetén kozel van az egyhez.

e[| Ape [R] | Ak [R] | Arg/Asurs | | €[] Apg [R] | A [R] | Asg/Asark
0,2 1,218E-05| 1,276E-05 0,9549 31 2,740E-03 | 2,870E-03 0,9547
04| 4,874E-05| 5,104E-05 0,9549 3,6| 3,945E-03 | 4,133E-03 0,9546
0,8 1,949E-04| 2,042E-04 0,9549 45| 6,162E-03 | 6,456E-03 0,9544
1 3,046E-04| 3,190E-04 0,9549 6| 1,095E-02| 1,147E-02 0,9541
1,2 4,386E-04| 4,593E-04 0,9549 72\ 1,575E-02| 1,651E-02 0,9537
1,5 6,853E-04| 7,177E-04 0,9549 10]| 3,031E-02| 3,182E-02 0,9525
1,8 9,868E-04| 1,033E-03 0,9549 12| 4,354E-02 | 4,577E-02 09514
2,51 1,903E-03| 1,993E-03 0,9548 15]| 6,776E-02 | 7,136E-02 0,9495
201 1,194E-01| 1,263E-01 0,9452

4. tablazat: A féltekék lefedéséhez alkalmazott dobozok teriilete a Foldsugar négyzetének egységében
az Egyenlitonél (4., ) és kozvetlen a sarkoknal elhelyezkedd (A,,) dobozok esetében, és a két teriilet
hanyadosa (4 ggy./Asari)

1

2. nap

IO S5
YA

16. abra: A Fold lefedése az Egyenliténél & = 2,5°-nak megfelel6 méretii dobozokkal, és az S. abran
lathato6 szennyezésfelhot (piros) lefedé dobozok (sziirke) a 12. napon
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A féltekének ez a lefedési modja azt eredményezi, ahogyan ez a 16. dbran is
megfigyelhetd, hogy a sarkok felé kozeledve egyre kevesebb doboz sorakozik egy-egy

sz€lességi kor mentén.

Megvizsgaltuk ennek a lefedésnek a segitségével is a fraktdldimenziot, az
informacios dimenziodt és a korrelaciés dimenziot, valamint azt, hogy az el6z6 fejezetekben
bemutatott eredményekhez képest hogyan valtoznak ezek a mennyiségek a

szennyezésfelhd terjedése, szétoszlasa soran.

A 17. ébrat a 15. dbraval Osszevetve megallapithatjuk, hogy a kiilonb6zd dimenzidk
menete hasonloan alakul a kétféle lefedés esetén: a kezdeti ingadozasok utan a 3. naptol
kezdve a dimenziok gyors novekedése tapasztalhatd, ami megfelel annak, hogy a felhd
sebesen szélas szerkezetli alakzatta fejlodik. Majd ezt kovetden koriilbeliil a 15. naptol

kezdve mindkét dbrdn mar kisebb mértékii valtozdsokat mutatnak a gorbék.

|
30 40 a0 60
t [nap]

17. abra: A D, fraktildimenzid, a D, informaciés dimenzio, a D, korrelaciés dimenzié idébeli fejlédése
_ ¢és azillesztések hibajanak (pontozott fekete, piros, kék) idébeli valtozasa a 2007. julius 1-jén az
E. sz. 47°, K. h. 19°-r6l inditott 1°x1°-0s, 2,5-10” részecskébél allo szennyezésfelh szétterjedése esetén

A kétféle lefedéssel szamitott dimenzidk kiilonbsége (18. abra) azt mutatja, hogy a
vizsgalt szennyezésfelhd esetén koriilbeliil egy honap utdn az elsd lefedés segitségével
szamolt dimenziok nagyobba vélnak, mint a kozel azonos teriiletli dobozokkal vald

lefedésbdl szarmazok. A kétféle lefedési modszerrel szamitott mennyiségek a
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fraktaldimenzioban térnek el a legkevésbé: a 35. naptol kezdve ADy = 0,07. A dobozok
kitoltottségét a legjobban tekintetbe vevd korrelacidos dimenzio esetén a legnagyobb,
kortilbeliil kétszer ekkora a kiilonbség a 2. honap folyaméan: AD, = 0,13 — 0,14, valamint a
fraktal- és informacios dimenzidhoz képest AD, idében sokkal valtozékonyabb. Ez utébbi

valoszinlileg a korrelacios dimenzio becsléséhez a mérési pontokra kevésbé jol illeszkedo

egyeneseknek kdszonhetd.

4Dy, AD, , D,

1
] 10 20 30 40 a0 G0
t [nap]

18. abra: A hosszisagi és szélességi korok altal meghatarozott dobozokat és a kozel azonos teriiletii
dobozokat alkalmazé lefedésbol szarmazo fraktaldimenzié (AD,), informacios dimenzio (AD,) és
korrelaciés dimenzié (AD,) kiilonbsége a 2007. julius 1-jén az K. sz. 47°, K. h. 19°-rél inditott 1°x1°-os,
2,5:107 részecskébdl allo szennyezésfelh szétterjedése esetén

A lefedé dobozok kozel azonos mérete kovetkeztében az ebben a fejezetben

bemutatott lefedési modszer tekintheto a fraktal-, az informacios és a korrelacios dimenzid

crer
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7. A félteke beboritasanak ideje

"o

Az eloz6 fejezetekben lathattuk, hogy a kezdetben koncentralt szennyezésfelhd
hogyan oszlik szét a Foldon. Ezért a kaotikus jellemzdk mellett érdemes azt is
megvizsgalni, hogy mennyi id6 sziikséges ahhoz, hogy a szennyezésfelhd annyira
szétterjedjen, hogy ,.korbe érjen” vagy pedig nagyjabol egyenletes stirliséggel beteritsen
egy féltekét. Igy hozzavetéleges adatokat kaphatunk arra vonatkozélag, hogy példaul
vulkankitorésekbdl vagy légszennyezési folyamatokbol szdrmazd anyagoknak mennyi

idébe telik globalisan beboritani egy féltekeét.

Korbeérési idonek neveztiik el azt az id6t, ami alatt a szétoszld szennyezésfelhd
részecskéi minden hosszusagi kor mentén megjelennek. Korbeérésnek az szamit, ha ugyan
mas szélességi koron, de a szennyezésfelhd ,elejének” hosszusagi koordinataja

megegyezik a felh6 ,,hatuljdnak” hosszisagi koordinatajaval.

Ez technikailag Ggy valdsithatdé meg, hogy a féltekét a hosszusagi korok mentén kis
oszlopokra (vizsgalatainkban 1°) osztjuk, és megnézziik, hogy az adott oszlopban hany
részecske talalhat6. Azt az els6 idOpontot, amikor mar mindegyik oszlop tartalmaz

részecskét, nevezziik a szennyezésfelhd korbeérési idejének (19. abra).

22.nap,12 ¢éra 22.nap,18 éra

19. dbra: Az S. abran inditott szennyezésfelhdnek a korbeérést megel6zo, illetve korbeéréskor elfoglalt
helyzete

48



Az el6z6 definiciot modosithatjuk ugy is, hogy megkoveteljiik, ne csak egy, hanem
meghatérozott kiiszobszamnal tobb részecskét tartalmazzon egy-egy oszlop. Ez alkalmas a
részecskék stirliségének figyelembevételére is. Ekkor szemiigyre vehetjiik, hogy mennyi
id6 alatt oszlik szét annyira a szennyezésfelhd, hogy a hosszusagi korok szerint kozel
egyenletesen beboritsa a féltekét (20. abra). Ezt neveztiik homogenizalodasi idonek. Ennek
meghatarozdsa sordn a kiiszobot az oszlopokban vald egyenletes eloszlaskor fellépd
részecskeszdm negyedének valasztottuk, ugyanis ekkor mar szabad szemmel nézve a
részecskesokasag nagyjabol egyenletesen oszlik el a féltekén. Vagyis a homogenizalddasi
1d6 tyom az az elsd ¢ idopont, amikor

1 ’ = 1’ <eey dboszlop (71)

n
n()z——-—
i () 1

db

oszlop

teljesiil, ahol #; jeloli az i. oszlopban talalhato részecskék szamat, n az 6sszes részecskének,

dbs-10p pedig az oszlopoknak a szama.

31. nap,12 ¢éra

20. abra: Az S. abran elinditott szennyezésfelh6 eloszlasa a homogenizalédasi idé elteltével

A szennyezésfelhdk atlagos korbeérési és homogenizalodési idejének becsléséhez
30 napon keresztiil (télen 2006. december 1-jétél, nyadron 2007. junius 1-jét6l kezdve)
minden nap egyszer inditottunk egy-egy 1°x1°-0s részecskesokasagot minden tizedik
sz¢lességi ¢s minden harmincadik hosszusagi korrdl. A fentebb emlitett modszerekkel

meghataroztuk azok korbeérési és homogenizalodasi idejét, majd ezekbdl mind a
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december-februari, mind a junius-augusztusi iddszakra 30 napos atlagot és szorast

szamoltunk az egyes foldrajzi helyekre vonatkozdan.

7.1. Korbeérési ido

A 21.a abran az atlagos korbeérési idoket lathatjuk a foldrajzi hely és az évszak
fliggvényében abrdzolva, valamint a 21.b dbrdn a két évszakban zondlisan atlagolva,

mellette az adott szélességi korre vonatkozo szorast feltlintetve.

rrrrrr

ahogyan a 3. 4bra atlagos szélviszonyai alapjan varhato is, a légkdorben kozepes
sz¢lességeken érnek korbe a leghamarabb a szennyezésfelhdk (atlagosan 15-30 nap), mig a
tropusokrol inditott felhdknek ehhez akar masfél honapra is sziikségiik lehet. A december-

februar idészakban csekélyebb a kiilonbség a két félteke kdzott, mint jinius-augusztusban.

A mérsékelt 6vben az adott félteke telén (azaz az Eszaki-féltekén a december-
februar, a Déli-féltekén a junius-augusztus iddszakban) a szennyezésfelhdk korbeérése
atlagosan 15-25 nap alatt torténik, mig a féltekék nyardn 20-30 nap kozott valtozik. A
sarkvidékekrol induld szennyezésfelhdk korbeérési ideje altalaban nagyobb (25-35 nap),
mint a kozepes szélességeken kibocsatott felhdké, kivéve a Déli-féltekén a junius-

augusztus iddszak alatt szétterjedd felhdket.

A 21.a abrdn megfigyelhet, hogy a december-februar periddusban az &tlagos
korbeérési id6 legnagyobb értékei Kozép-Amerikaban, a Csendes-6cean és az Indiai-ocedn
Egyenlitohoz kozeli teriiletein jelennek meg. Ezzel szemben a junius-augusztus idészak
alatt az Afrika kozépsd részérdl induld szennyezésfelhdknek telik a legtobb iddbe, mig

korbeérnek az Eszaki- vagy Déli-féltekén.

rrrrrr

valtozik. A legnagyobb valtozékonysag a trépusokon fordul eld, itt ugyanis a
szennyezésfelhd eleinte lassabban oszlik szét, késébb (az aktualis aramlasoktol fliggden) a
részecskesokasdg egy-egy része a mérsékelt dvbe juthat, ahol a nagyobb szélsebességek
uralma ald keriil. A korbeérési id6 nagy szordsanak (5-10 nap) oka a trépusi teriiletekrol
valo kitorés idépontjanak valtozékonysaga. A kozepes €s magas szélességekrdl inditott

szennyezésfelhdk esetén a leggyakoribb szordsok 2-6 nap kozé esnek.
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21. abra: a) Az atlagos korbeérési idé [nap]| a december-februar (fent) és a junius-augusztus (lent)
iddszakban, és b) az atlagos kérbeérési ido zonalis atlaga és szorasa
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7.2. Homogenizalédasi id6

Mikor a szennyezésfelhd korbe ér a Fold koriil, még nem egyenletesen boritja be az
adott féltekét (19. abra), éppen csak megjelenik minden hossziisagi kor mentén. Ahhoz,

hogy nagyjabol azonos részecskeeloszlast tapasztaljunk a féltekén, tobb id6 sziikséges.

A 22. dbran lathatjuk az egyes foldrajzi helyekre, adott évszakra vonatkozo6 atlagos
homogenizalddasi id6t, amelyet a merididnok mentén elhelyezkedd oszlopokban 1évo
részecskék kritikus szama alapjan hatdroztunk meg ((7.1) Osszefliggés). Az atlagos
homogenizalodasi id6 az atlagos korbeérési id6hoz hasonldan leginkdbb a foldrajzi
sz¢lesség fliggvénye. A részecskek féltekén valo kozel egyenletesen eloszlasanak elérése a
tropusi teriileteken tart a legtovabb (50-70 nap). Kbzepes szélességeken évszaktol fiiggden
a félteke telén atlagosan 30-40 nap, illetve a félteke nyardn 35-45 nap. A sarkvidékeken
szintén nagyobb értékekkel talalkozhatunk: a homogenizalédas a Déli-félteke telén a Déli-
sark kornyékén 30-40, az Eszaki-sarkvidéken 40-45 nap alatt torténik meg, mig az Eszaki-
félteke telén a homogenizalddashoz a polusok kozelében mindkét féltekén ennél par nappal

tobb, atlagosan 45-50 nap sziikséges.

A homogenizalddasi id6k szorasa a korbeérési idok szoérdsdhoz hasonldan nagy
tartomanyban ingadozik, tobbnyire 5-15 nap ko6z¢é esik. A korbeérési id6hoz hasonloan itt
is jellemzd a szoras zonalis elrendezddése: a tropusokon lépnek fel a legnagyobb, mig a

kozepes és magas szélességeken a legkisebb szorasok.

Ahogyan varhat6 is, a korbeérés és a homogenizal6das hamarabb torténik meg a
féltekék telén, mint nyaran. Ez annak k&szonhetd, hogy a foldi 1égkdrzés meghajtoja az
Egyenlitd és a sarkvidékek kozotti hdmérsekletkiilonbség, amely adott félgombon télen
nagyobb, mint nyaron (Czelnai et al., 1982). A 3. dbran bemutatott szélviszonyok is azt
mutatjak, hogy télen nagyobb szélsebességekkel talalkozhatunk, mint nyaron. A legkisebb
korbeérési €s homogenizalodasi idok a Déli-féltekén a téli évszakban (junius-augusztus)
jelennek meg, ekkor kitlinnek a szélmezOben az itt uralkodo erds, atlagosan nyugatias

iranyu aramlatok.
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22. abra: a) Az atlagos homogenizalodasi id6 [nap] a december-februar (fent) és a junius-augusztus

S

(lent) idészakban, és b) az atlagos homogenizilédasi ido zonalis atlaga és szérasa
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8. A modell-eredmények dsszevetése 1égkori

medfigyelésekkel

8.1. A Kasatochi vulkan kitorése

A miiholdfelvételekrél konnyen meggydzddhetiink arrdl, hogy a 6. fejezetben

bemutatott sodrodasi tulajdonsdgok valoban megjelennek a légkorben.

Az Aleut-szigeteken talalhaté Kasatochi vulkéan 2008. augusztus 7-8-ai kitdréseikor
nagy mennyiségi hamu ¢és kén-dioxid jutott a levegdbe, ami 11-15 km kozotti
magassagban terjedt szét a légkdrben (Waythomas et al., 2008). A MetOp-A mitholdon
miikodé GOME-2 (Global Ozone Monitoring Experiment-2) miiszer méréseinek
segitségével kovethetd a kén-dioxid felhd utja (23. ébra), amely augusztus 14-én érte el
Eurodpat, és tovabbi egy hétbe telt, amig eljutott Alaszkaba. A mitholdas megfigyelések
mellett  Osszehasonlitdsképpen egyik szimuldcionk eredményét lathatjuk. A
szennyezésfelhd kezddfeltételeit a mitholdképek és a kitorési idépontok alapjan hataroztuk
meg. A Kasatochi augusztus 7-én 22:01 UTC-kor, 8-4n 1:50 és 4:35 UTC-kor tort ki, ezt
kovetden pedig még 17 6ran keresztiil hamut 16vellt a 1égkorbe (Waythomas et al., 2008).
A vulkankitorés magassagi adatai alapjan az ERA-Interim adatbazisabodl kikerestiik az
akkor 11 és 15 km kozott elhelyezkedd izentrop feliileteket: ennek a kritériumnak a 350 K-
es és a 370 K-es feliilet tett eleget.

fgy a szimulacioban a szennyezésfelhket a 350 K-es és a 370 K-es izentrop
feliileten inditottuk augusztus 8-4n a harom kitorésnek ¢és tovabbi kilovelléseknek
megfeleld 0 UTC-kor, 6 UTC-kor és 12 UTC-kor, a Ny. h. 173°, E. sz. 52° kozéppontt, 4°

atmérdji tertiletrdl (kék ellipszis a 23. abran).

A 23, abran a kiilonb6zd szinteken ¢€és a harom iddpontban inditott
részecskesokasagok eloszlasa lathatd egymasra vetitve. A mitholdképeken €s a szimulacio
képein is jol megfigyelheték az idonként kinytlé vékony, hosszu széalak, kacsok, amelyek
két orvény kozotti sodrodas soran keletkeznek, illetve a terjedés lassuldsa, ,,beragadédsa”,
amikor a kén-dioxid felhé egy halmaza bekeriil egy Orvénybe, és azzal egyiitt forog. A
Kasatochi vulkanbol szdrmaz6 anyagok feljutottak a sztratoszféraba, egy fél honap alatt
korbekeriilték a Foldet (a szimulacidnkban a korbeérési id6 15,5 nap), és a honap végére
nagyjabol homogenizalddott a kén-dioxid eloszlasa a féltekén (a (7.1) definicié szerint a

homogenizal6dasi id6 21 nap).
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23. abra: A Kasatochi vulkan kitorésekor felszabadulé kén-dioxid terjedése a légkorben
(http://www.iup.uni-bremen.de/doas/images/highlights/gome2_so02_kasatochi_large.gif) és a megfelelé
szimulacié eredménye. A szennyezésfelhoket a 350 K-es és 370 K-es izentrop feliileten inditottuk 2008.
augusztus 8-an 0 UTC-kor, 6 UTC-kor és 12 UTC-kor a Ny. h. 173°, E. sz. 52° kozéppontii, 4° tméréjii

teriiletrol (kék).
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A kaotikus mérészamok koziil az 5 napra vonatkozo Ljapunov-exponens a kén-
dioxid felhd teriiletén atlagosan 0,29 1/nap, mig a topologikus entropia 0,36 1/nap értéket
vett fel, a szordsuk pedig 0,2 1/nap-nak, illetve 0,1 1/nap-nak adodott.

A 24. adbran a 2008. augusztus 12-¢én lathatjuk a szimulaciok képeit a két izentrop
szintet (350 K ¢és 370 K), illetve a harom inditasi idépontot (2008. augusztus 8. 0 UTC,
6 UTC é¢és 12 UTC) kiilon-kiilon feltiintetve. Megfigyelhetd, hogy az egyes szintek eltérd
aramlési viszonyai mas-mds sodrodasi képet eredményeznek. A 370 K-es feliileten a
szennyezésfelhd a 350 K-es szinthez képest sokkal csekélyebb mértékben oszlik szét,
kevesebb szal alakul ki, amelyeknek a hossza igy rovidebb is. A 23. abran az ehhez az
idéponthoz tartozd augusztus 12-ei sodrodasi képen az Alaszka és Kanada hataran
megjelend siirlibb, nagy kiterjedésli foltot a 24. 4bra alapjan foként a 350 K-es szintrdl
0 UTC-kor, illetve a 370 K-es szintrél 12 UTC-kor elinditott szennyezésfelhdk részecskéi
alkotjak. Az Amerikai Egyesiilt Allamok nyugati partjanal feltiin két vékonyabb szal
koziil az északabbi a 350 K-es feliilet szennyezésfelhdibdl, mig a déli a 370 K-es szinten
¢jfélkor induld részecskesokasagbol tevodik dssze. Megfigyelhetd, hogy a Kanada belsd
teriiletein, a Nagy-Tavak kornyékén vagy Gronlandtél nyugatra, a Baffin-6bol {olott

sodrodo szalak a 350 K-es feliileten folyd szimulaciokbol szarmaznak.

A miuholdfelvételek és a szimulaciobdl szarmazo sodrodasi képek hasonlosaga
alatdmasztja, hogy a légkér magasabb rétegeiben, nagy skalan zajlo sodrodasi

folyamatokat jol kozeliti az altalunk alkalmazott kétdimenzids sodrodasi modell.

Mivel a vulkéankitorések ritkak, és foldrajzi eloszlasuk nem egyenletes, a tényleges
korbeérési és homogenizalodasi idokre nem all rendelkezésre elegendd megfigyelés.
Azonban a Karman Laboratériumban végzett forgd kadas kisérletek is azt mutatattak
(Homonnai, 2008), hogy egy szennyezésfelhd féltekén vald korbeéréséhez koriilbeliil egy
hoénap sziikséges, és a terjedés nagyobb hoémérsékletkiilonbségek esetén (tehat télen)

gyorsabb, ami 6sszhangban van az altalunk kapott eredményekkel.
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24. abra: A Kasatochi vulkan kitoréséhez készitett szimulaciok 2008. augusztus 12-re vonatkozo
eredményei a 350 K-es, illetve a 370 K-es szintrdl augusztus 8-an 0 UTC-kor, 6 UTC-kor és 12 UTC-

e

kor, a Ny. h. 173°, E. sz. 52° kozéppont, 4° atméréjii teriiletrdl inditott szennyezésfelh6k esetén
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8.2. Rovid tartézkodasi idejii légkori 6sszetevok sodrodasa

A 6.2. fejezetben lathattuk, hogy egy vonaldarabnak a hossza mar néhany nap
elteltével exponencialisan nyulik. igy azt varjuk, hogy rovid tartdzkodasi idejii osszetevék

esetében is megfigyelhetok a légkorben a kaotikus sodrddasra jellemzdé hosszan elnyulo

szalak.

A 25. abran Eszak-Amerikabol szarmazo nitrogén-oxidok terjedése mutat erre
példat. A nitrogén-oxidok erdsen reaktiv gazok, légkori tartdozkodési idejiik a felsod
troposzféraban is csupan 1-2 nap (a planetaris hatarrétegben 6ras nagysagrendi) (Jaegle et
al., 1998), ezért altalaban a koncentracidjuk a forrasteriileteken magas, tdvolabb pedig
nagysagrendekkel alacsonyabb. A kontinensek ko6zdtti nyomanyag transzport azonban

tobbnyire néhany napot, néhany hetet vesz igénybe (Stohl et al., 2003).

a) 7 November 16 UTC

= X
m_—— i

» by
\
A\ mﬁ [

\p
P ¥
|

@

S

T
Sv/
Ty
\
]
W TR

a':ﬁ “\ H‘F%jr '
¥ W
| \u
3 ((,,\
)
§:
A
1
Y
W

s
«% 5
o |
aﬂ/’

P 7 //QJ_/‘ A
z:%, g SeA {?é?f ol
= e
\ T 5 . e
ey e —) J;\&x\ v;j:i
AT (C? i V. e w‘if’ Yf;f\vﬁ

1E15 molec/cm2

25. abra: Teljes légoszlopra vonatkozé NO, koncentraciok (10'° molekula/cm”) a FLEXPART modell
alapjan 2001. november a) 7-én, b) 8-an, ¢) 9-én, d) 10-én és e) 11-én. (Stohl et al., 2003)
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A 25. abran lathatjuk, hogy specidlis meteoroldgiai feltételek mellett az Atlanti-
6cean felett Eszak-Amerikabol egy hosszan kinyulo, elsodrodd, vékonyabb szal
formdjaban néhany nap alatt Eurdpaba is elérhet a szennyezddés. Ekkor kivételesen nagy

zonalis szélsebességek uralkodtak a térségben. (Stohl et al., 2003)

Ez arra utal, hogy a kaotikus viselkedés, a sodrodas soran megjelend bonyolult,
szalas szerkezetek, a jellemzden hosszan elnyuld kacsok nemcsak passziv nyomelemek
esetén képesek kialakulni. A szalassag akkor is megfigyelhetd, ha reakciokban résztvevd
gazok, szennyezddések sodrodasat vizsgaljuk, amelyek véges élettartamtiak. Szimuldcidink
alapjan egy szennyezésfelhdben a szalas szerkezet néhany nap (4ltaldban 2-4 nap) utan
jelenik meg, igy a légkorben az ennél nagyobb tartézkodési idejii szennyezddések esetén

megfigyelhetd.

A bonyolult fraktal szerkezetek jelenléte fontos szerepet jatszik abban az esetben,
ha a sodr6do részecskék kémiailag aktivak. Légkori aramlasokban ezt a jelenséget,
valamint a sodr6d6 anyagok fraktdldimenzidjanak a kémiai reakcidegyenletekbe torténd

beépitését Wonhas and Vassilicos (2003) vizsgaltak részletesebben.
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9. Osszefoglalas

A dolgozatban numerikus szimulacid segitségével passziv nyomjelzd anyagok

kovetésével bemutattuk a szabad 1€gkorben torténd kaotikus sodrodas jellemzoit.

Lathattuk, hogy a kozeli részecskepalydk exponencialisan tavolodnak egymastol,

azaz a rendszer érzékeny a kezdofeltételekre és a mozgas hosszu tdvon eldrejelezhetetlen.

Egy szennyezésfelhd sodrddasa, szétoszlasa soran megfigyelhettiik a felhd kezdeti
alakjanak deformalodéasat, hosszu, vékony szalak kifejlodését, amelyek az 1d6
elérehaladtaval Osszegylirédnek, finom, szélas, tekervényes, fraktadl szerkezetli képet
alakitanak ki a féltekén. Néhany esetre megbecsiiltiik a Ljapunov-exponenst, amely térben
finom szerkezetl eloszlast mutat, valamint meghataroztuk a topologikus entrépiat, amely a
Ljapunov-exponenshez képest homogénabb térbeli eloszlassal rendelkezik. A Ljapunov-
exponensek atlagos értékét mas tanulmanyokkal 6sszhangban 0,3 1/nap-nak talaltuk, mig a
légkori aramlasokban eddig még tudomdsunk szerint nem vizsgalt topologikus entrdopia
tipikus értéke a szimulacidink alapjan 0,4 1/nap. Ezek a mérdszamok a kaotikussag

erdsségére utalnak: minél nagyobb az értékiik, annal kaotikusabb a rendszer.

Megmutattuk, idében hogyan valtozik a szennyezésfelhd fraktaldimenzidja,
informacios és korrelacios dimenzidja, valamint azt, hogy a dimenziok véltozasa mit jelent
a felhd kiterjedésére, alakjara és eloszlasara vonatkozdan. A sodrédd szennyezésfelhd
megjelenési formai (5. abra) Osszhangban vannak a dimenziok altal leirt sodrodasi
képekkel. A szennyezésfelhd hamar elveszti kezdeti homogén pontszerii alakjat
(Do, D1, D, = 0), ekkor a dimenzidk is egyre nagyobb értékeket vesznek fel. A
szennyezésfelhd szélas szerkezetlivé formalodik, siiriibb €s ritkdbb tartomanyok jelennek
meg (Do > D;), majd koriilbeliil egy honap utan az inhomogenitas csokkenni kezd, és a
vizsgalt esetben a részecskesokasag két honap elteltével nagyjabol mar egyenletes boritja

be a féltekét (Do ~ D] ~ Dz ~ 2)

Numerikus szimulaciok segitségével ravilagitottunk arra, hogy a kezdetben
koncentralt szennyezésfelhdk a foldrajzi szélességtdl és az évszaktol fiiggden atlagosan
20-50 nap alatt érnek korbe a féltekén, ¢és a félteke hosszsagi korok szerinti kozel
egyenletes beboritdsdhoz 1-2 honap sziikséges. A tropusi teriiletekrdl inditott felhdknek
telik a legtobb idébe, a kozepes szélességeken kibocsatottaknak a legkevesebbe, mig korbe

érnek vagy homogenizalodnak a félgombon, ami megfelel az eldzetes varakozasoknak. A
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felhok a féltekék telén hamarabb boritjak be az adott félgdombot, ami a sarkvidékek és a
tropusi teriiletek kozott fellépd, nyarinal nagyobb hdmérsékletkiilonbségnek, intenzivebb
cirkulacionak koszonhetd. A korbeérési és homogenizalddasi idok szdrasai a tropusokon a

legnagyobbak ¢€s a kdzepes szélességeken a legkisebbek.

Légkori megfigyelések segitségével megbizonyosodhattunk réla, hogy a foldi
sz€lmezbében vald sodrodads szimuldcidja soran a sodrodasi képen lathatd szdvevényes,
szalas, fraktal szerkezetli alakzatok, elnyuld kacsok a légkorben valdoban megjelennek.
Lathattuk, hogy a kaotikus sodrdédas nemcsak hosszli, hanem rovid tartozkodasi idejii

gazok esetén is szerepet jatszhat a transzportfolyamatokban, a 1égszennyezésben.

Tovabbi célkitlizéseink kozott szerepel az izlandi Eyjafjallajokull vulkdn 2010-es
kitoréseikor a levegdbe keriilé hamu, por, gazok terjedésének szimuldldsa, az eredmények
Osszehasonlitdsa a mitholdképek alapjan meghatarozott eloszldsokkal (26. abra). A
modelliinket a jovében olyan iranyban fejlesztjiik tovabb, hogy figyelembe tudjuk venni a

részecskék tilepedését is.

Evjafjallajokull eruption - IAS] Ash radiance index - 16.04.2010 ~10h UTC
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26. abra: Az izlandi Eyjafjallajokull vulkan kitérésekor a levegébe keriilt hamu 2010. aprilis 16-an
10 UTC-kor (http://www.eumetsat.int/Home/Main/News/Features/717626)
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Végezetiil hangstlyozzuk, hogy az itt bemutatott kaotikus viselkedés a
szennyezésfelhé sodrodasdanak kaotikussaga, mely fliggetlen a légkor kaotikussagatol
(turbulens természetétdl). Amit lattunk, teljesen altalanos: haromdimenzids dramlésban
vagy kétdimenzids idofiiggd aramlasban a sodrddas kaotikus volta miatt kialakulhat a
sodrod6 anyag szalas, fraktdl szerkezete, amelyet 1égkdri 4&ramldsban torténd

szennyezésfelhdk terjedése esetén is megfigyelhetiink.
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Fuggelék

F.1. Az interpolaciok vizsgalata

Az interpolacidé révén nyert adatok és a valds adatok eltérését egyszeri példan

vizsgalhatjuk.

Négy pontorvényt helyeziink el a sikon egy négyzet csticsaiban ugy, hogy a fels
kettdnek az orvényerdssége egységnyi, az also kettd¢ ennek (-1)-szerese. Minden 6rvény a
masik hdrom terében sodrodik. Az o6rvények palyai, amelyek periodikusak, az F.1. dbran
lathatok. Ennek a négy Orvénynek a terében vizsgaljuk részecskéknek a sodrddasat. A

részecskék kezdeti helye szintén az F.1. dbran lathato: egy (1; 0,5) kdzéppontu, 0,2 oldalu

négyzet.

14 T T T T T
'] - .
st oW T
= Or N
gk i

15 1 | 1 | 1
1 0 1 2 3 4 5

X

F.1. abra: A négy 6rvény mozgasa és a sodrodé részecskék kezdeti helyzete a vizsgalt esetben

Az orvények mozgasegyenleteibol (Newton, 2001):

Xj =—Zizl K, Vi~V

. 2
. £3
J rjk

i 4 X, =X
Vi :Zk:l Kk 2
7,

k#j
J ik

i=1,2,3,4 (F.1.1)

meghatdrozhaté az Orvénykozéppontok (xi(?), yi(r)) palydja. Itt x,, y, jeloli az

orvénykozéppontok sebességét, x;, y; a helykoordinatakat, r; a j-edik és k-adik Orvény
tavolsagat, K; az OrvényerOsségeket. Az Orvénykdzéppontok ismeretében felirhatok az

(x, v) pontban 1év0 részecske mozgasegyenletei (Newton, 2001):
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. 4 Y=V

X=- le R
, (F.1.2)

. 4 x—

y:Zk:IKk

k

ahol (xx, yx) jeloli a k-adik orvény helyét, 7 pedig a részecske tavolsagat a k-adik 6rvénytol.
Ezekbdl az egyenletekbdl szamithato a részecske (x(7), y(¢)) palyaja.

Itt tehat ismerjiik a pontos sebességadatokkal szdmolt részecskehelyzeteket, és az

ebbdl szarmaztathato referenciamennyiségeket.

Ezek utan ugy tekintjiilk, mintha csak egy adott racson, az (x;, y;) koordinataja

pontokban ismernénk a sebességértékeket:

Yi—y () (t)
u(xlﬂylﬂt)_ Zle k
7,
”‘(t) (F.1.3)
-X
v(‘xlﬁyzﬁt) Zle k
rik

ahol (xx, yx) jeloli a k-adik orvény helyét, r; pedig az (x;, y;) racspont tavolsagat a k-adik
orvénytol. Majd ezekbdl az (u(x,, y;,t), v(x;,y,,t)) sebességkomponensekbdl szamitjuk ki
kiilonb6z6 interpolaciés modszerekkel egy adott pontban a sebességet. Ezeket vetjiik 6ssze

a valésagos értekekkel.

Haromféle interpolaciot probaltunk ki: az 1/-es interpolaciét, a bilinearis

interpolaciot €s a bikobos spline interpolaciot.

F.1.1. 1/*-es interpolicié

Egy egyszerli modszer, ha az (x, y) pontbeli sebességet a pontot 6vezd négyzet
csucspontjaiban mért sebességekbdl ugy szamitjuk ki, hogy a csucspontbeli sebességeket a
pont €s a csticspontok tavolsaganak négyzetével forditottan aranyosan stlyozzuk:

ﬁ(x,y)=zi2” Z%. (F.1.1.1)

i=1 1; i=1

i

Abban az esetben, ha az a hely, ahol ki szeretnénk
szamitani a sebességet, éppen racspontra esik, a fenti

képlet hatarértékként értelmezendd (van olyan i, amire

= 0), ekkor a racspontbeli sebességgel szdmolunk.
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F.1.2. Bilinearis interpolacio

Egy masik, viszonylag nem nagy szamitasigényii feladat, ha adott pontban a
sebességet linedris interpolacioval szamitjuk ki. Adott d racstavolsag esetén eldszor

meghatarozzuk, hogy a részecske a kornyezd

v, g V.
4./2 :2 Ly racspontoktol x és y iranyban milyen tavol helyezkedik
________ I___‘ —1- el (Ax és Ay). Majd x irdnyban linearis interpolaciot
Vv
i ’ hasznidlva meghatarozzuk az 5, ¢és az s,
i ity segédsebességeket:
| . d-Ax.  Ax.
i | 5, = 5 v, +7v2,
— — .c—ﬁ -
¥V e g, Vy  d—Ar. Ar (F.1.2.1)
L i ] S, = Vy +— 3
d d d

Ezutan s,-bél és s,-bdl most y irdnyban végezve a linearis interpoléciot,

kiszamoljuk az adott pontbeli v sebességet:

d—Ay§ +£q
1

y 5 (F.1.2.2)

v(x,y) =

Az x és az y irdny linedris interpoléacio sorrendje felcserélhetd.

F.1.3. Bik6bos spline interpolacio

Sokszor azonban érdemesebb a pontosabb szamitasok érdekében jobb interpolacids
eljarast valasztani. Az igynevezett spline alkalmazasa olyankor mertil fel, amikor elvarjuk
a kozelitofiiggvény simasagat. A kobds spline fliggvény meghatarozott szakaszon
értelmezett polinom, az egymast kdvetd pontokat harmadfoku polinomok kotik 0ssze. Az
egyes polinomok mindig két egymast kdvetd racspont kozott értelmezettek. A linearishoz
képest a kobos spline interpolacié azzal az eldénnyel jar, hogy a polinom a racspontok
kozott gy gorbiil, hogy gorbéje siman illeszkedik a szomszédos szakaszokon értelmezett

polinomokhoz.

Tehat a kobos spline interpolécios fliggvény a kovetkezoket teljesiti: folytonos, az
elsd derivaltja folytonos és sima, a masodik derivaltja is folytonos. A kobods spline
interpolaciorol és numerikus alkalmazasardl részletesebben példaul Press et al. (1992)
munkajaban olvashatunk, illetve a kobos spline interpolaciordl szolo fejezet kibdvitett

forditasat megtaladlhatjuk a Wikipedidn (http://hu.wikipedia.org/wiki/Interpolacio). A

69



kovetkezOkben attekintjiik az egydimenzids racson alkalmazott kobds spline interpolaciot.
Kétdimenzios racson, az F.1.2. fejezetben bemutatott bilineéris interpolacidohoz hasonloan,
két kobos spline interpolacid elvégzésével tudjuk becsiilni egy adott (x, y) pontban a

sebességet.

Az egydimenzios esetben a feladat az, hogy meghatarozzuk az egyes szakaszokon
értelmezett polinomok egyiitthatoit a fenti feltételek betartdsaval. Legyen adott az x;
racspontokban egy fiiggvény: v; = v(x;), i = 1,..., N, és keressiik ennek interpolalt valtozatat
az [xj, x;+;) intervallumon. A szdmitds megkonnyitése érdekében gy tekintjiik, mintha a

masodrendii derivalt értékei a racspontokban ismertek lennének, és v/ -vel jeldljiik oket.

Jeloljiik az [x;, xj+;) intervallumban a meghatarozand6 fiiggvényt v,(x)-szel. Mivel a

v?(x) derivéltnak folytonos kell lennie, az interpolaciés polinom masodrendii derivaltjat

leirhatjuk linearis interpolacidval. Az [x;, x;+,) intervallumon fennall, hogy

Vi(x) = A4;(x)v] + B, (x)V] (F.1.3.1)

j+l o

ahol az 4;(x) és Bj(x) fliggvényeket a lineéris interpolacio dsszefiiggései alapjan adjuk meg:

X=X X, —x
A(x) =L B () =1-4,(x)=———. (F.1.3.2)

Jel T X X =X

Az vj(x) interpolacios fliggvényszakaszrol tudjuk, hogy maga is folytonosan
kapcsolodik a szomszédos szakaszokon értelmezett fiiggvényekhez, de a simasagi

kovetelmények miatt altalaban nem linearis. Altalénosségban felirhato, hogy

v,(x)=4,(x)v, + B, (x)v,,, +g;(x), (F.1.3.3)
ahol gj(x) harmadfokt polinom, és a folytonossagi feltétel kielégitése céljabol kikatjiik,
hogy g;(xj) = gj(x+1) = 0.

Az Aj(x) és Bj(x) fiiggvények linearisak, ezért a masodik derivaltjuk 0. Figyelembe
véve, hogy (F.1.3.1) az (F.1.3.3) masodik derivaltja:

gi(x)=A4,(x)] +B,(x)] (F.1.3.4)

J+lo
melynek kétszeres integralasa utan a gj(x)-et felirhatjuk
g;(x)=C,(xv+D,(x)v] (F.1.3.5)

Jj+l

alakban, ahol fennall, hogy C’/(x) = 4,(x) és D’(x) = B,(x).
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Figyelembe véve, hogy C,(x;)=D,(x;)=C,;(x;,,)=D,(x,,,) =0, és megoldva a

Ci(x)-re és Dj(x)-re vonatkoz6 két masodrendii differencialegyenletet, azt kapjuk, hogy

C,(x)= %(A J0)—4,(0)(x ), - x,), (F.1.3.6)

D (x)= é(B_f(x) —B (x))(x,,, —x,)". (F.1.3.7)

A keresett v{(x) interpolécids polinom meg is lenne hatdrozva, ha a v masodrendii

derivalt értékei a racspontokban az v;-hez hasonl6éan ismertek lennének:
1 "
v,(x)=4;,(x)v;, +B,(x)v,,, + g(Aj3 (x) =4, (xX))(x;,, — x_/.)zv_/ +

+%(Bj3(x) —B ,(x))(x,, —x,)"V",, (F.1.3.8)

Mindeddig csak a v{(x) €s a v7(x) masodrendii derivalt folytonossagat hasznaltuk

fel, és az v/, (x) els6rendii derivéltét nem. Az [x;, x;+1) intervallumon:

V() = L TN g 2 ) -+ (BB, (1)~ V). (F.1.3.9)

j+l
Xy =X, 6

Felirva ugyanezt az [x;-1, x;) szakaszra:

Vi=Via X=X

Vo (x) = - (G4, 20 -1, +GB, J() -] (F.13.10)
X, =X, 6

A derivalt folytonossdga azt jelenti, hogy v/, (x;) =V’ (x,), mely az

X, —X. X, —X; X..,—X. V.,—V. V. —V.
-1 +1 -1 +1 +1 -1
Ly Ty I Ty = T (F.1.3.11)

J-1 J J+l
6 3 6 X=X, X=X,

egyenlethez vezet. Ez n-2 egyenletet jelent n darab ismeretlen v/ értékre. Ezért tehetiink

tovabbi kikotéseket. Ha példaul v = v}, = 0 -nak valasztjuk, akkor a modszert természetes

kobos spline-nak nevezziik (Press et al., 1992).

Az F.2. 4bran a természetes kobos spline, a linearis és az 1/r*-es interpolacio
Osszehasonlitasa lathaté egydimenzids esetben. A vizsgalt intervallumban a haromféle

interpolacioval meghatdrozott fiiggvényértékek egymdshoz kozeliek, azonban lathato,
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hogy a racspontok kornyezetében az 1//°-es interpolacioval szamitott értékek némileg

eltérnek a masik két interpolacidval kapottaktol.

12 T T T T T T T T T
kibids spline interpolacid
linearis interpolacid
10} 1/-es interpolacia 7
2 racspontbeli értékek
E - -
= Br .
s i
Ik
D':J 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a 1 2 3 4 ] G 7 ] 2] 10
¥

F.2. abra: A kobos spline, a linedris és az 1/r’-es interpolacio 6sszehasonlitasa egydimenziés esetben

A dolgozatban a bilineéris interpolacidhoz hasonldan egy x és egy y irdnyban
torténd kobos spline interpolacioval becsiiltik az (x, y) pontban 1évd részecske

sebességkomponenseit (bikdbos spline interpolacio).

F.1.4. Eredmények

Az F.3. abran is jol latszik, hogy adott (0,1 egység) racstavolsag esetén a pontos
sebességértékeket (F.3.a abra) sokkal jobban kozelitik a bikobos spline interpolacioval
(F.3.b abra), illetve a bilinearis interpolaciéval (F.3.c 4&bra) meghatarozott
sebességkomponensek, mint az 1//*-es interpolacioval (F.3.d abra) szamoltak. Nézziik,

milyen hatasuk van az interpolacidknak a sodrddasi képre!

Az F.4. abran negyedperiodusonként dbrazoltuk a sodrodo részecskéket a valdodi
helyzetiikben és a kiilonb6z6 interpolacidokkal szamolt helyeken. A 0. iddpontban, a kezdeti
helyzetben a pontok mind a négy &bran egymast fedik. Késébb a kiilonféle
interpolaciokkal meghatdrozott sodrodasi kép kicsit eltér egymastol és a valdsagostol, ami

féleg a bilinearis és az 1//°-es interpolacié példajan latszik. A bilinearis interpolacio
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abrajan mar a ¢ = 7/4 idépontban megjelenik az x =0 és x = 0,5, illetve az y =0 és y = 0,25
egyenesek altal hatarolt teriileten egy, a valddi helyzetben nem megjelend kacs. Ezen a
tartomanyon az 1/*-es és a bikobos spline interpolacié esetén sem olyan sima a részecskék
eloszlasa, mint a valddi sodrodési képen. A t=37/4 és a t=T idépontban a bilineéris
interpolacional szintén feltiinnek kiloégd kacsok, mig az 1/r*-es interpolacié esetében a
sodrodo részecskék hosszabb szalba rendezddnek, mint amit a valddi vagy a bikobos spline

interpolacidval meghatarozott helyzetiik mutat.

A ,,pontos” helyzethez képesti eltérést d = 0,1 racstavolsagok esetén az F.5. abran
lathatjuk. Megvizsgaltuk, hogy az egyes részecskék interpolacioval szamitott helyzete
maximalisan mennyire tér el a valdsagos helyzetiiktél (F.5.a é&bra). Ez mindharom

interpolacid alkalmazéasanal az id6 elérehaladtaval erds novekedést mutat.

Ha az egyes részecskék interpolacidval meghatarozott és pontos helyzetei kdzotti
eltérést atlagoljuk az 6sszes részecskére (F.5.a abra), idoben az el6z6nél kisebb ndvekedést
tapasztalunk, és észrevehetjiik, hogy a spline és a bilinearis interpolacidé hasonld gorbét

rajzolnak ki.
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F.3. abra: Az x irdnyu (u) és y iranyu (v) sebesség nagysaga a ¢ = 0 idépillanatban d = 0,1 egység
racstavolsag esetén: a) a pontos értékek, b) bikobos spline interpolicioval szamolva, c) bilinearis
interpolacioval szamolva, d) 1/r*-es interpolaciéval szamolva
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Az egyes részecskék a sodrodas kaotikus volta €s az interpolaciokbol adodo kis
hibdk kovetkeztében messze keriilhetnek valosdgos helyzetiiktdl, ahogy az el6zd két abra
mutatja. A részecskék  Osszességének  elhelyezkedését  jobban  jellemzi a
tomegkdzéppontjuk (F.5.b abra). A pontos tomegkdzépponttol vett eltérés sokkal kisebb
mértékben valtozik, mint az egyes részecskék maximalis ¢és atlagos tavolsdga. A
tomegkozéppont palydja a bilinedris interpolacid esetén a sodrodas kezdetén nem
kiilonbozik jelentdsen a spline-nal szamitottdl, azonban az eltérés hamar ndvekedésnek
indul, ami jelentds hibdhoz vezet. Ezzel szemben, ha a sebességmezd interpolalasara térben
bikobds spline-t alkalmazunk, adott racstavolsag esetén a pontos és az interpolacioval
meghatarozott tomegkozéppont a sodrodas soran a késobbi iddpillanatokban sem
kiilonbozik szamottevon, a hiba hosszl ideig valamilyen korlaton beliil marad (d = 0,1-re

ebben az esetben ¢ = 20 idéegységnél a hiba még kisebb, mint 0,1).

Tehat az egyes részecskék ugyan nem ugyanoda érkeznek, barmilyen interpolaciot
is alkalmazunk, de az F.4. dbran is megfigyelhetd, hogy az Osszességiik elrendezddése
hasonlé lesz ahhoz, mint ha pontosan szamolnank. A részecskék tomegkdzéppontjanak
mozgasat sokkal jobban kozeliti, ha a sebességmez6t bikobos spline modszerrel szamitjuk,
mint ha bilinearis vagy 1//*-es interpolacioval tennénk, ezért a dolgozatban is a bikdbos

spline interpolaciot alkalmaztunk.
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Yalddi helyzet

D&

0af

0af

F.4. abra: A 10000 sodrodo részecske helyzete a kiilonb6z6 interpolaciékkal szamolva
negyedperiodusonként (ezt jelolik a szamok), d = 0,1 racstiavolsag esetén. A periédusidé 7 = 2,166947.
Kék:t= 0 (0), lila: = 7/4 (1), zold: t = T/2 (2), vilagos kék: ¢t = 37/4 (3), piros: ¢t =T (4).
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F.5. abra: Az interpolacidéval szamolt részecskehelyzetek eltérése a valésagostol:
a) maximalis eltérés (max) és atlagos eltérés (atlag), és b) a részecskék tomegkozéppontjanak (tkp)
eltérése d = 0,1 racstavolsag esetén.
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F.2. A diffuzié szerepe a sodrédasban
A diffizids egyenlet:

de(7 1)

= D-Ac(7 1), (F.2.1)
dt

crer

egyltthatd, A a Laplace-operator (7€l et al., 2000).

Ebb6l az L méretli foltra valo szétterjedés ideje T ~ L*/D —vel becsiilheté. A D
diffizios egyiitthato értéke levegben 10 m?/s nagysagrendii, igy nyugvé kozegben az
1 méterre vald szétterjedés ideje 7~ 1 nap.

A turbulencia azonban felerdsiti a diffuziot, ekkor a diffuzios egylitthato értéke
10 m?/s nagysagrendii (http://www.engineeringtoolbox.com/diffusion-coefficients-
d_1404.html). Az 1 méterre torténd szétterjedés ideje ezzel mar csak 7'~ 0,1 s, azonban az
1000 méterre (1 km) valo szétterjedéshez még mindig 7~ 10° s ~ 1 nap sziikséges, 10 km-

nél pedig ez az id6 mar 100 nap.

Mindez all6 kozegben igaz. Aramlasban megjelenhet egy Uj tavolsag, mely folé
mar szétterjedés nem torténhet. Adott 7, karakterisztikus 1d6 mellett ezt a d tavolsagot a

T ~ L*/D dimenzidanalizisen alapulé 6sszefiiggés alapjan a

d ~ DT, (F.2.2)

Osszefiiggéssel becsiilhetjiik.

Rendezett aramlasban, amelyben a sodrodéas kaotikus és az atlagos Ljapunov-

exponens A , 4j tavolsagskalat vezethetiink be (7¢! et al., 2000):

D
d_&;, (F.2.3)

hiszen kaotikus aramlasban az Uj karakterisztikus id0 az eldrejelzési id0, melynek
nagysagrendje 1/1 Ennél kisebb skalan a diffuzi6 fontos, ¢és az (F.2.1) egyenlet

hasznalhato. Ennél nagyobb léptékben a difftizié elhanyagolhato, ezért d-nél nagyobb

skalan jogos az advekcios egyenlet hasznalata. A 1égkdrben a szimulacidink alapjan
A ~03 l/nap = 3,5-10° /s, igy d ~ 1 km nagysagrendii. Igy nagy skalan, egy egész

féltekét kirajzold képen a szimuldcidinkban nem lathatjuk nyomat a difftizionak.
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