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1. Bevezetés

Napjainkban igen meghatdrozd probléma a légszennyezés, illetve annak
kovetkezményei, mint a savas esok, a klimavaltozas, vagy a bioszféraban okozott kar.
Adott szennyezdanyagok 1égkori tartdzkodasi 1d6jiiktdl fliggden akar tobb ezer kilométerre
is elsodrodhatnak a kibocsatas helyétdl, igy regiondlis, s6t globalis skalan is problémakat
okoznak.

Ilyen regionalis probléma, hogy a nitrogén-oxidok, a kén-dioxid és a szulfatok
szaraz, illetve nedves iilepedésével a talaj és a felszini vizek savasodnak, ami a novények
az 6zonszennyezés, ami igen negativ hatassal van az emberi egészségre €s a vegetaciora. A
troposzférikus 6zon masodlagos szennyezd, azaz kiilonbozd elsddleges szennyezok,
nitrogén-oxidok, szén-monoxid, metan és illékony szerves anyagok (VOC — Volatile
Organic Compounds) fotokémiai reakcioi soran keletkezik.

Az egy hétnél hosszabb tartozkodasi idével rendelkezé anyagok globalis skalan is
éreztetik hatasukat. Az 6tvenezer éves atlagos tartozkodasi iddvel rendelkez6 CFC-gazok a
f6 okozo1 a sztratoszférikus 6zonmennyiség csokkenésének, és igy annak is, hogy a karos
UV-B sugarak elérik a foldfelszint. A megnovekedett koncentracioju tiveghazhatasti gazok
pedig (vizgbéz, CO,, CH4, N,O, Os;, CFC-gazok) hozzajarulnak a globalis
klimavaltozashoz. Mindezekrél a probléméakr6él bdvebben olvashatunk Stanners és

Bourdeau munkajaban (1995).
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kritikus szint tallépését, sok anyag esetében csokkenteni kell a kibocsatast, de nem jobban,
mint sziikséges, hiszen az emisszio-csokkentés draga, gazdasiagi kovetkezményei is
vannak. Mindemellett a kiilonb6zé szennyezbanyagok kozti kolcsonhatasokat is
figyelembe kell venni.

Ahhoz, hogy meg tudjuk hatarozni, hogy egy lehetséges emisszios forras mennyire
terhelheti meg a kornyezetet, illetve azt, hogy a kibocsatas visszaszoritdsa mennyire
befolydsolnd annak szennyezettségét, matematikai modellek kidolgozasara és azok
elemzésére van sziikség. Erre a célra az Un. szennyezOanyag-terjedési modelleket

hasznaljak. Ezek a modellek a tdmegmegmaradads elvén alapulnak, amit egy parcialis



differencidlegyenlet-rendszerrel ~ fejezhetiink ki, az uUn. szennyezdanyag-terjedési
egyenletekkel. A nagytadvolsdgu légszennyezés 0Ot kiillonb6zdé részfolyamat egyiittes
eredménye, ugymint

1. az advekcio,

2. adiffazio,

3. aziilepedés,

4. az emisszio

5. és a kémiai reakciok.
A terjedési egyenletek ezeket a jelenségeket irjak le. Analitikusan ezeket az egyenleteket
csak irrealis egyszeriisitések mellett lehet megoldani, ezért numerikus moddszerek
alkalmazaséara van sziikség. Az els6 1épés lehet, hogy az eredeti rendszert felbontjuk a
fenti fizikai folyamatok szerint egyszeriibben kezelhetd alrendszerekre az
operatorszeletelés segitségével. A szakdolgozatban egy ilyen részfeladat, az advekcios
feladat numerikus megoldasaval foglalkozunk.

Az advekcios feladat numerikus megoldasanal a térbeli diszkretizaciora véges
elemes moddszereket hasznalunk. A hagyomanyos véges elemes (Galjorkin-) modszer
hiperbolikus feladatok esetén 4altaldban hamis oszcillaciokat ad az eredményben
(Hunsdorfer and Verwer, 2003), ezért mas eljardsokat is tanulmanyozunk, hogy
megvizsgaljuk, csokkentheté-e az oszcillacid6 mértéke, ill. kaphatunk-e pontosabb
megoldast. A dolgozatban a hagyomanyos véges elemes moddszer, egy Petrov—Galjorkin-
féele modszer és a legkisebb négyzetek modszerének haszndlhatdsagat, ill. a Fourier-
analizis segitségével azok tulajdonséagait vizsgaljuk.

A 2. fejezet vazolja, hogyan lehet a terjedési egyenletektdl eljutni az advekcios
feladat megoldasaig. A 3. fejezetben a véges elemes modszerek hasznalatarol,
hasznalhatosagardl lesz szo. A 4. fejezet tartalmazza a Galjorkin-moddszerek ismertetését,
mig az 5. fejezet az ezekkel végzett kisérletek eredményeit. A mddszerek Fourier-analizise
a 6. fejezetben talalhato. A 7. fejezetben a kétdimenzids advekcios feladat megoldaséaval

foglalkozunk, majd a fobb eredmények Osszefoglaldsa zarja a dolgozatot.



2. Az advekcios feladat

2.1. A szennyezbanyag-terjedési egyenlet

Tegytik fel, hogy m kiilonboz6 kémiai anyag koncentracidovaltozasat vizsgaljuk.
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g—j+ V(gc)z V@Vcﬁ R(x,c)+ E + oc

parcialis differencidlegyenlettel és a megfeleld kezdeti és peremfeltételekkel irhatjuk le
(Zlatev, 1995). A bal oldal mésodik tagja irja le az advekciot. A jobb oldal elsé tagja fejezi
ki a turbulens difftziot, ahol K =K (g,t) a difflzids egyiitthato-matrix. R()_c,g)
reprezentalja az adott anyaggal végmend kémiai reakciokat, ez a tag koti Ossze az m darab
egyenletet. £ irja le az emisszidt, a természetes €s antropogén szennyezdanyag-kibocsatast.
A oc tag az adott anyag nedves és szaraz iilepedését fejezi ki. A fenti rendszert nem lehet
megoldani analitikusan, a kivitelezheté és megbizhatdé numerikus megoldasra pedig a

legjobb, és sokszor egyetlen mddszere az operatorszeletelés elsddleges alkalmazasa.



2.2. Operatorszeletelés

Az operatorszeletelés 1ényege, hogy az eredeti modellt tobb, egyszeriibb
alrendszerrel helyettesitjiik, amelyek megoldasara akar kiilonb6z6é numerikus eljarasokat is
hasznalhatunk. A kovetkezdkben az operatorszeletelést Csomos et al. (2005) és Havasi et
al. (2001) munkaja alapjan ismertetjik.

Legyen S egy normalt tér, és tekintsiik a

dv;_ft)= Aw(t)t €(0,7]
W(O): Wo

kezdetiérték-feladatot, ahol w:[0,7]— S ismeretlen fiiggvény, és A:S — S linearis

operator. Tegyiik fel, hogy az A operator felbonthatdo két egyszerli operator Osszegére,
nevezetesen az A; és A, operatoréra. A legegyszeriibb operatorszeletelési modszer az un.
szekvencidlis szeletelés, amelynek 1ényege a kovetkezd. A feladat idéintervallumat n darab
részintervallumra bontjuk. (Az egyszerliség kedvéért tegylik fel, hogy ezek egyenld
hosszisaguak.) A részintervallumok 7 =7/n hosszisdgat szeletelési iddlépcsonek
nevezziik. Elsd 1épésben az els6 részintervallumon megoldjuk az 4, operatort részfeladatot
a megadott kezdeti feltételbdl kiindulva. Ezutdn a kiszamitott megoldast kezdeti
feltételként alkalmazva megoldjuk az A, operatort részfeladatot. Ezt a folyamatot
ismételjiik az 0sszes szeletelési id6lépcsoben gy, hogy a kezdeti feltétel mindig az elobb
megoldott részfeladat megoldasa lesz. Képlettel tehat a megoldandd feladatsorozat a

kovetkezoképpen adhatd meg:

0
dwckl—t(t) = 4w () te((k-1)r.kr]

wi (ke =1)r) = wi (k -1)r)
aw (1)
dt
@ w(k-1))=w(kz),

(1) = 4,w?(7) te((k-1),kz]

ahol £k = 1,2,..n ¢és wéz)(0)=w0. Ez az eljards természetesen tobb részoperatorra is

alkalmazhato.



Az operatorszeletelés alkalmazédsa rendszerint hibat okoz a megoldasban. A
megoldast vizsgaljuk csak az els6¢ szeletelési 1épésben, azaz k=1-re, azzal a
feltételezéssel, hogy az eredeti feladat és az Gsszes részfeladat is megoldhat6 pontosan! Ha

az (1)(2) feladat megoldasat v?/(r)-val jeloljik, akkor az
Err,, (r) =w(r)-w(z)

kifejezést lokalis szeletelési hibanak nevezziik. Jeldlje
[4,4,]= 4,04, — 4, 0 4,

A; és A; kommutatorat. Belathato, hogy a szekvencialis szeletelés lokalis szeletelési hibdja

pontosan akkor tlinik el minden kezdeti feltételre, ha az
[Al .4, ] =0

feltétel teljestil.

A szekvencidlis operatorszeletelésen kiviil egy€b operatorszeletelési eljarasokat is
alkalmaznak a légszennyezési modellekben, példaul a szimmetrikus, a sulyozott
szekvencialis €és a sulyozott szimmetrikus operatorszeletelési modszereket (Strang, 1963,
1968; Csomos et al., 2005). Az operatorszeletelés segitségével tehat a terjedési egyenletet
részfeladatokra bonthatjuk. Ezek egyike az advekcids feladat, amellyel foglalkozni

kivanunk.



2.3. Az advekcio

Az advekcid a sz€lmezdvel valo szallitodas folyamatat jelenti. Legyen c(x,y,z,¢) egy
adott anyag koncentracioja az (x, y,z)e Dc R’ pontban és a te [0, T ] id6pillanatban.
Jelolje a szélsebesség harom komponensét u(x,y,z,t), v(x,y,z,t) € w(x,y,zt). Tegyik fel,
hogy a szélsebességet ismerjiik az egész D tartomanyon, illetve az egész [O,T ]

iddintervallumon. Ekkor az adott anyag szélmezdvel valo terjedését a kovetkezd parcialis
differencidlegyenlettel irhatjuk le:

de _ Auc) B d(ve) 3 d(we)

= \ Dc R, Vtel|l0,T
o oy & (wyz)eDe ke, vielor]

Egyszerlsithetjiik az egyenletet, ha feltételezzilk, hogy a sebességmezd
divergenciamentes, azaz, ha teljesiil, hogy

6_u+@+8_w:0 V(x,y,z)eDcR3,Vte[O,T].

ox oy oz
fgya

%:—u%—v%—w% V(x,y,z)e Dc R*, Vt€[0,T]

ot ox Oy 0z
advekcids egyenletet kapjuk. Tovabb egyszerlisodik az egyenlet, ha az 4ramléasi mezd

konstans. Ekkor az advekcids egyenlet alakja az alabbi:

oc oc oc oc
3 Lo, Ly,

ot x "o Ma V(x,y,z)e Dc R®, Vt€[0,T]

A fenti egyenletekkel analog moddon fel lehet irni az egy- és kétdimenzids
advekcids egyenleteket is. Természetesen az egyenletekhez tartoznak megfeleld kezdeti és
peremfeltételek is. A (3) egyszerlsitett egyenlet gyakran el6fordul a szennyezbanyag-
terjedési modellek advekcios részeként. A megoldasara hasznalt numerikus moédszerek
alkalmazhatdsaganak ellendrzésére, vagy elméleti vizsgalatokban alkalmazzak (Kreiss and

Oliger, 1972).



2.4. Numerikus modszerek

Az advekcids egyenletek altalaban nem oldhatok meg analitikusan, de numerikus
megoldasukra tobb eljaras is kinalkozik, és legtobbjiik besorolhatd az alabbi négy modszer
kozé:

= karakterisztikak modszere
= véges kiilonbséges modszer
= véges elemes modszer

= spektralis modszer

A legels6 moddszer, amelyet az advekcids feladat megolddsara hasznaltak, a
karakterisztikdk modszere. Ez a legkényelmesebb modszer, ha u, v és w kielégit bizonyos
feltételeket. Azonban a terjedési modellekben a sebesség altalanos fliggvénye (x,y,z,1)-nek,
ezért hasznalata kevéssé népszerii, ennek ellenére sok helyen alkalmazzak. Bévebben lasd
Richtmyer and Morton (1967) és Smith (1978).

A véges kiilonbséges modszereket a XX. szazad elejétdl kezdve hasznaljak a
differencidlegyenletek megoldaséra, a *60-as, *70-es évektdl pedig egyre szélesebb korben
alkalmazzak terjedési modellekben is. Altalaban a legalabb harmad- és negyedrendii séméak
az elterjedtek. Bovebben lasd Chock (1985, 1991) és Long and Pepper (1981).

A spektralis és véges elemes modszer az Un. Galjorkin-moédszer két valtozata. A
spektralis modszereknél ortogonalis fliggvényrendszer segitségével irjuk fel az ismeretlen
valtozokat. Ennek is két valtozata van: a spektralis modszernél Fourier-egyiitthatokat, az
un. pszeudospektralis moddszernél Csebisev-polinomokat hasznalnak. Bovebben lasd

Kreiss and Oliger (1972) és Orszag (1971, 1972).



3. A véges elemes modszerrol

A véges elemes modszer (VEM) egy olyan diszkretizacidés modszer, amely sordn az
ismeretlen valtozokat csak lokalisan nem nullaértékli polinomok linedris kombinécidjaként
kozelitjik. A véges elemes séma szadmos elOnyds tulajdonsdggal rendelkezik. A
meteorologiai egyenletekre vald alkalmazasa nagyon pontos fazisterjedést ad, és igen jol
kezeli a nemlinearitasokat (Haltiner and Williams, 1980). A mddszer hasznalhat6 valtozé
felbontasnal (Cote et al., 1998) vagy szabalytalan hataroknal (Sklarz et al., 1979). A VEM
legnagyobb hatranya az, hogy minden id6lépcsOben, minden valtozora egy nagy matrixot
kell invertdlni (Haltiner and Williams, 1980). A Ilégszennyezési modellekben foéként
egyszerlibb, példaul elsérendli linedris egydimenzids véges elemes sémakat hasznalnak
(Chock 1985, 1991; Pepper et al.,1979), de probalkoznak fejlettebb modszerekkel is,
amelyeket lokalisan nagyobb felbontdsnal hasznalhatnak (Neta and Williams, 1986; Neta,
1992). A diffuzids-advekcids-reakcids egyenletre Codina szamos véges elemes mddszert
Osszegyljtott és dsszehasonlitott cikkében (Codina, 1998).

A véges elemes modszer hasznalata egyre nagyobb tért hodit a meteoroldgiai
modellezés mas teriiletein is. Coté és Staniforth (1990) két globalis szemi-lagrange-i
sekélyvizmodellt hasonlitott ossze, amelyek kozott csak a térbeli diszkretizacioban volt
kiilonbség. Az egyik modellben spektralis, a madasikban véges elemes modszert
alkalmaztak. Arra jutottak, hogy a két modell majdnem azonos mindségt eldrejelzést ad
rogzitett id6lépcsore és Osszehasonlithatd térbeli felbontésra, de a véges elemes modszert
hasznal6é modell kicsit jobbnak bizonyult. A VEM masik elénye, hogy nagy felbontasnal
koltséghatékonyabb, mint a spektralis modszer.

A Kanadai Meteorologiai Kozpontban a rovidtavua regionalis eldrejelzésekre évekig
a Regionalis Véges Elem (RFE — Regional Finite Element) (Mailhot et al. 1997) modellt
hasznaltak, mignem 1997 februarjaban felvaltottdk a GEM (Global Environmental
Multiscale) modellel (Coté et al. 1998), ami egy globalis, valtozd racsfelbontast,
multiskalaja modell, és akarcsak az RFE modell, haromdimenzids véges elemes modszert
alkalmaz a térbeli diszkretizaciora. A GEM modell harom kiilonboz6 skalaju
konfiguracioval rendelkezik. Az ekvidisztans felbontasu, globalis skalaju konfiguraciot az
1d6jaras-elorejelzésen kiviil a klimavaltozas és a nagytavolsagl szennyezdanyag-terjedés
modellezésére is hasznaljadk. A valtozd felbontidst szinoptikus skalaju konfiguracioval

rovidtava elorejelzéseket készitenek, €és a regionalis klimat és légszennyezettséget
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modellezik. Végiil a valtoz6 felbontasu mezo-f, ill. mezo-y skalaji konfiguraciot még
pontosabb eldrejelzésekre és szimuldciokra alkalmazzak.

Eurépaban is van példa a VEM operativ hasznélatdra. Untch és Hortal (2003)
megvizsgalta, hogy mennyire hatékony az egydimenzids véges elemes modszer az
operativan miikodé véges kiilonbségessel szemben a szemi-lagrange-i sémat alkalmazé
ECMWF (European Centre for Medium Range Weather Forecasts) eldrejelzé modellben a
vertikdlis diszkretizaciondl. A VEM lineéaris bdazisfiiggvényekkel negyedrendben,
harmadfokuakkal nyolcadrendben pontos, mig a véges kiilonbséges moddszer csak
masodrendli. A véges elemes séma csokkentette a vertikalis hdmérsékleti profil szamitasi
modusainak amplitaddjat és a modellben jelentkezd globalis 6zonveszteséget a 60 napos
eldrejelzésekben. Négydimenzids varidcios adatasszimilacios (4D-Var) kisérleteket is
végeztek, és eredményiil azt kaptdk, hogy a VEM csokkentette a vertikalis zajokat és a
negativ  hOmeérsékleti anomalidkat a sztratoszféraban. A pozitiv eredmények
kovetkezményeként az ECMWF 2002 januarjatol a determinisztikus és ensemble
eldrejelzésekben, ill. a varidcids adatasszimildcidban operativan haszndlja a vertikalis
diszkretizaciora a véges elemes mddszert harmadfoku bazisfiiggvényekkel, s6t még a 40

éves re-analizisnél (ERA40) is alkalmaztak.
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4. A Galjorkin-moddszer

A Galjorkin-modszert és a hdrom véges elemes sémat, amelyekkel a dolgozatban
foglalkozom, a konkrét advekcios feladat segitségével ismertetem. A moddszerek elméleti
vizsgalatat és tesztelését is ezen a feladaton végeztem.

A feladat egy térben egydimenzids, homogén, hiperbolikus parcidlis

differencidlegyenlet inhomogén kezdeti és peremfeltétellel:

4) @4.”0@:0, u, >0, konstans, te[O,T], xeQ=[0;7]
ot Ox

%) c0.0)=glr), tefo,7]

(6) c(x,0) = ¢, (x), xeQ=[0;7]

Az uy konstans sebességet advekcios sebességnek nevezziik. Az egydimenzids modellek
altalaban nem redlisak a szennyezdanyagok terjedésének vizsgalatdnal, bar vannak
specialis esetek, ahol alkalmazhatok, példaul a révidskalaju szallitodasnal, ahol a sz€lirdny
kozelitéleg allandonak tekinthetd. Egyszerliségiik azonban alkalmassa teszik dket 0j
numerikus mddszerek tesztelésére.

Jelolje Qr az Qx [0, T ] halmazt. A (4)-(6) feladat klasszikus megoldasa az x ¢€s ¢
szerint egyszer folytonosan differencidlhato fliggvények korébe tartozik, azaz

ceC" (QT), ahol c kielégiti a kezdeti és peremfeltételeket. Ha egy feladat nem oldhato
meg analitikusan, akkor kozelité megoldasra van szikség. A C"'(Q,) tér fiiggvényeit

nehéz kozeliteni, ezért C"' (Q r )-nél boévebb fliggvényosztalyban keresiink egy Gn. gyenge

megoldast.
A gyenge megoldas értelmezéséhez eldszor vegylik észre, hogy ha ¢ klasszikus

megoldasa a (4)-(6) feladatnak, akkor c kielégiti az

D (% ) ) ) i =0

0

egyenletet minden ¢ e [O,T ] és minden 7 e L’ (Q) esetén. Itt L(Q) az Q halmazon

négyzetesen integralhato fliggvények Hilbert-terét jeldli a <c,77> = _[ cn skalarszorzattal.
Q

Vegyiik észre, hogy (7) mar nem csak C"' (QT )-beli fliggvényekre értelmes, hanem olyan

c fiiggvényre is, amely
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1. ¢ szerint differencialhato, és amelyre minden rogzitett ¢e[0,7] esetén az
oc . , ) .
x— E(X,t) fiiggvény L*(Q)-beli;

2. amelyre minden rogzitett ¢ € [0, T ] esetén az x—)c(x,t) figgvény H 1(Q) -beli,
azaz 6nmaga és elsé derivaltja is L*(Q)-beli.

frjuk fel a (4) egyenletet a

(8) D,.c+Ac=0

alakban, ahol D, = s 4= u, g , és vezessiik be a V = { c(x,1): H@Nt Lep (Q);
ot ox ot ot

Vt:x—> c(x,t)e HI(Q) } jelolést. Ekkor azt mondjuk, hogy c €V gyenge megoldasa a
(8)-(5)-(6) feladatnak, ha

9) <Dtc,77> + <Ac,77> =0 Vel (Q)

teljesiil minden rogzitett ¢ € [0, T ] esetén, €s c kielégiti az (5) peremfeltételt és a (6) kezdeti
feltételt. A (9) egyenletet (8) gyenge alakjanak, az 7n(x) fliggvényt pedig probafliggvénynek
nevezzik.

A gyenge megoldas kozelitését egy V, V' véges dimenzids altérben keressiik,
tovabba a (9) egyenldség teljesiilését nem minden 7 € L? (Q) fiiggvényre koveteljiik meg,
hanem csak egy W, c L’ (Q) altér elemeire. Azaz keresiink egy olyan ¢;, kozelitést a V),

térbdl, amelyre

(10) <chha77h>+<Acha77h>=0 v, ew, CLZ(Q)

teljesiil minden ¢ € [0, T ] esetén, ¢s amely ¢, kielégiti az (5)-(6) feltételeket (Kan et al.,
2006).

A V), és W), terek bazisfiiggvény-rendszereinek megvalasztasatol fliggden tobbféle

véges elemes Galjorkin-moddszer 1étezik.
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4.1. A hagyomanyos véges elemes modszer

A hagyomanyos VEM esetében a ¢, kozelité megoldas és az 7, probafiiggvény

ugyanabbdl a térbdl valo (Vc,,n, €V),), és megegyeznek bazisfiiggvényeik is.

A véges elemes modszerek lényege, hogy az () tartomanyt résztartomanyokra
bontjuk, és a megoldast minden iddpontban olyan folytonos fliggvénnyel kozelitjiikk, amely
minden ilyen résztartomanyon altaldban azonos fokszdmu, de kiilonbozé alaka
alacsonyrendii polinomok 0sszegeként all eld. Azaz V), olyan folytonos fliggvényekbdl all,
amelyeket az egyes résztartomanyokon alacsonyrendi polinomok linearis kombindcidjaval
adunk meg. Ezen tér bazisfiiggvényei egy kisszamu résztartomanytol eltekintve mindenhol
nulla értéket vesznek fel, véges szamu pont kivételével derivalhatok, és maguk és
derivaltjaik is Riemann-integralhatok.

A mi esetiinkben a bazisfiiggvények az 1. dbrdn is lathatd szakaszonként lineéris

kalapfiiggvények:

goi(xj): 9y

ahol oy a Kronecker-delta, x; = % (G=0,...K), K a résztartomanyok szama (Kan et al.,

2006).

1% @ AP P (
\% A% N\ A% /%
I,HII 1 ..". ".I _-". .':I
\/ \ \ W/
b \
/\ A | / A
| l_' '\'|I. \
II;'IIIIl \ .II."I -." '. ll.."ll
i IU \ l"'}_. = ] .{.' b% L
% X ; c . c 7
W ET M Xy i SRS & ;K

1. abra — A hagyomanyos véges elemes médszer bazisfiiggvényei
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Tekintsiik a (10) egyenletet kifejtve:
e, 0

(11) I(miwom ﬁjdxzo v, eV,, Vtel0,T]
0 ot ox

ahol ¢j-t a kovetkez06 alakban keresstik:
K

(12) ¢, (t,x) =Y o, (D)g,(x),
i=0

és az oi(t) egyeldre ismeretlen fliggvényei z-nek. Mivel minden 7, felirthato a ¢
bazisfiiggvények linearis kombinacidjakeént, (11) egyenldséget elég a 7,-k helyett minden

bazisfiiggvényre igazolni. Ezt figyelembe véve, €s (12)-t behelyettesitve (11)-be, a

K ’ s V4 '
(13) Z(af )] 9., dx +uga, (0] 0, (/deXJ =0 j=0,..K
0 0

i=0

egyenletrendszert kapjuk minden ¢ id6pontra.

Az a(l) fliggvényt a #modszerrel (Hunsdorfer and Verwer, 2003) kozelitjiik. Ez az
egyik legelterjedtebb iddintegralasi modszer, amelynek miikodését a
w(t)= £t w)

altalanos 1dofiiggd kozonséges differencidlegyenleten mutatjuk be. Jeldlje N az id6lépések

szamat, és At az idOlépcsok hosszat. Ekkor a

W, =W, +(l—9)At-f(tn,wn)+ 9At-f(tn+1,wn+1) n=1..N; N:A_t

sémat alkalmazzuk w kozelitd kiszamitasara, ahol € e [0,1]. Ha 6 > 0, akkor a séma

implicit. A @ értékétdl fliggden a B-modszernek 1étezik néhany specialis esete:

= =0 explicit Euler-séma
= 0=05 trapézformula
= f=1 implicit Euler-séma

A (13) 6sszefliggésben az id6beli diszkretizaciora a fenti #-modszert alkalmazva a

i[(ai" —al” ).T @, ;dx + uOAt[(l —0)a! +6a ]_T ¢i'(pjdx] =0
; 0 0

i=0

15



egyenletrendszert kapjuk, ami atrendezve a

(14) ngl(pjdx-i-u Até"[q), q)deja

i=0

(J-gol(pjdx u, Atl 9 J.gol ®; dxj

i=0

j=0,..K;:  n=1,.N

alakba irhatd. Felhaszndlva a peremfeltételt, azaz, hogy «, = g(tn) (n = 1,...N), jutunk el
(15)-hoz.

K (7
Z[Igﬁ,go dx +u Até’.[(p,(pdxja ll[_[gol(pdx uAtl Gj.qyl(/)dxj

i=1 \ ¢

(15)
{jgoogo dx+u At@j(pogode+g {J.googo dx—u, Atl 9_'.(01 gojdx]

j=1,..K; n=I,..N
fgy végiil minden n idérétegre egy K egyenletbél allo linearis egyenletrendszerhez

jutunk, amelyben az ismeretlenek az «' (i=1,...K) egyiitthatok. Az a"' értékek ismertek

az el6z0 iddrétegen kapott megoldasbol, illetve n =1 esetén a kezdeti feltételbol.
Az integralokat kiszdmolva kapjuk meg a végsdé alakjat a linearis

egyenletrendszeriinknek:

A0 5, a0, " =5, ~ (1 -0, ™ — (6, )1, + 200, )1

ahol a" vektor tartalmazza az & egyiitthatokat, valamint

(4 1 ) [0 1 )
1 4 1 o) -1 0 1 0
1 -1
Slzﬁ N Szzl )
= 6 1 = 2 -1
o) 1 4 o) -1 0 1
i 2 i -1 1]

16



[ h u,Atf] ke, uA(1-0)]
6 2 6 2
0 0
— 0 - - 0 -

A képletekben h:% a lépéshosszt jeloli. Lathatdo, hogy a matrixok csak a

tridiagonalisokban tartalmaznak nemnulla elemet, mivel @@;, ill. ¢;’¢; értéke nulla, ha

|i-f| > 2.

17



4.2. A Petrov—Galjorkin-modszer

A Petrov—Galjorkin-modszernél a probafiiggvény és a keresett kozelitd megoldas

tere nem egyezik meg, és bazisfliggvényeik kiilonbozdéek. Megvalasztasuktol fiiggden

tobbféle Petrov—Galjorkin-modszer hasznéalatos. Az altalunk vélasztott modszert
Hundsdorfer and Verwer (2003) alapjan mutatjuk be. A W, tér bazisfiiggvényei, a

tényleges probafiiggvények (2. dbra) az alabbi alakban irhatok fel:

v, (x) =9, (x)+ 0, (x),

3
= |x= — < x<x.
e (x X1 )(xj x), Y =X
ahol o .(x) =
J 3
—h—z(x—ijxM—x), X, SXSX;y
."I.II I.Il'l
.’I i 1I| y
.'I /oy K
|| r_l, III
i "
IIII ! II| %
| 41
\ \
i'I ! '|III Y
) ,

II i IIII .\ “

I II'.I '-I

\ !

h II|'

\\._/
2. abra — A prébafiiggvény (folytonos kék vonal)
és ¢ bazisfiiggvénye (szaggatott zold vonal)
, e’ +1
€S K=

PR illetve /1:7 az Un. Peclet-szam. A moédszert advekcios-diffuzios
e’ ~1 u

differencidlegyenleteknél szoktdk hasznalni, ahol a d a diffuizids egylitthatd, ami a mi
esetiinkben nulla. igy u végtelen, és x hatarértéke 1.

Ekkor (13) helyett a

ZK: ai' (t)U @, ,dx + _Tgol.ajde +uya, (t)(]i(pi’(pjdx + ‘Tgol.'ajdx) =0 Jj=0,..K
i=0 0 0 0 0
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egyenletrendszert kapjuk minden fre, ami az iddderivalt 6G-mddszerrel torténd

diszkretiz4cioja utan a

iﬁ @,p;dx + qul.ajdx + uOAté’T gol.lgojdx + uOAté’]i (pl.'ajdxjai” =

i=0

Mw

Ugol(pjdx+jgola dx — uAtl HJ.(p @;dx —u, Atl ngo O'dxj

Il
(=]

alakot olti. A peremfeltételt felhasznalva a

—_

i(]{ @, ,dx + ]Egoiajdx + uOAtE’]{ go,.'gojdx + qutﬁfqo,'a,dea; =

Mk

Ugo,(pjdx+jgo,a dx —u,At(1-0) jgol @, dx —u,At(1- 6’)!(0A’0'jdxjai”‘l
0

i

(17)
—glr, {J‘(po(pjdx + J.(poajdx + uOAtHJ- q)o'(o‘idx + uOAtQJ’qu'O'jdxj
0 0 0 0
+gl(t, {.[ PP dx + .[(poajdx —u,At(l— 9)! P @, dx — u,At(1 - 0)! ®, Ujde
0 0 0 0

j=1,..K; n=1,..N
Osszefliggéshez jutunk. Az integralokat kiszamitva egy K egyenletbdl allo linearis algebrai

egyenletrendszert kapunk minden iddrétegre.

(13) (i+i+u0m9(i+i))g” -
(i-Fi-i— uAt(1 - 6’)(i+i))g"_l - g(tn)£+ glt, )é

n=1,...N,
ahol S, és §, mar fentebb definidlt matrixokat jeldli, valamint
0 -1 ] (2 -1 ]
1 0 -1 0) -1 2 -1 )
Ry 1 T
S, =— 5 S, == H
= 4 -1 = 2 -1
) 1 0 -1 ) -1 2 -1
i 1 1] | -1 1
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6 4 2
0

u A0 u, At

2
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4.3. A legkisebb négyzetek modszere

A legkisebb négyzetek modszerének ismertetéséhez az eldzdektdl eltérden nem
1d6fiiggd feladatbol indulunk ki. Tekintsiik az Lw = falakt egyenletet, ahol L egy operator,

w ismeretlen, fpedig ismert L*(Q)-beli fiiggvény. Ennek az egyenletnek az
(Lw,Lny=(f,Ln) Vnel’(Q)

gyenge alakjaban a probafliggvény 7 helyett L7 alaka. A diszkrét feladat

(190 (Lw,,Ln,)=(f,Ln,) vn,eV,, w,eV,.

A (19) egyenletnek 1étezik egyetlen w, megoldasa, és érvényes ra a

H inf

a i

bl < inglho| (v e £,(): ]2 )

hibabecslés (Ern et al., 2004).
Mivel a legkisebb négyzetek mddszerét csak a térbeli diszkretizaciora hasznaljuk,

ezért elso 1épésként az (4) egyenletben szerepld iddderivaltra alkalmazzuk a 8-modszert!
(20)  u,At-c" (x)+c"(x) = uOAt(B — l)c"_1 +c"(x) n=I,..N

Ekkor az L operatorra Lc" = uOAtHdic" +1-¢", (20) diszkrét gyenge alakja pedig
X

J
i vn,eV,; n=I..N,
!

K
ahol ¢, kozelité megoldast a kovetkezd alakban keressiik: ¢, (x) = Zai”(pi (x). Az Lny,
i=0

probafiiggveny helyett elegendd ¢, +u Atbp, fiiggvenyeket (j=0,...K) (3. abra) vizsgalni.

fgy
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3. abra — A prébafiiggvény (folytonos vonal) és

a Kkeresett fiiggvény bazisfiiggvénye (szaggatott vonal)

>
|

Felhasznalva a peremfeltételt a

iﬁ@% +qu16’} PP,
0 0

=0

N

(=]

O ey N O ey N

i=l

M~

(=]

i=l

21)

J

1 =0,...K;

0.0, +uA0[ 90, +u,M0[p, 9, +(u,AO) [, 0, Ja{’ -
0 0 0

O,9; +u0Atej¢i¢j +”0At(6_1)j¢i Q; "'(uOAt)2 Q(H—I)J.(Di Q; Ja‘
0 0 0

2

' +u0At0jgoi’goj + (uOAIH)ZJ.goi’goj'Jai” =
0 0

-g(t, )U%co,- +u A0 gy, +u,M0[ @, @, +(u, M) 0° [0, 0, }
0 0 0 0

1

n—1

n=1,..

(J.(/)in _H"OA“QJ. ¢i¢j +u0At(67—l)J.(/)l. (pj + (qut)z G(H_I)J.(/)i (pj Jain_l
0 0 0 0

+gt, )UWD,» +ugAt0f gy, +u, A0 1) 0, @, +(u, A 00 -1)[ 0, 0, }
0 0 0 0

egyenletrendszert kapjuk. Az integralokat kiszamolva jutunk az

(22) @ + uOAm@ +8, )+ (u,A10)' S, )g
(5, + 4, A0S, + A0 - 1)S, + (A F 0O - 1S, " — g(0,) 1+ 81,,)f,

22
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n=1,..
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.N.
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egyenletrendszerhez, ahol

0 -1
10 -1 0
o1
S. == S
= 2 -1 £
0 10 -1
- 1 1_
(b A0 A0 ) (Ar)'0° |
6 2 2 h
0
fsz
] 0
huA(0-1) uAt u (MY O(6-1)
6 2 2 h
0
és &z
I 0
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4.4. Periodikus peremfeltétel

Az oldalsé helyett periodikus peremfeltétellel is megvizsgaltuk az advekcios

feladatot. Ekkor tehat a
c(O, t) = c(27z, t)

peremfeltétel hasznaltuk, amit6]l megvaltozott a végso linearis egyenletrendszerek alakja.
Tekintslik eldszor a hagyoméanyos véges elemes modszert! A (14) egyenletbe az

a, =ay (n=1,..N) osszefiiggést helyettesitjiik, és a

Z[jgoigojdx + uOAtﬁj goi'(pjdea,.” + [J. P, dx + uOAtE’J. goorgojdx]al'; =
0 0 0 0

i=l

K (7 T, V4 V4 ,
Z(Igoigojdx —u,At(1 - 6’)_[ o, (pidxjai”" + (J.(po(pjdx —u,At(1- G)J. ®, qojdea,'z_'
i 0 0 0 0

i=1

j=1,..K; n=1,..N

egyenletrendszer kapjuk, amely az integralok kiszamoldsa utan az

(Sl' " uOAzesz'Jg" - (SI' —ugAr(1— e)SZ'JQ“ n=1,..N

alakot 6lti, ahol

4 1 I 0 1 1
1 4 1 0 10 1 0
S—‘Izg 1 ’ S—Zzé h |
0 1 4 1 0 10 1
I 2| I 11

A Petrov—Galjorkin-moddszer esetén a peremfeltétel felhaszndlasa utan (17) helyett
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M~

1

(J‘(piq)jdx + J.goiajdx + uOAtQI @, p,dx + uOAtHJ. o ajdxjai"
0 0 0

0

I
—_

VR
O ey

Pop,dx + J.gooajdx + uOAtQI Py @ dx + uOAtGJ.(oO ajdxja,’é =

M~

1l
—_

i

U.(ol(ojdx+J.(p0' dx — uOAt 1- 0 Jq) @, dx — uOAt jgp o2 dxj
0

+ U P ,dx + j¢oajdx —u,At(1 - H)I @y @,dx —u At(1 - 0)j ?, O'jdxja,’él
0 0 0 0

j=1,..K;  n=L..N.

egyenletrendszerhez jutunk, ami az integralok kiszdmitasa utan a kovetkezéképpen alakul:

(Sl +8, + qum(Sz +8, Dg = (Sl +8, +u,At(l- 9)(52 +8, Dg”“

n=1,...N,
ahol
[0 -1 1] (2 -1 —1]
1 0 -1 o) -1 2 -1 o)
' 1 - P -1
S, _h ) és S, ==
= 4 - | = 2 -1
o) 1 0 -1 o) -1 2 -1
i 1 1] | -1 1|

A legkisebb négyzetek modszerének alkalmazdsanal a periodikus peremfeltétel

mellett az alabbi K egyenletet kapjuk minden n-re

i=0

Ugo,(pl +u At@j(pp +u AtHJ.(/) @+ (u Att9 J.(Pz ®; ]a +

Ugoogo +u AIHJ.goOgo +u At@jgoo ®; +(u At J.goo ®; ]

0

i=0
+(

ami az atalakitasok utan az

ing @ +u At@jgo,goj +u,At(0 - ljwl @+ +(u,At) 0 H—I)J.Q,’%'Jain—l
0 0

J

0

Pyp; tu At@_[(po(/)j +uyAt(0 - IJ.(DO @+ +(u,Ar) 0 H—I)J.(oo ®, Ja,"(l
0
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(Sl' i uOAtQ(SS +S, ) +(u,AtO)' S, )g" -

(Sl' Fu A0S, +u,AlO-1)S, + (u,ArY 9(0—1)56')g”‘

linedris algebrai egyenletrendszert eredményezi, ahol

0 -1 1
1 0 -1 O
' 1 1 :
S, =— ,
- 2 =1
O 1 0 -1
— 1 1_
és
2 —1 —1]
-1 2 -1 O
' 1 -1 :
Sy =— .
I A =1
O -1 2 -1
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5. A tesztelés eredményei

A megoldast Matlab program segitségével szamitottuk. A tesztelésnél a
c,(x)=sin(x)

kezdeti feltételt, és az oldalsé peremfeltételes esetben a
g(t) = sin(~u,?)

peremfeltételt, tovabba az iddintervallum hosszdra a 7' =1 ¢és az advekcios sebességre az
u, =2 értekeket valasztottuk meg. Ekkor az analitikus megoldas c(x,?) = sin(x - 2t) .

A megoldd programot tobb kiillonb6zé 6-ra lefuttattuk N=K=200 mellett, és
abrazoltuk az eredményeket. Azt figyelhettiikk meg, hogy € = 0,5 mellett mindharom véges
elemes modszer szamitott megoldasa egybesimul a pontos megoldassal. A 8 < 0,5 esetekre
az instabilitds, mig a & > 0,5 esetekre a szamitott megoldas csillapodasa a jellemz6. Minél
tavolabb esik fa 0,5-t6l, annal valdszinlibb ezek eléfordulasa.

Oldals6 peremfeltétel mellett a hdrom moddszer koziil a hagyomanyos esetben mar
0 = 0,4 -n¢l megjelenik az instabilitds, mig a masik két modszer esetén csak 0,3-nél (a
legkisebb négyzetek mddszerének esetében a programkodot lasd a Fiiggelékben). A 4.
abran a 6 =0,3 melletti eredmények lathatok mindharom modszer esetén. A Petrov—

Galjorkin-modszernél csak kis oszcillacio figyelhetd meg, mig a hagyoményos VEM

megoldasa instabil. A csillapodas csak 6 =0,9 mellett figyelhetd meg nagyon kis

mértékben.
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4. abra — A hagyomanyos véges elemes (bal felsd), a legkisebb négyzetek (bal als6) és
a Petrov—Galjorkin- (jobb oldali) médszerek (kék vonal) 6sszehasonlitasa a pontos megoldassal
(zold vonal) a T=1 idépillanatban 6=0,3 mellett

Periodikus peremfeltételnél mar kisebb 6-nal (0,7-0,8) jelentkezik a csillapodas,
viszont kis oszcillaciéo a legrosszabb esetben is csak 0,2-nél. Ez a legrosszabb eset a
hagyomanyos véges elemes modszernél volt tapasztalhat6, mikozben a Petrov—Galjorkin-

moddszernél (a programkodot lasd a Fliggelékben) csak € = 0,05 mellett volt oszcillacio.
Ha 7 =1 helyett T =10-zel szamolunk, akkor minden modszer esetén mar
6 = 0,4 -nél instabilitas, € =0,6-nél csillapodas figyelhetdé meg. Az 5. abran a Petrov—

Galjorkin-modszer eredménye lathato ebben a két esetben.
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5. dbra — A Petrov—Galjorkin-médszerrel szamitott numerikus (kék folytonos vonal) és a pontos (z6ld
szaggatott) megoldas T=10 mellett 6=0,4 (bal oldalon) és 6=0,6 (jobb oldalon) esetén

A dolgozatban a #modszer két specialis esetében vizsgaljuk a véges elemes

modszereket, nevezetesen € =0,5 és € =1 esetében. Megfeleld felbontas és kezdeti és
peremfeltételek mellett ezen &k mellett is talalkozhatunk oszcilldcioval (bar a megoldas
stabil, lasd 6.fejezet). Legyenek ezek a feltételek a kovetkezok: co(x)= sinloo(x) kezdeti
feltétel, g(t)=sin'"(~¢) periodikus peremfeltétel, u, =1 advekcios sebesség, N=K=20

racsfelbontas. A 6. és 7. abra a harom véges elemes séma eredményeit mutatja be

60 =0,5 (6. abra) és 6 =1 (7. dbra) mellett.
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6. abra — A pontos és szamitott megoldas T=1 és 6=0,5 mellett feliilr6l rendre a hagyomanyos
véges elemes, a legkisebb négyzetek és a Petrov—Galjorkin-médszerek esetében,
a bal oldali abrakon [0;27]-n periodikus peremfeltétellel,
a jobb oldali Abrakon [0;7]-n oldalsé peremfeltétellel

Mindkét abra alapjan azt mondhatjuk, hogy a hagyomanyos véges elemes
modszerrel kapott megoldas oszcillal leginkabb, mig a Petrov—Galjorkin melletti a
legkevésbé, és az oldalso peremfeltételnél kisebb az oszcillacié mértéke. Az iddbeli
diszkretizacios sémakat Gsszehasonlitva pedig azt latjuk, hogy az implicit Euler-modszer

(@ =1) adja a kisebb oszcillaciot.
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7. abra — A pontos és szamitott megoldas T=1 és 6=1 mellett feliilrél rendre a hagyomanyos
véges elemes, a legkisebb négyzetek és a Petrov-Galjorkin médszerek esetében,
a baloldali abrakon [0;27]-n periodikus peremfeltétellel,
a jobb oldali abrakon [0;7]-n oldalsé peremfeltétellel

A megoldas abrazolasa mellett kiszdmoltuk az oldals6 peremfeltétellel rendelkezd

advekcids feladat hibdjat is, amit a pontos €s a szamitott megoldas kiilonbségének diszkrét
I-beli normajaval fejeztiink ki. Jelolje e/ a pontos ¢s a kozelité megoldas kiilonbségét az

n-edik iddpillanatban, az x; helyen, e pedig az Osszes tér- és idébeli osztépontban

értelmezett diszkrét hibafliggvényt. Ekkor az e hiba diszkrét />-beli norméjat az

K N
Loy = f;nz_(;(ef)zhm

e
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keéplettel értelmezziik. A hibaszamolasndl az advekcids sebesség u, =3 volt, igy az
analitikusan is megkaphaté megoldas c(x,?) = sin(x - 3t).
A hibakat 8 =0,5 mellett az 1-3. tablazatok tartalmazzak. K a térbeli, N az iddbeli

osztask6zok szédma. Adott oszlopban rogzitett 1d6lépcséhdz tartozo hibdk taldlhatok
felez6do 1épéskdz mellett. Lathato, hogy nagy K mellett feleakkora 1id6l€épcsonél nagyjabol

negyedakkora a hiba, tehat a modszer id6ben masodrendiien viselkedik, amit vartunk is,

hiszen a trapézformula, amit hasznaltunk, masodrendii idéintegralési séma.

K N=100 N=200 N=300 N=600 | N=1000
4 0,072057 | 0,07205 |0,072048 | 0,072048 | 0,072048
8 0,017304 | 0,017303 | 0,017303 | 0,017303 | 0,017303
16 0,0042730,004272 | 0,004272 | 0,004272 | 0,004272
32 0,001071]0,001065 | 0,001064 | 0,001065 | 0,001065
64 0,000296 | 0,000268 | 0,000266 | 0,000266 | 0,000266
128 0,000149 | 0,000074 | 0,000068 | 0,000067 | 0,000066
256 0,000136 | 0,000037 | 0,000022 | 0,000017 | 0,000017
512 0,0001350,000034 | 0,000015 | 0,000006 | 0,000004
1024 ]0,000135|0,000034 | 0,000015 | 0,000004 | 0,000002

1. Tablazat — A hagyomanyos véges elemes modszer hibaja 6=0,5 mellett

A hagyomanyos véges elemes modszer (1. tabladzat) K~100 alatt masodrendiien
viselkedik, kisebb 1épéskdzokre mar csak elsérendiien, majd egyaltalan nem csokken a
hiba, mivel az idédiszkretizacio hibdja gatat szab a tovabbi javulasnak. Lathato, hogy az
1dolépések szamat novelve nagyobb mértékben csokken a hiba a K novekedésével. N~200

és K~100 esetén a hiba mar csak 10” nagysagrendi.

K N=100 N=200 N=300 N=600 | N=1000
4 0,0416 | 0,041642| 0,04165 |0,041655 | 0,041656
8 0,006172]0,006195 | 0,006199 | 0,006202 | 0,006202
16 0,000923 | 0,000928 | 0,000929 | 0,000931 | 0,000931
32 0,0001920,000149 | 0,000147 | 0,000147 | 0,000148
64 0,000136 | 0,000041 | 0,000028 | 0,000025 | 0,000024
128 0,000135|0,000034 | 0,000015 | 0,000006 | 0,000004
256 0,000135|0,000034 | 0,000015 | 0,000004 | 0,000002
512 0,000135 | 0,000034 | 0,000015 | 0,000004 | 0,000001
1024 ]0,000135|0,000034 | 0,000015 | 0,000004 | 0,000001

2. Tablazat — A Petrov—Galjorkin-modszer hibaja 6=0,5 mellett

A Petrov—Galjorkin-modszer hibdja minden adott racsfelbontasnal kisebb, mint a

hagyomanyos véges elemé. Maximum 10 nagysagrend{i hibat mar N~200 és K~60 koriili
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értekeknél kaphatunk. Adott K értékek mellett a modszer akar jobban is viselkedik, mint

egy masodrendi séma.

K N=100 N=200 N=300 N=600 | N=1000
4 0,061923 | 0,066621 | 0,068344 | 0,070151 | 0,070899
8 0,010272]0,012859 | 0,014075 | 0,015538 | 0,016204
16 0,001347]0,001861 | 0,00224 | 0,002919 | 0,003346
32 0,000219 | 0,000238 | 0,000287 | 0,000402 | 0,000513
64 0,000136 | 0,000045 | 0,000039 | 0,000051 | 0,000065
128 0,000135|0,000034 | 0,000016 | 0,000007 | 0,000008
256 0,000135|0,000034 | 0,000015 | 0,000004 | 0,000002
512 0,000135|0,000034 | 0,000015 | 0,000004 | 0,000001
1024 | 0,000135 | 0,000034 | 0,000015 | 0,000004 | 0,000001

3. Tablazat — A legkisebb négyzetek modszerének hibaja 6=0,5 mellett

A legkisebb négyzetek modszerének hibajat a 3. tablazat szemlélteti. Adott
racsfelbontasnal a hiba kisebb, mint a hagyomdnyos véges elemes modszernél, de
nagyobb, mint a Petrov—Galjorkin-séma esetében.

Az implicit Euler-modszert hasznalva az iddbeli diszkretizaciora, mindharom véges
elemes modszer természetesen elsOrendiien viselkedik, térben kis K értékeknél
masodrendlien, nagyobbaknal elsérendiien viselkedik, mig mar nincs tovabbi javulas. A
hibdk nagysdga a hirom sémandl nagyjabol azonos. A hagyomanyos véges elemes

modszer hibajat a 4. tablazat tartalmazza. Az N~K~1000 felbontasnal kapott hiba is 107

nagysagrendli, mikozben ehhez 6 =0,5 mellett mar N~100 és K~15 racsfelbontés is

elegendo.

K N=100 N=200 N=300 N=600 N=1000
4 0,075109 | 0,072901 | 0,072457 | 0,072171 | 0,072102
8 0,02686 | 0,020473 | 0,01893 | 0,017839 | 0,017553
16 0,019978 | 0,010919 | 0,008068 | 0,005592 | 0,004852
32 0,01922 | 0,009809 | 0,006644 | 0,003505 | 0,002305
64 0,019106 | 0,009675 | 0,006486 | 0,003276 | 0,00199
128 0,019083 | 0,009652 | 0,006461 | 0,003247 | 0,001954
256 0,019077 | 0,009646 | 0,006456 | 0,003241 | 0,001948
512 0,019076 | 0,009645 | 0,006455 | 0,00324 | 0,001947
1024 | 0,019076 | 0,009645 | 0,006454 | 0,00324 | 0,001947

4. Tablazat — A hagyomanyos véges elemes modszer hibaja 6=1 mellett

Osszefoglalva, mind a hiba nagysdgit, mind az oszcillicié mértékét vizsgalva
elmondhatjuk, hogy az advekciés feladat esetében a legcélszeribb a Petrov—Galjorkin-

modszert hasznalni, mert ez a séma generalja a legkisebb zajokat és adja a legpontosabb
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eredményeket. A kovetkezOkben a hdrom vizsgalt véges elemes modszer elméleti

vizsgalatat végezziik el.
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6. Fourier-analizis

Ha a (4) egydimenziés advekcios egyenlethez m szerint periodikus kezdeti €s
peremfeltételt adunk meg, akkor a feladat pontos megoldasa eldall diszkrét
hullammoddusok 0Osszegeként, és mindegyik mddus az uy advekcios sebességgel terjed
valtozatlan amplitadoval. A megoldés tulajdonsagai igy végsd soron a hulldmosszetevok
tulajdonsagaitol fliggnek. Ezért egy numerikus sémat jol jellemez, hogy mennyire pontosan

irja le egyetlen hulliammodus, azaz egy
(23) c(x,O) =c, (x) =C,e™

alakt kezdeti fiiggvény tovabbterjedését a k hulldmszam fliggvényében. A Fourier-analizis
soran a hulldimmegoldéasokat a stabilitas, a fiktiv csillapodas, a relativ fazissebesség és a

szamitasi diszperzid szempontjabol vizsgaljuk (Riddaway, 1986).

A (23) kezdeti feltételhez tartozd folytonos megoldas a c(x,t) =, e"
fiiggvény, ahol Cr a k = 277[ hullamszdmtol fliiggd konstans. L = /ha hulldmhossz, és [ az
adott hullamhosszhoz tartoz6 osztaskozok szama (egynél nagyobb egész szam).

Ac' =C, exp(ikxl.) kezdeti feltételhez tartozo diszkrét feladat megoldasa

24) ¢ =(4)C, explikx,)

alakt, ahol A; egy k& hullamszamtol fiiggd komplex mennyiség, amelyet A, :|/1k|ei¢

alakban felirva (24) helyett a

¢/ =C, |/1k|" exp[ik(xi +%D

képletet kapjuk.

Egy sémat stabilnak neveziink, ha a bemend adatoktdl folytonosan fligg a
megoldas. Mas szoval, ha létezik olyan univerzalis alland6, amellyel megszorozva a
bemend adatok normajat, a megoldds normajat feliilr6l becsiilhetjik. Ha a kezdeti
fiiggvény diszkrét hullammodusok 6sszege, akkor a numerikus megoldas akkor lesz stabil,

ha ezen hulldimmodusok egyikének sem valik végtelenné az amplitidoja az id6ben, azaz ha
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a (24) numerikus megoldasban |/1k| <1 minden k hullamszamra, hiszen kiilénben nem

létezne a megkovetelt felso becslés.

Sok esetben a stabilitds elvar valamilyen Osszefliggést az 1d6- és térbeli 1épéskoz
kozott. A gyakorlatban ez azt jelenti, hogy adott térbeli 1€épéskdz mellett csak korlatozott
1d6lépcsovel szamolhatunk. Ha egy numerikus sémanal nincs ilyen megkdtés, akkor azt a
sémat abszolut stabilnak nevezziik.

Az advekcids feladat pontos megoldasdban a hullamok valtozatlan amplitidéval

haladnak, ezért a stabilitas mellett azt is szeretnénk, ha az amplitaidok nem csillapodnanak

az iddvel, azazhaa D, = |/1k| fiktiv csillapoddsra D, =1 teljesiilne. Abban az esetben, ha

ez teljesiil, a numerikus sémat neutralisnak nevezziik.

Mig a pontos megoldéas hullamdsszetevoi az uy advekcios sebességgel terjednek, a
numerikus megoldasban a 4 hullamszdmt hullam terjedési sebességét (mdas szdval
fazissebességét) a

¢
kAt

C, =

képlet adja meg. Annak jellemzésére, hogy egy numerikus modszer mennyire jol irja le az

adott hulldm terjedési sebességét, az

c
ro=—%

U
relatlv fazissebességet hasznaljuk. Ha 7, =1, akkor a k hullimszdma hulldm
fazissebességét pontosan irja le a modszer. Ha r, <1, akkor a numerikus modszer
alulbecsiili, ha pedig r; > 1, akkor feliilbecsiili a pontos terjedési sebességet. Ha r, <0,

akkor a terjedés iranyat is hibédsan irja le a modszer, vagyis ilyenkor az adott hullam a
pozitiv helyett a negativ x irdnyban terjed.
A numerikus séma diszperziot okozhat a megoldasban még akkor is, ha az eredeti

egyenlet nem diszperziv. Ez azt jelenti, hogy a zavar nem 0rzi meg az alakjat elmozdulas

kozben, azaz a ¢, = %(kck) csoportsebesség nem egyezik meg a ¢ fazissebességgel. A

Cok

csoportsebességhez tartozo relativ csoportsebesség keplete r, , = ——.
Uy
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6.1. A hagyomanyos véges elemes modszer

A (16) egyenletrendszer alapjan a véges elemes séma a

aht0 k) , 4, . (aAd k),
- +—la’, +=ha + +—la’, =
2 6 6 2 6

6 ) i T—Q; g i+1

u,At

egyenlettel irhato le. Ezt © -val megszorozva és bevezetve az & = jelolést az
h

(1-3&0)a), +4a) + (30 + 1)), =(1+36(1-0))a); +4a'" +(1-3&(1-0))a)

i+l
Osszefiiggést kapjuk. Az € szamot Courant-szamnak nevezzik.
Mivel adott racspontban a bazisfiiggvények koziil csak egy vesz fel nemnulla
értéket, nevezetesen az egyet, igy adott pontban ¢ = ¢, . Tehat a (24) kifejezést a fenti

egyenletbe helyettesitve az

(1-366)A, ) C, explik(x, — 1))+ 4(4, ) C, explikx, )+
(3660 +1)A, ) C, explik(x, + h))= (4, )" C,[(1+3&(1 - 0))exp(ik(x, — 1))+
4explikx, )+ (1-3&(1- 0))exp(ik(x, + 1))]

egyenletet kapjuk. EgyszerUsitsiink a kozos Cy(A)" exp(ikx;) tényezbvel!
(1-360),e™ + 42, + (360 +1)A,e™ = (1+36(1-0))e ™ +4+(1-3£(1-0))e™
Ebbdl kifejezhetd A a kovetkezOképpen:

—ikh ikh
2o = (cos 0+ isin6) = (1+3&(1- 6?))e_. +4+(1-3&(1 —'9))e _
(1-3&0)e™ + 4+ (366 +1)e™
(2 + coskh)’ +9£20(6 —1)sin’ kh . 3esin kh(2 + cos kh)

(2 +coskh)’ +9£%07 sin” kh (2 +coskh)’ +9£70” sin” kh

Mivel |/1k|2 = |/1k|2 cos’ ¢+ |lk|2 sin’ ¢, igy a

M |2 _ (2 +coskh)* +9&> (1 —20+20° )sin2 kh(2 + cos kh)’
' [(2 +coskh)’ +9¢&” sin’ kh]2

kifejezést kapjuk, melynek értéke a stabilitas érdekében nem lehet nagyobb egynél. Ezt a

feltételt felhasznalva az
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4

2
(25) (l ;9) (2+coskh)’ —9& sin” kh <0

egyenldtlenséghez jutunk. Az implicit Euler-séméval (€ =1) a hagyomanyos véges elemes
modszer esetén (25) mindig fennall, azaz a modszer abszolut stabil. Méas @ mellett csak a

feltételes stabilitas allhat fonn, ha teljesiil, hogy

1-0 h 2+coskh

26 At > —
(26) 6> 3a sinkh

Nem tapasztalunk csillapodast az implicit Euler-séma esetén, ha Dy = 1, azaz ha

9¢*sin’ kh = 0. Ez akkor teljesiil, ha kh = 2Tﬂ = pr (p e Z), vagyis ha a 2// felirhat6 egy

egész szam feleként. Ilyen / érték csak egy létezik, nevezetesen a 2. A trapézformula esetén

a neutralitashoz az egyenldségnek kell teljestilnie a (26) feltételben.

. ImA . .
Mivel tg¢ = M4 , a fazissebesség ¢€s a relativ fazissebesség a kovetkezd alakot
CA
olti:
1 3¢sin kh(2 + cos kh)
Cc, =———arcig| — 7 > 5 ’
kAt (2 + coskh)’ +9520(6 —1)sin’ kh
3¢sin kh(2 +cos kh)
1, =————arctg| — 5 5 ) .
ehk (2 + coskh)’ +9520(6 —1)sin’ kh

A csoportsebesség ¢és a relativ csoportsebesség 6 =1 mellett:

. = 1 3eh(1+2cos kh)
At (2+coskh) +9& sin® kh

P 3(1+ 2 coskh)
ok (2 + coskh)2 +9g%sin’ kh

38



6.2. A Petrov—Galjorkin-modszer

A (18) egyenletrendszerbdl a séma

ﬁ+ﬁ—aAt9 O[l.n_l—l— ih+aAtt9 a,.”+ ﬁ_ﬁ 05,-}:1 =
6 4 6 6 4

(% + % +ant(1- .9)}05;’1‘ + (% h—aAt(1 - 9))%"1 + [ﬁ - ﬁja,-”ﬂl

6 4

alaku. Ezt atalakitva az el6z6ekhez hasonloan, a

4f - (2(1+3&(1-8))cos ki +2(2 —35(1-0)))* +9(1 + 2&(1 - 0))’ sin” kh
‘ [2(1-326)cos kh +2(2 + 360)[* +9(1—2£6) sin® kh '

kifejezést kapjuk. A stabilitas |2, <1 feltétele teljesil, ha

(1-coskh)’ +6&(20 —1)1—coskh)> 0.

Ez mindig igaz, ha € > 0,5. Kisebb 8 értékekre csak feltételesen stabil a modszer.
A D, =1 feltétel teljesiil, azaz a modszer neutralis, ha coskh=1. Ez akkor

kovetkezik be, ha kh = 27” =2pn (peZ), azaz ha [ reciproka egész szam. Ilyen / érték

nincs, ezért mindig van csillapodas.

A fazissebességet ¢és a relativ fazissebességet a kovetkezd képletek adjak meg:

6 sin kh(cos kh—7)
¢, =———arctg 5 5 ,
kAt (~1-6¢)cos kh +(6+ 3¢ — 1550 — 6570 )cos kh + 25 — 6 — 3650

1 6¢sin kh(cos kh — 7)
7, =———arctg 3 3 .
khe (~1-6¢)cos kh +(6+ 3¢ — 1550 — 6570 )cos kh + 25 — 6 — 3650

A csoportsebesség ¢és relativ csoportsebesség képlete nagyon bonyolult, ezért ezeket itt

nem tiintetjiik fel, de az utobbi /-t6l valo fiiggését a 12-13. dbra szemlélteti.
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6.3. A legkisebb négyzetek modszere

A séma (22) alapjan:
2 202 2 2 N2
E_Mja;_l (im 24 (Ar)'0 Ja \
6 h 6 h
2 2 n2 2 2
ha*(ac)ye ] - (L At a*(At) (9—1){9}0{;1__‘. N
6 h 6 2 h
4, 24 (8) (0 _1)(9}&;,_. N ( b oaht d*(A(6- 1)9]%,:,
6 h 6 2 h

Innen az el6zéekhez hasonldan levezethetd, hogy

(1 6220(0 - 1))cos kh+2(2 + 62200 - 1))[| +9¢ sin® ki

Al =
4 [(1- 6520 )cos kh + 2+ 6:20° ||

A |/1k|2 <1 egyenldtlenségbe behelyettesitve, atalakitdsok utan a

[(46 - 3)cos? kh + 46 cos kh — 86 + 3]+ 12£°0(1 - 20)(cos kh — 1 <0,

egyenldtlenséget kapjuk, amelyrdl belathat6, hogy minden &ra teljesiil 8> 0,5 esetén,

azaz ekkor a modszer abszolut stabil.

Az egyenlOség akkor igaz 6 > 0,5 mellett, ha

(46— 3)cos? ki + 40 cos ki — 860 + 3] = 0

és  12&°0(1-20)coskh—1)° =0.

Ez csak akkor kovetkezik be, ha coskh =1, tehat a modszer neutralis, ha k& = 277[ =2prw

(p € Z). llyen [ érték nincs, ezért mindig van csillapodas.

Az implicit Euler idddiszkretizaciés sémat haszndlva a legkisebb négyzetek és a
hagyomanyos véges elemes modszernél azonos fazis- és csoportsebességeket kapunk. A

fazissebesség és relativ fazissebesség:

1 ( Sgsinkhj
¢, =———arctgl —— |,

kAt 2+coskh
1 3esin kh
r,.=———arctg| ——— |.
shk 2 +coskh
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6.5. Eredmeények

A 8-13. abrak szemléltetik a fiktiv csillapodast, a relativ fazissebességet, illetve a
relativ csoportsebességet az [ osztdskozszdm, igy kozvetve az L hulldmhossz
fiiggvényében. Mindharom értéknél azt szeretnénk, ha egyenldk lennének eggyel, hiszen
ez azt jelentené, hogy a séma neutralis, tovabba a fazis,- ill. csoportsebesség megegyezik
az advekcio sebességével. Minden 4bran hat gorbét lathatunk, a harom véges elemes
modszer eredményeit a két specidlis idddiszkretizacid esetén, nevezetesen a trapézformula
¢s az implicit Euler-séma (IE) esetén. A 9., 10. és 12. abran lathatdé eredmények
£=0,9549 (N =K =200) mellett, mig a 8., 11. és 13. abra eredményei & =0,0955
(N =1000 ¢és K =100) mellett érvényesek. Mindegyik sémanal a nagyobb / értékek, azaz
nagyobb hulldmhosszak és kisebb Courant-szamok esetében lesznek az értékek kozelebb

egyhez.

Fiktiv csillapodas (¢=0,0955)

hvem
——— kn

pg

— — hvem I[E
— — lkn_IE
— —pg IE

8. abra — A hagyomanyos véges elem, a Petrov—Galjorkin-médszer és a legkisebb négyzetek
modszerének trapézformulat, ill. implicit Euler-sémat alkalmazé valtozatanak fiktiv
csillapodasa 1 fiiggvényében €=0,0955 mellett

A fiktiv csillapodas (8-9. ébra) értékei a hullamhossz novekedésével az egyhez
tartanak. Az eredmények a hagyomdnyos véges elemes modszer esetén a legjobbak
mindkét idddiszkretizacios sémanal, ill. Courant-szamnal. Adott véges elemes moddszernél

a 0 =0,5 esetben kapunk kedvezébb Dy mennyiségeket.
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Fiktiv csillapodas (£=0,9549)
1,2
1 hvem
- | ——1Ikn
0,8 1 \ — - = — = —
£ 06 —= pg
~ Tz — — hvem IE
04| =
z — — lkn IE
1.z -
0,2 7 — —pg IE
0 T T T
2 4 6 8 10
1

9. abra — A hagyomanyos véges elem, a Petrov—Galjorkin-médszer és a legkisebb négyzetek
médszerének trapézformulat, ill. implicit Euler-sémat alkalmazé valtozatanak fiktiv
csillapodasa 1 fiiggvényében £=0,9549 mellett

A relativ fazissebesség (10-11. 4bra) értékei (a relativ csoportsebességeké is) a
hagyomanyos véges elem ¢és legkisebb négyzetek modszerénél megegyeznek 6 =1 esetén,

¢s nagyon hasonléak 8=0,5 ¢és &=0,0955 mellett. Ezek a sémdak adjdk a legjobb

eredményeket mindkét 6-nal. A Petrov—Galjorkin-modszernél egynél nagyobb értékeket is
kapunk, ami azt jelenti, hogy ebben az esetben a fazissebesség nagyobb, mint az advekcids

sebesség. ¢ =0,9549 mellett kis / értékekre pedig negativ eredményt ad a moddszer a

legkisebb négyzetek modszerével egyiitt, azaz a hullam terjedésének irdnya is rossz.

Relativ fazissebesség (¢=0,0955)

1,4
1,2 . hvem

1 /f' S= Ikn

- 0,8 pg

0,6 — — hvem IE
0,4 — —lkn IE
0,2 — —pg IE

0 ‘ ‘ ‘

2 4 6 8 10
1

10. abra — A hagyomanyos véges elem, a Petrov—Galjorkin-médszer és a legkisebb négyzetek
moédszerének trapézformulat, ill. implicit Euler-sémat alkalmaz6 valtozatanak relativ
fazissebessége 1 fiiggvényében £=0,0955 mellett
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Relativ fazissebesség (¢=0,9549)

1,5
1 hvem
—_—-—— ———kn
0,5 - &
= // pg
0 ‘ ‘ ‘ — — hvem IE
2 4 6 8 10 |=— = kn_IE
0,5 - — —pg IE
-1

11. abra — A hagyomanyos véges elem, a Petrov—Galjorkin-modszer és a legkisebb négyzetek
mdédszerének trapézformulat, ill. implicit Euler-sémat alkalmazé valtozatianak relativ
fazissebessége 1 fiiggvényében £=0,9549 mellett

A relativ csoportsebességeknél nagy negativ értékeket is kaptunk kis /-ekre, ezért az
abran az ry értéker csak 0-tol vannak feltiintetve, hogy a nagyobb / értékeknél jobban
latszodjon az eredmény. Mindkét Courant-szam esetén a legkisebb négyzetek modszere -
implicit Euler-mddszernél a hagyoményos véges elemes modszerrel egyiitt - adta a legjobb
eredményeket. Nagyobb e-ra a trapézformulds, mig kisebbre az implicit Euler-sémat

alkalmaz6 modszerek a jobbak.

Relativ csoportsebesség (€=0,0955)
2,5
2 hvem
— |kn
1 4
L pg
= 1 — — hvem IE
— — Ikn_IE
0,5 — —pg IE
0
2
1

12. abra — A hagyomanyos véges elem, a Petrov—Galjorkin-médszer és a legkisebb négyzetek
moédszerének trapézformulat, ill. implicit Euler-sémat alkalmaz6 valtozatanak relativ
csoportsebessége 1 fiiggvényében £€=0,0955 mellett
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Relativ csoportsebesség (€=0,9549)
3
2,5 hvem
2 ———Ikn
% 15 P&
=— = hvem IE
1 — —Ikn_IE
0,5 1 — —pg IE
0
2
1

13. abra — A hagyomanyos véges elem, a Petrov—Galjorkin-modszer és a legkisebb négyzetek
médszerének trapézformulat, ill. implicit Euler-sémat alkalmaz6 valtozatanak relativ
csoportsebessége 1 fiiggvényében £=0,9549 mellett
Ha a fazis- és csoportsebesség nem egyezik meg, diszperzidt kapunk a

megoldasban. Az 5. és 6. tdblazat a relativ fazis- €s csoportsebességeket tartalmazza /

fliggvényében a harom VEM esetén 6 = 0,5 mellett. Minél nagyobb a kiilonbség a két

sebesség kozott, annal erdsebb a diszperzid. Az 5. tablazatbeli értekek & =0,9549,

= 1 2 3 4 6 10

o Iy 0 0,6910 0,8287 0,9212 0,9707

= Tox -3 0 0,4957 0,7703 0,9133
1 2 3 4 6 10

E ry 0 -0,6760 0,9024 0,9389 0,9734

— Toi -3,0844 0,0274 0,7551 0,9591 0,9946
1 2 3 4 6 10

g Iy 0 -0,7217 0,9066 1,0284 1,1619
Tox -12,7871 1,6897 1,3027 1,0718 1,0113

5. Tablazat — A hagyomanyos véges elem, a Petrov—Galjorkin-médszer és a legkisebb
négyzetek modszerének relativ fazis- és csoportsebessége €=0,9549 és 6=0,5 esetén

mig a 6. tablazatbeliek & =0,0955 mellett érvényesek. Lathato, hogy kis / értékek mellett
erds a diszperzio, de a hullamhosszak novekedésével csokken mindhdrom modszernél. A
legkisebb diszperzidkat a legkisebb négyzetek moddszerénél (lkn), mig a legerOsebbet a
& =0,0955

Petrov—Galjorkin-mddszernél (pg) tapasztalhatjuk. esetén a legkisebb

négyzetek mddszere mellett a hagyomanyos VEM (hvem) is kis diszperzi6t ad.
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= 1 2 3 4 6 10
o Iy 0 0,8251 0,9533 0,9916 0,9988
= Yok -3 0 0,7462 0,9576 0,9945
1 2 3 4 6 10
§ Iy 0 0,8307 0,9549 0,9918 0,9988
— Tox 1,7284 0,9529 0,8254 0,8517 0,9261
1 2 3 4 6 10
g Iy 0 1,1749 1,0674 1,0163 1,0039
Tok 2,3277 0,7612 0,6350 0,7251 0,9545

6. Tablazat — A hagyomanyos véges elem, a Petrov—Galjorkin-médszer és a legkisebb

négyzetek modszerének relativ fazis- és csoportsebessége €=0,0955 és 6=0,5 esetén

A 7. tdblazat az implicit Euler-sémahoz tartoz¢é relativ fazis- €s csoportsebességeket
tartalmazza. Itt a nagyobb Courant-szdm mellett sokkal erdsebb diszperzidkat kapunk, mint
a trapézformulas esetben. Egy eddig még nem tapasztalt eredményt is leolvashatunk a

tablazatrol, mégpedig azt, hogy & =0,0955 mellett a Petrov—Galjorkin-mddszer adja a

legkisebb diszperziot.
= 1 3 4 6 10
o £ I 0,5135 | 0,6409 | 0,7816 | 0,9000
2| 2- o 0 0,2458 | 0,4837 | 0,7322
q
T 1 3 4 6 10
w o0 ' 0,4574 | 0,6113 | 0,7712 | 0,8979
rg | -1,7832 | -0,1755 | 0,1469 | 0,4439 | 0,7230
= 1 3 4 6 10
s £ I 0,8196 | 0,9485 | 0,9892 | 0,9979
nwl|lz= Tk 0 0,7349 | 0,9506 | 0,9918
2
T 1 3 4 6 10
w o0 I 1,0752 | 1,0371 | 1,0078 | 1,0004
ra | -7.6289 | 1,1310 | 1,1601 | 1,0417 | 1,0044

7. Tablazat — A hagyomanyos véges elem, a Petrov—Galjorkin-mddszer
és a legkisebb négyzetek médszerének relativ fazis-

és csoportsebessége £=0,9549 és £=0,0955 esetén 6=1 mellett

A Fourier-analizis eredményeit dsszefoglalva elmondhato, hogy adott séma a fiktiv
csillapodasat, relativ sebességeit vagy diszperzidjat nézve a nagyobb hullimhosszakra és
kis Courant-szamokra a jobb. A legkisebb csillapodast a hagyomanyos véges elemes
modszer adja, mig a legpontosabb fazis- és csoportsebességeket a legkisebb négyzetek

modszere, természetesen adott esetben a hagyomanyos véges elemes modszerrel egylitt. A
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diszperzid6 a hagyomanyos véges elemes modszernél, ill. a legkisebb négyzetek
modszerénél a legkisebb, kivéve implicit Euler-formula és kis Courant-szdm mellett, ahol a
Petrov—Galjorkin-séma a legjobb. Az idddiszkretizaciés séma megvalasztasanal ajanlott
figyelembe venni, hogy a trapézformulas sémak kisebb csillapodast okoznak, illetve azt is,
hogy ha ezekkel szamolunk, akkor nagyobb Courant-szamokndl pontosabb fazis- és

csoportsebességet kapunk.
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7. A kétdimenzios advekcios feladat

Az egydimenzios véges elemes modszerekkel akar kétdimenzids feladatokat is
megoldhatunk operatorszeletelés segitségével. Ilyenfajta dimenzids szeletelést sikerrel
alkalmazott példaul Hunsdorfer és Spee (1995) a kétdimenzids advekcios feladatra, bar 6k
a térbeli diszkretizaciot véges térfogat sémaval oldottak meg. Cullen (1973) megmutatta,
hogy a linearis hagyomanyos véges elemes modszer, ha leap-frog sémat hasznalunk az

1dobeli diszkretizacidra, a kétdimenzios advekcios feladatra megkoveteli az

iy | At L

d 6

stabilitasi feltételt, ahol d a csomopontok kozotti tavolsag. Egy dimenzidban ez a feltétel

(Haltiner and Williams, 1980) gyengébb, az

|u0|At 1

h 3

egyenlOtlenséggel irhatjuk le. Bar mi &modszert hasznaltunk az idobeli diszkretizciora,

ami 6> 0,5 esetben abszolut stabil megoldast ad a kiprobalt véges elemes modszerekkel,
de megvizsgalni ebben az esetben is érdemes a problémat. Masrészt tobb dimenzidban a 4.
fejezet egyenletrendszereiben az integralok kiszamoldsa sokkal bonyolultabb ¢és
szamitasigényesebb.

Tekintsiik az alabbi kétdimenzids advekcios feladatot!

oc oc oc
uy—=+v,—=0

ot ox oy

c(x,y,O) =sinx+siny

c(0,y,t)=c(27, y,t)

c(x,O, t) = c(x,27r, t) ,
ahol uy ¢é vy a konstans advekciés sebességek. A pontos megoldas:
c(x, y,1) = sin(x —u,t) +sin(y — v t).

A numerikusan megoldashoz eldszor tehat operatorszeletelést hasznalunk, igy a 2.2.

alfejezet alapjan két egyszeriibben megoldhatd egydimenzids részfeladathoz jutunk:
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oc/, ocy,
1) u, W _q

ot Ox

c(';)(x, v, (n - l)At) = c("z’)l (x,y, (n - l)At)

Ot Oy
c("z)(x,y,(n —1)At) = c(”lgl (x, y,nAt)

ahol c(y)(x,,0)=sinx+siny.

n=1, ... N

Legyen A4, =u, 82 és A, =v, ai Ennél a feladatnal periodikus peremfeltételnél
X

y

az operatorszeletelés nem okoz hibat a megoldasban, mert 4; és A, kommutal, hiszen

[AI,AZ](c)=u0?( @j_ ac( 80)

Vo 6y

Vo—| Uy—
X “op\ " ox

14. abra — A hagyomanyos véges elemes (fent balra), a Petrov-Galjorkin (fent jobbra)
modszer és legkisebb négyzetek modszerének (lent balra) szamitott megoldasa
és a pontos megoldas (lent jobbra) T=1-ben
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Adott iddrétegen megoldjuk egymas utan a két advekcios feladatot, ugy, ahogy azt
egy dimenzioban tettiik, kezdeti feltételként mindig az utoljara kapott eredményt
felhasznalva. Idddiszkretizaciés sémaként a kisérleteknél a trapézformulat hasznaltuk,
térben pedig kiprobaltuk mindharom véges elemes modszert (a Petrov—Galjorkin-modszer
programkodjat lasd a Fiiggelékben). Az iddintervallum hossza 7 =1, a két advekcios
sebesség  pedig wu,=2 é v,=3 volt, igy a pontos megoldas:
c(x, y,t)= sin(x—2t)+sin(y—3t). Jelolje a térbeli osztaskozok szamat x irdnyban K, y
iranyban J, az idObeli osztdskozok szamat pedig N. A 14. abran N = K =J =100 mellett
T =1-ben lathaté a harom modszerrel szamitott numerikus és a pontos megoldas.

Rénézésre csak a legkisebb négyzetek modszerének megoldasa tér el a pontos megoldastol.

15. abra — A hagyomanyos véges elemes (bal felsd), a legkisebb négyzetek (bal alsé) és a Petrov—
Galjorkin-médszer (jobb oldali) megoldasanak eltérése a pontos megoldastol T=1-ben

A 15. ébra a harom modszer megoldasanak pontos megoldasatdl vett eltérését
szemlélteti N =K =J =100esetén 7 =1-ben. A hagyomanyos véges elemes moddszer

hib4ja egy nagysdgrenddel nagyobb a madsik két modszerénél, és oszcillal. A Petrov—
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Galjorkin-moédszer hibaja hasonld alakt, de oszcillacid nélkiil. A peremek mellett nagy
gradiensek figyelheték meg. A hibafiiggvények ugyan nagy valtozékonysagot mutatnak, de
a megoldasban ez — a hibak kis nagysagrendje miatt — nem latszodik meg, csak a legkisebb
négyzetek modszerének esetén.

A modszerek hibajat adott iddpillanatban a pontos és a kozelitd megoldas
kiilonbségének diszkrét /,-beli normajaval fejezziik ki az 5. fejezetben taldlhatd hibéaval
hasonl6 moddon, de most (x,¢) sik helyett (x,y) sikon szdmolunk. Tehat e diszkrét

hibafiiggvény diszkrét /,-beli normajat

[k
Play) T IZO:JZ;‘(Q; )2h2

képlettel szamoltuk. A 8. tablazatban K =J mellett a harom véges elemes modszer hibdja

e

lathato. Az iddbeli osztopontok szdma 200, ¢és az értékek 7 =1-ben érvényesek. A
modszerek térben masodrendlien viselkednek, és a legkisebb hibdkat most is a Petrov—
Galjorkin-modszer adja. A hibak K =128 mellett 107 nagysagrendiiek, két
nagysagrenddel nagyobbak, mint ennél a felbontasnal az egydimenzios feladatnal kapott
hibdk, amikor trapézformulat hasznéltunk, de kisebbek, mint mikor az implicit Euler-

sémaval oldottuk meg a feladatot.

hvem lkn [oJ¢]

2,108638 | 2,146028 | 2,563549
0,445411]0,424743|0,463315
0,10849 |0,083077 | 0,087396
0,026854 | 0,017605 | 0,018392
0,006712|0,004316 | 0,004209
128 0,001711{0,001129 | 0,001041
8. Tablazat — A harom médszer hibija

R8> || |x
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8. Osszefoglalas

A szakdolgozatban konstans aramlasi sebességli advekcids feladatokat vizsgéltunk.
Héarom véges elemes moddszert alkalmaztunk a feladatok megoldasara: a hagyomanyos
véges elemes ¢s egy Petrov—Galjorkin-mddszert, ill. a legkisebb négyzetek modszerét.

Az iddbeli diszkretizaciora a &-modszert hasznaltuk, melynek foként két specialis
esetével, a trapézformulaval (€ =0,5) és az implicit Euler-séméval (€ =1) foglalkoztunk.
0,5-nél kisebb G-val nem érdemes szdmolni, mert ezekben az esetekben tobbnyire instabil
megoldast kapunk. Megallapitottuk, hogy megfelelden megvalasztott kezdeti ¢és

peremfeltételek, ill. racsfelbontas mellett € > 0,5 esetén is megjelenhet oszcillacid. Ezeket

a zajokat leginkabb a Petrov—Galjorkin-modszer képes elnyomni.

Egydimenzios esetben a kozelitd megoldas hibdja a trapézformuldval szamolva mar
N~200 és K~60 racsfelbontas mellett maximum 10~ nagysagrendii. Ezt a pontossagot az
implicit Euler-modszerrel még N~K~1000 mellett sem érhetjiik el. Az implicit Euler-séma
atlagosan két-harom nagysagrenddel rosszabb eredményeket ad, mint a trapézformula. A
véges elemes modszerek idOben a valasztott idddiszkretizaciés sémanak megfeleléen
viselkednek, térben pedig kis 1épéskozokre masod-, nagyobbakra elsérendiien viselkednek,
mig az idddiszkretizacié gatat nem szab a tovabbi javulasnak. A legkisebb hibdkat a
Petrov—Galjorkin-modszernél kapjuk.

A 6. fejezetben elvégeztik a véges elemes modszerek Fourier-analizisét.

Mindhdrom séma abszolut stabilnak bizonyult €>0,5 mellett. Csillapoddas minden

hullamhosszra mindharom modszernél jellemzd, kivéve a hagyomdnyos véges elemes
modszert [/=2-nél. A fazis- €és csoportsebesség sem egyezik meg az advekcids
sebességgel egyik séma esetében sem, barmilyen hulldmhosszt is vesziink. Ugyanakkor
megallapitottuk, hogy nagyobb hullamhosszakra és kis Courant-szamra a csillapodas
jelentésen csokken, a fazis- €s csoportsebesség pontosabb, és a diszperzié is kisebb. A
legkisebb csillapodast a hagyoményos véges elemes moddszer esetén kaptuk, mig a
legpontosabb fazis- és csoportsebességeket, ill. a legkisebb diszperzidt a legkisebb
négyzetek modszere esetén, természetesen adott esetben a hagyomanyos véges elemes
modszerrel egyiitt. Az idddiszkretizacidos séma megvalasztasanal ajanlatos figyelembe
venni, hogy a trapézformula kisebb csillapodast okoz, valamint nagyobb Courant-

szdmoknal pontosabb fazis- és csoportsebességet eredményez. Habar a legkisebb hibdkat
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¢s zajokat a Petrov—Galjorkin-modszer adja, a hullimmodust leird tulajdonsagok ennél a
sémanal a legrosszabbak.

Az egydimenzios véges elemes modszerekkel a kétdimenzids advekcios feladat is
megoldhatonak bizonyult operatorszeletelés segitségével. A legkisebb hibdkat az

egydimenzios feladathoz hasonldan a Petrov—Galjorkin-mddszer adta.
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Fiiggelék

1. Az egydimenzids, oldals6 peremfeltételes advekcids feladat legkisebb négyzetek
modszerével vald megoldasara hasznalt Matlab programkaéd:

function lknir theta (k,N)
$Legkisebb négyzetek mbdszere

$du/dt+a*du/dx=0 a=konst, a>0

su(0,t)=g(t) t:[0,T]

%u(x,0)=ul (x) x:[0,pi]

%g(t)=-sin(a*t)

%ul0=sin (x)

a=1;

T=1;

dt=T/N;

h=pi/k;

theta=0.5;

sl=diag(4* (ones(l,k)))+diag(ones(l,k-1),1)+diag(ones(l,k-1),-1);
sl(k,k)=2;
s2=diag(zeros(1l,k))+diag(0.5*ones(1,k-1),1)+diag(-0.5*ones(1,k-1),-1);
s2(k,k)=0.5;

s3=diag(zeros(1l,k))+diag(-0.5*ones (1,%k-1),1)+diag(0.5*ones(1,k-1),-1);
s3(k,k)=0.5;

sd4=diag(2* (ones(1l,k)))+diag(-1*ones(1l,k-1),1)+diag(-1*ones(l,k-1),-1);
s4 (k,k)=1;

S=h/6*sl+a*dt*theta*s2+a*dt*theta*s3+a*a*dt*dt*theta*theta/h*s4;

sorx=1:k;
X=s0rx*h;
sort=0:N;
t=sort*dt;
x_teljes=[0 x];
sorx2=1:(2*k);
x2=so0rx2*h/2;

x _teljes2=[0 x2];

$kezdeti feltétel
g=(-sin(a*t));
ul=sin (x) ;
u02=sin (x2);

%pontos megoldas:

for n=1:N+1;
up(:,n)=(sin(x_teljes-a*t(n)))’
up2 (:,n)=(sin(x_teljes2-a*t(n)))"';

end

fl=zeros(k,1);

fl1(1l)=h/6+a*dt*theta/2;

f2=zeros (k,1);

f2(1)=-a*dt* (theta-1) /2-a*a*dt*dt*theta* (theta-1) /h;
f3=zeros(k,1);
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f3(l)=-a*dt*theta/2-a*a*dt*dt*theta*theta/h;

u(:,1)=[g(l); ud'];

alfa=ul';
for n=1:N;
F=(g(n)-g(n+l))*fl+g(n) *f2-g(n+1) *£3+ (h/6*sl+a*dt* (theta-1) *s2+. ..

a*dt*theta*s3+a*a*dt*dt*theta* (theta-1) /h*s4) *alfa;
alfa=inv (S) *F;
u(:,n+l)=[g(n+tl); alfal;
end

$hiba
uh=u-up;

plot(x _teljes,u(:,N), x teljes2,up2(:,N),"'--")
axis ([0 pi 0 17])

end

2. Az egydimenzids, periodikus peremfeltételes advekcios feladat Petrov—Galjorkin-
modszerrel valdo megoldasara hasznalt Matlab programkaod:

function pgir ppf (k,N)
$Petrov-Galjorkin médszer

$du/dt+a*du/dx=0 a=konst, a>0
Fu(x,t)=u(x+2pi, t) t:[0,T]
u(x,0)=u0 (x) x:[0,2pi]

$ul0=sin (x)

a=1;

T=1;

dt=T/N;

h=2*pi/k;

theta=0.5;
sl=diag(zeros(1l,k))+diag(0.5*ones(1,k-1),1)+diag(-0.5*ones(1,k-1),-1);
sl(k,k)=0.5;

sl(1l,k)=-0.5;

s2=diag (2* (ones(1l,k)))+diag(-1*ones(1,k-1),1)+diag(-1*ones(1,k-1),-1);
s2(k,k)=1;

s2(1,k)=-1;

s3=diag(4* (ones(1l,k)))+diag(ones(l,k-1),1)+diag(ones(1l,k-1),-1);

s3(k, k)=2

s3(1,4)=1;
s4=diag(zeros(l,k))+diag(-1*ones(1l,k-1),1)+diag(ones(1l,k-1),-1);

s4 (k,k)=1;

s4(1,k)=1;

S=a*dt*theta*sl+a*dt*theta/2*s2+h/6*s3+h/4*s4;

sorx=1:k;
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X=sS0rx*h;
sort=0:N;
t=sort*dt;
X _teljes=[0 x];

Skezdeti feltétel
ul=sin (x) ;

%$pontos megoldas:
for n=1:N+1;

up (:,n)=(sin(x_teljes-a*t(n)))"';
end
u(:,1)=(sin(x_teljes))';
alfa=ul';
for n=1:N;

F=(-a*dt* (1-theta) *sl-a*dt* (1-theta) /2*s2+h/6*s3+h/4*s4) *alfa;
alfa=inv (S) *F;
u(:,nt+l)=[alfa(k); alfal;

end

%hiba
uh=u-up;

plot(x _teljes,u(:,N), x teljes,up(:,N),'--")
axis ([0 2*pi 0 11)

end

3. A kétdimenzios, periodikus peremfeltételes advekcios feladat hagyomanyos véges
elemes modszerrel valo megoldasara hasznalt Matlab programkod:

function hvem 2D ppf (K, J,N)
$Hagyomanyos véges elemes mbdszer

V\o

dc/dt+u*dc/dx+v*dc/dy=0 u, v=konst, u,v>0
(x,y,t)=c(x+2*pi, y, t) t:[0,T]
(
(

e

e

X,y,t)=c(x,y+2*pi, t) x:[0,X]

c
c
c(x,y,0)=c0(x,y)=sin(x)+sin(y) yv:[0,Y]

o

hy=Y/J;
theta=0.5;
sl= dlag( s(1l,K))+diag(0.5*ones (1,K-1),1)+diag(-0.5*ones (1,K-1),-1);

ze
sl (K,K)=0.
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sl(1,K)=-0.5;

s2=diag(4* (ones(1l,K)))+diag(ones(l,K-1),1)+diag(ones(1l,K-1),-1);
s2 (K,K)=2;

s2(1,K)=1;

Sl=u*dt*theta*sl+hx/6*s2;

s3zdiag(zeros(1,J))+diag(0.5*ones(1,J—1),1)+diag(—0.5*ones(1,J—1),

s3(J,J)=0.5;

s3(1,J)=-0.5;

s4=dlag( *(ones (1,J)))+tdiag(ones(1l,J-1),1)+diag(ones(1,J-1),-1);
s4(J,J)=2;

sd4(1,J)=1;

S2=v*dt*theta*s3+hy/6*s4;

sorx=1:K;
Xx=sorx*hx;
sory=1:J;
y=sory*hy;
sort=0:N;
t=sort*dt;
x_teljes=[0 x];
y_teljes=[0 yl;

%pontos megoldas:

for j=1:J+1
cp(:,J)=(sin(x_teljes-u*t (N+1l))+sin(y teljes(j)-v*t (N+1)));
end

$kezdeti feltétel

for i=1:K+1;
c(i,:)=sin(x_teljes(i))+sin(y_teljes);

end

for n=1:N;
for j=1:3J;
=(hx/6*s2-u*dt* (1-theta) *sl) *c (2:K+1,j+1) ;
alfa=inv (S1)*
c(:,3+1)=[alfa(K); alfal;
end
c(:

, 1) ( ,J+1) ;
for i=
F

1:
(h y/6*s4 v*dt*(l theta) *s3) *c (i+1,2:J+1) "'
£

a=inv (S2) *

al
(1+1,.)7[alfa(J); alfal';

end

c(l,:)=c(K+1,:);
end

%hiba
ch=c-cp;

%max hiba
b=max (max (abs (c-cp)))

mesh (x_teljes,y teljes,cp)

end
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