Cirkulaci6 idoderivaltja

Lassuk be az alabbi azonossagot:
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I v-ds=Alim—t jg v(r,t+ At) - ds — fv(r,t)-ds
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azaz vonjuk ki a kezdeti t idOpillanatban szemlélt G(t) gorbe mentén a t iddpillanatbeli
sebességgel vett cirkulaciot a At infinitezimalis id6 mulva megvaltozott G(t + At) gorbe
mentén a megvaltozott sebességgel vett cirkulaciobdl és osszuk el ezzel a kis At
id6tartammal, amellyel tartunk nulldhoz. A koriiljaras irdnydnak megforditdsa a korintegral
eldjelének megvaltozasat eredményezi. Kezdetben legyen mindkét gorbe koriiljarasanak
iranya azonos, ahogy ez az alabbi abran is lathato:
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Adjunk hozza az idéderivalt felbontott alakjdhoz nullat a kdvetkezé modon:
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Ha At — 0, akkor az els6 limesz a parcialis idoderivaltat adja meg:

1 av(r,t)
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Tekintsiik tehat csak a masodik limeszt, amelyben a tetszéleges gdrbe mentén vett cirkulaciot
a sebességmezod altal tovasodort gorbére vett cirkulaciobol kell kivonnunk. Az altalanossag
kedvéért cseréljiik ki a v(r,t) sebességvektort tetszéleges B(r,t) vektorra, illetve zart gorbe
helyett foglalkozzunk véges gorbedarabbal. Vegyiik a vonalintegralok kiilonbségét erre a
gorbedarabra, valamint az elsodort gorbedarabra:

lim ! j B(r,t) - ds — jB(r,t)-ds
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A két vonalintegral kiilonbségét konnyen elképzelhetjilk ugy is, mintha az A pontbdl
kiindulva az A pontban vett elmozdulas mentén a G(t + At) gorbén keresztiil végighaladnak,
majd a B pontban vett elmozdulds mentén visszafelé haladnank a B ponting, végiil a G(t)
gbérbén megforditandnak az eredeti koriiljaras irdnyat és szintén visszafelé¢ haladnank, amig
visszaérnénk a kiindulasi A pontba:

G(t+At)

Helyettesitsiik tehat az elsodort és az eredeti gorbékre vett integralok kiilonbségét
korintegrallal, ahol a gorbék végpontjait a vy At és a vg At szakaszok zarjak le. Az ezekre vett
integral részeket természetesen le kell vonni a kdrintegralbol:
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Ha ezt a gorbedarabot kihtizzuk a teljes gorbére, akkor a két kompenzald tag épp egymas
ellentettjével lesz egyenld, a korintegral értékébe ekkor méar nem adnak jarulékot.
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A Stokes-tétel értelmében barmely vektormez6 zart gérbe mentén vett vonalintegralja atirhatd
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altal korbezart feliiletre vett feliileti integraljava, esetiinkben:
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Az elemi dA feliiletelemet eldall a v - At vektor és az elemi ds elmozdulas vektoranak
vektorialis szorzataként is:
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Az abra azt mutatja, hogy a (v X ds) vektorialis szorzat eredményeként kapott dA vektor
hossza a v és ds vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriiletével egyenld, iranya pedig
olyan, hogy a v, ds, dA vektor-harmas jobbrendszert alkot. (Az elemi teriiletvektorok dsszege
igy eldjelhelyesen adja vissza a Stokes-tételben hasznalt feliiletet.)



A (V x B) - (v X ds) szorzatra harmas vegyes-szorzatként is tekinthetiink:
(VxB)-(vxds) =(VxB,v,ds) = (v,ds,VxB) = —ds- (vxVXxB)
Térjiink vissza a G(t) gorbére, a vegyes szorzat felbontasa ekkor:
f(VxB,v,ds) . f[vx(vXB)]-ds= - f[V(v-B)—(Vov)-B—(v-V)B]-ds
G(t) G(t) G(t)

Az FEinstein-féle szimbolika segitségével ellendrizhetjiik ennek az Osszefliggésnek a
helyességét:
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frjuk vissza a B vektor helyére a v sebességvektort, és a gorbedarab helyett vegyiink zart
gorbét, ekkor:
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Mivel az els6 tag nulla, ezért a végsd alakban az id6 szerinti parcialis derivalthoz csak a
masodik tagot kell hozzaadni, igy megkapjuk a teljes hidrodinamikai derivalt G(t) zart gorbe
mentén vett vonalintegraljat:
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