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1. Bevezetés

A meteorolégia hatalmas adatbéazissal dolgozik és a klimat reélisan leir6 modellek
valtozoinak szama oriasi. A modellek mozgasegyenletei is altalaban nehezen
attekinthetéek. Nagyon fontosak azonban azok a modellek, amelyek csak a vizsgalt
jelenség legfontosabb vonasaira koncentralnak és ezt lehetdleg kevés valtozot tartalmazo
egyenletekkel fogalmazzak meg. Edward Lorenz t6bb ilyen alacsonyrendii modellt
készitett a foldi Klima leirasara. Ezek olyan egyszeriisitett modellek, melyekben a valtozok
szama altalaban szaz alatti, de akar tiznél is kevesebb. Ezek a modellek néhany nemlinearis
differencialegyenletbdl allnak. Az alacsonyrendii modellek nem képezik le teljes
mértékben a valosagot, elbrejelzésre nem hasznalhatoak, azonban a valddi 1égkori
folyamatok alapvetd jellemvonasai kimutathatok veliikk. Ezaltal a komplex légkori
folyamatokat vizsgalni lehet, és meg nem értett folyamatokra lehet megoldast talalni
viszonylag egyszeri modon. Emellett, pontosan a kisszamt valtozonak koszonhetden,
nagy elonye az alacsonyrendii modelleknek, hogy kicsi a szdmitasigényiik, igy egyszerii

asztali szamitogépen is futtathatoak.

Dolgozatomban Lorenz két alacsonyrendii modelljét mutatom be, amellyel az
altalanos legkorzést sikerult szimulélnia. A modellek felhasznélasaval két fontos iranyban
is vizsgalodhatunk. Az egyik az aszimmetrikus kiils6 kényszerek szerepének vizsgalata a
planetéris hulldimformaciok kialakitasaban. Ebben kiilonféle mértékii aszimmetrikus kiilsd
kényszereket veszink, és vizsgaljuk a Iégkori hullamokra kifejtett hatasukat. A masik az
évek kozotti szabad klimavaltozékonysag modellezése, mellyel megmutathatd a tél
kaotikussaga és a nyar intranzitivitasa, ami azt jelenti, hogy a nyar nem kaotikus, hanem a
kezdeti feltételtdl fliggden két allapot koziil veszi fel valamelyiket, és csak ez a két allapot
lehetséges. A dolgozatban el6szor ezeknek a modelleknek a mar ismert megoldasait
mutatom be, majd a modellek bifurkacids diagramjainak segitségével kicsit tdgabb képet
kapunk a rendszer viselkedésérél. A modelleket a legismertebb paraméterekkel futattam le,
hogy a két modell fébb eredményei érzékelhetévé valjanak. Az eredmények
értelmezéséhez a futtatdsok soran kapott fliggvényeket, trajektoridkat es attraktorokat
hasznaltam. A modelleredmények értelmezése altalaban nehéz, mert az alacsonyrendi
modellek létrehozasakor az eredeti bonyolult modelleket csonkitani kell a valtozok
szdmanak redukalasanak érdekében. Ezaltal azonban maganak a fizikai folyamatnak a
leirdsa nem egyszerlisddik, csak kevesebb valtozora korlatozodik gy, hogy az eredeti

folyamat fobb tulajdonsdgai még megmaradjanak. A megmarad6d valtozok azonban



gyakran komplex jelentésiiek és nem értelmezhetdk nyilvanvaléo méodon. (Ez éppen annak a

kovetkezménye, hogy bonyolult folyamatot kivanunk vizsgalni egyszertsitett eszk6zokkel)

A modell futtatdsdhoz és vizsgalatthoz a Dynamics Solver nevii fliggetlen
fejlesztésti differencialegyenlet megoldd programot hasznaltam. A dolgozatban kitérek e

program elényds tulajdonsagainak értékelésére is (1. fuggelék).



2. A modellek bemutatasa

Ebben a fejezetben elséként Lorenznek a Rayleigh-Bénard konvekciot leiro
alacsonyrendii modelljét szarmatatjuk kétféle médon. Ez Lorenznek az egyik legismertebb
modellje. Masodikként pedig a meteorologiai eldrejelzés korlatait megszabd Lorenz-féle
alacsonyrendii 1égkorzés modellt mutatjuk be. Az eldbbi modell a szakirodalomban az
egyik legvizsgaltabb rendszer, amely a kédoszelmélet kutatasanak alapjaul is szolgal. Ennél
csak maganak a rendszernek a leirasat adjuk meg kétféle képen, hogy képet kaphassunk az
alacsonyrendii modellek szerkesztésének egy-egy modjardl, azonban a kapott modell
tulajdonsagait nem taglaljuk részletesen, mert tdlmutatna a dolgozat keretein és nagyon
megndvelné a terjedelmet. Emellett, a dolgozatom tovabbi részében, Lorenz alacsonyrendii

Iégkorzési modelljét vizsgaljuk.
2.1 Alacsonyrendii modell megformulazasa Lorenz egyik modelljén keresztiil
2.1.1 Szemléletes levezetés

A modell kiindulasi alapja a Rayleigh-Bénard konvekcio, ezt a folyamatot
szeretnénk leirni alacsonyrendi modellel. (Tritton, 1988) (Rothman, 2005). Ehhez

egyszeru fizikai rendszer konstrudlunk.

A rendszer fiiggdleges siku torusz alaku tartalyba zart folyadék, ami az egyszeriiség

kedvéert akar viz is lehet. (1. &bra) A torusz aljat melegitjik, tetejét pedig hiitjuk.

hideg

meleg

1. bra
Rayleigh-Bénard konvekcié modellje: egy torusz alaki rendszerben viz talalhatd, melyet alulrol
melegitiink, feliilrol hiitiink. (Rothman nyoman, 2005)

Ezek utdn harom kiilonbozé allapotot figyelhetink meg az also és felsé rész

hémérséklet-kilonbségének fliggvényében. Ha a modellbe a sarlédast is belevesszik,



akkor kezdetben, kicsi hdmérsékleti gradiensnel, az aramlas nem tud megindulni, igy stabil
helyzet alakul ki. A hoémérséklet-killonbség novelésével azonban meghatarozott
kulonbséget elérve a strlodasi er6 gyengébb lesz az aramlast létrehozo erdknél, igy
megindul a mozgas, és idében alland6 aramléast kapunk. Ha tovabb noveljik, illetve

csokkentjlik a hdmérsékleteket, akkor a cirkulacio instabilla valik.

L+T

2. abra
A Rayleigh-Bénard konvekcié modelljének fizikai paraméterei (Tritton nyoman, 1988)

A rendszer matematikai leirdsdhoz, tételezziik fel, hogy a toruszon kivil a

homérséklet a magassaggal linearisan csokken. A 2. abra jeloleseivel a T. kiilsé

homérséklet:
T =T,-T,2=T,+T,cos¢ 1)
a

A cs6ben 1év0 folyadék homérsékletét és a folyadék sebességét a keresztmetszetekben vett

atlagos értékekkel jellemezzik. A q atlagsebességet és a T homérsékletet a hely (@) és az

1d6 fiiggvényének tekintjiik.

q=q(¢.t) (2)

g >0, ha az aramlas az éramutatd jarasaval ellentétes.

T=T(s1) (3)

Hasznéljuk a Boussinesq-kozelitést, mely azt jelenti, hogy a folyadék kozelitéleg

6sszenyomhatatlan, igy



op
£ 0. 4
ot (4)

A kontinuitasi egyenletet felhasznalva pedig az el6z6ek alapjan azt kapjuk, hogy

aq _
5_0. (5)

Tehat a g sebesség csak az id6tol figg.
Valtozzék tovabba a hdmérséklet a csében a

T-T,=T,cos¢+T,sing. (6)
Osszefiiggés szerint.
Ennek alapjan a homérséklet-kuilonbség az also és a fenti resz kozott 2T,, a két oldalt
pedig kdzépmagasassagban 2T,. A T, ésT,hdmérséklet az id6tol fiigg.

A konvekcié leirdsdhoz a Navier-Stokes-egyenletet hasznaljuk fel, ami a felvett

valtozokkal a kovetkezd alakot olti;

0 10 .
Fﬁ:‘%%”‘g” ~T,)sing—og (7)

Az egyenletben a sing tag a felhajto erdé tangencilis komponensét jelenti. A jobboldal

utolsé tagja a viszkozitashdl szarmazé sarlddast irja le és azt jelenti, hogy a folyadékban

fellép6 surlodasi erd aranyos a sebességgel.

Kovetkez6 1épésben behelyettesitjuk T —T, tagot az (6)-os egyenletbdl a (7)-esbe.

aq 1 op - :
Aa__ - YK T, cosg+T.sin@)sing— 8
ot pa 6¢+gg( ? a F)sing - ®)

Az egyenletet "korintegraljuk” ¢ szerint, igy eltintetjiik a nyomas tagot.
aq 2n . -
2;;5 = ggjo (T, cosgsing+T,sin" g)dg—27vq (9)

A jobboldali integrél elsé tagja 0, a masodik 7. Majd miutdn leosztottunk 27 -vel, a

kovetkez6t kapjuk:



(10)

Ez fizikailag azt jelenti, hogy a mozgast a horizontalis hémérséklet kiilonbség tartja fenn.

A homérséklet idébeli valtozasara a hodiffuzids egyenletet irhatjuk fel. A teljes

hémérsékleti egyenlet a konvekciora a kovetkezo:

%m-ﬁ = KVT (11)

x = hédiffazios egyitthato

Ezutan felirjuk a homérsékleti egyenletet csak a csében 1évé keresztmetszeti atlagokat

figyelembe véve, és ehhez a kovetkez6 feltevéseket hasznaljuk:

- afalak hévezet6k, amit a jobb oldal ir le

- ahdvezetés a cs6ben elhanyagolhato

- a bal oldal masodik tagja kozelités, amely szerint a sebesség fiiggetlen a
homérseklettol, ezért a sebesség €s a homérseklet szorzatanak atlaga kozelithetd

a két mennyiség atlaganak szorzataval

ar,aor

& Faog =x(Te-T) (12)

Korabban a belsé hémérsékletet mar kifejeztiik két idéfiiggd valtozoval (T,(t)es
T,(t)). Azt is tudjuk, hogyan valtozik a kiilsé homérséklet a magassaggal. A két
egyenletbdl a kovetkezot kapjuk:

T -T=(T,-T,)cos¢g—-T,sing (13)
Ezt behelyettesitjik a (12)-es egyenletbe:

%cos¢+%sin¢—ﬂﬂsin¢+gﬂ cos¢g =«x(T,—T,)cosg—«T,sing (14)
a a

Mivel ennek minden ¢ -re teljestlnie kell, igy

dT, _qT, _

& a KT, (15)



a1,

.
dt+%f=KG—B)

(16)

Ez a két egyenlet a (10)-es egyenlettel egyitt alkotja azt a harom kdzonséges

differencialegyenletet, ami leirja a rendszer dinamikajat. Egyszertsitésként a

T4 (t) = T1 _Tz (t)

(17)

Osszefliggessel Uj fiiggd valtozot definidlunk, ami a kiilsé és bels6 hoémérseklet kilonbségét

irja le a kor fels6, vagy also részén. Ezzel a korabban felirt két egyenlet:

LA L

dt a a
dl — —KT4 +q_T3
dt

Aq, T, és T, fiiggd valtozoit dimenzidtlan X, Y és Z valtozokka alakithatjuk a

x=" @oa)y v=2  (o0p) 73
ax 2avk 2avk

definiciokkal.

A dimenzio6tlan idé: t' =tk

(18)

(19)

(20c)

Az (j valtozok jelentése: X a dimenzidtlan sebességet, Y a dimenzidtlan hémérséklet-

kilonbséget a fel-és le aramlasok kozott és Z a hdvezetési egyenstlytol vett eltérés

dimenzidtlanitott jellemzdje.

A dimenziotlan valtozdkkal kapott egyenletek:

ax _ —PX +PY
dt
d_Y =-Y+rX-XZ
dt
92 _ _zixy
dt
1% ,
, ahol P == = Prandtl-szdm
K

(21a)

(21b)

(21c)

(22)



r= 950 Rayleigh-szam. (23)

2avk

Ez az egyenletrendszer Lorenz altal adott leirastdl csak a b paraméterben tér el, ami a
harmadik egyenletben itt nem szerepel, de Lorenzében igen, és ez a paraméter a konvektiv

mozgas horizontalis hullamszamaval van kapcsolatban.

92 _ 74 xy (24)
dt

2.1.2 Modell eldallitasa Barry Saltzman mddszerével

Barry Saltzman (1962)-ben megjelené cikkében szintén foglalkozott a Reyleigh-
Bénard konvekcid modelljének leiraséval, melynek soran a kiindul6 hidrodinamikai
egyenleteket atalakitotta és Fourier-sorba fejtette. Attol fiiggéen, hogy a Fourier-sorokbol
milyen tagokat hagyunk meg, eljuthatunk az el6ébb mar megkapott Lorenz-modellhez, vagy
akar ennek magasabb dimenzidju valtozataihoz is. Ebben a fejezetben Saltzman modszerét
mutatjuk be. (Saltzman, 1962), (Roy, 2006)

Kiindulésul a hidro-termodinamikai rendszer Boussinesq-kdzelitését valasztjuk:

N 1P vy =0 (25)
dt p ox

dv

AT S VE V) (26)
dt  poy ’

divtla—p—ggT -0V, =0 (27)
dt poz

LLLIE S (28)
dt

ov, v, av,
+ +

x Ty el (29)

10



Az els6é harom egyenlet a mozgast irja le, a (28) egyenlet a termodinamikai (energia)
egyenlet, az utols6 pedig a kontinuitasi egyenlet (Gotz és Rékoczi, 1981). Az egyes
szimbo6lumok jelentése pedig:

V,,V, = a folyadék horizontalis sebességkomponensei
V, =a folyadék fliggbleges sebessége

g =nehézségi gyorsulas

v =kinematikai viszkozitas

x =hd diffuzids egyutthatd

& =térfogati hétagulasi egyiitthatd

T =hOmérseklet

p=s0rlség

p =nyomas
A modellel most is olyan esetet szeretnénk leirni, amikor a folyadék alsé és felsé része
kozott homérséklet kiilonbség van, ami elinditja a mozgast. A probléma egyszeriibb

targyalasa miatt a konvektiv mozgéast két dimenzidban, az (x-y sikban) vizsgéljuk. Ebben

az esetben a kormanyzo egyenletek a kovetkezok:

OV, +V, OV, +V, N, +£a—p—uV2VX =0 (30)
ot OX oz poX

N, +V, N, +V, N, Lo geT -0V, =0 (31)
ot OX oz poz

ﬂ+vxﬂ+vzﬂ—W2T:O (32)
ot OX 0z

v, + % =0 (33)
OX 0z

Az (30) és (31) egyenlet a mozgast fejezi ki, a (32) egyenlet az energiaegyenlet, a
(33) pedig a kontinuitasi egyenlet.

A rendszer felsé részén (z=H, ahol H a folyadék magassaga) legyen a
homérseklet T(z=H)=T,, az alsdo reszében (z=0) pedig T(z=0)=T,+AT,. A
hémérséklet valtozzék a két rész kdzott az alabbi dsszefliggés szerint, ahol @ a linearis

hémérsékleti profiltol valo eltérést fejezi ki. (Roy, 2006)

11



T(x,z,t)=T0+AT0(1—5)+9(x,z,t) (34)

A kétdimenzios divergencia mentes aramlasban bevezethet6 a y aramfiiggveny:

v =¥ (35a)
oz
v, =¥ (35b)
OX

Derivéljuk a mozgasegyenleteket rendre z és x szerint, majd helyettesitsik be a

hémérsékletprofilt megadd osszefliggést és az aramfuggvényt A kapott egyenletben a

. N v, o
Vi =% 2z tag az orvényesség.
0z X
0., Owo_, Oowo., 00 .
Oy, OV 9 g2, OV Oy, 0.9 v, 0 (36
a T aam Vi VTRV (36)

Az energiaegyenletet is hasonld6 modon alakithatjuk a hémérsékleti profil és az

aramfiiggvény felhasznalasaval.

00 0y 00 0oy o0 ATy 0V _ o2g_ g (37)
ot 0z ox ox 0z H ox

Saltzman (1962) cikke nyoman dimenziétlan valtozokra térhetiink at gy, hogy a

2
hosszlsag egysegéil H-t az id6 egységekent H— ¢és a homérséklet egységéul pedig Kllf' -
K ge

valasztjuk.
X' = % (38a)
7' = ﬁ (38b)
t'= % (38¢)
V2 =H?V? (38d)
p =¥ (38€)
K

12



3
g =91 (38f)

KU

Ezeket felhasznalva a kdvetkezo két egyenletet kapjuk:

8 %2 % al//* a *2 % 8[//* a *2 % 80* *4 %

Vv -V +——V -P - PV =0 39
a . Y Ta e ¥ T o o v (39)
6(9* _Raz//* _8(//* 89* +61,//* 86’* N0 =0 (40)
ot OX 07" OX ox" oz

p =Y - prandtl-szam (41)
K
3
R= ggH ATO (42)
KU

Szintén Saltzmant (1962) kovetve feltételezziik, hogy mind az als6, mind a fels6 hataron az

aramfliggvény és derivaltjai eltiinnek és 6° is zérus.
w =0;V?=0;60"=0 (43)

Ezutan a valtozOkat kozelitsik Fourier soruk két komponensével. Az egyik

komponens x irdnyba mutato, L hulldmhosszusagu. A masik komponens z irdnyba mutat és

2H hullamhosszlsagu. Felirhat6 igy w" és " a kovetkez6 alakban:

O 7 = Z Z

Mm=—00 N=—00

w(m,n,t*)exp[ZﬂHi(%x*+%z*ﬂ (44)

TR ST . (m. . n
6 (x",z",t") =D > o(m,nt )exp{ZnHl(Lx to ﬂ (45)

M=—00 N=—00

A komplex Fourier egyitthatok a kdvetkezé két egyenletb6l adodnak:

1 5" (m n
m,n,t*) =—— (x5, 25 1)) exp| —2zHi| —x"+—2" | [dxdz 46
pmn )= [0z 1) p[ . (L u ﬂ (46)

1 §h (m n
o(mnt)=——| | O°(x", 2", t") exp| 2zHi| —x" +——12" | |dxdz 47
)=z [0 )p{zz[L ZHH (@7)
Az egyenletekben m a hullamszamot jel6li az x irdnyban, n pedig a z iranyban.

13



w -t és @ -t a valds és képzetes részre bontva:

p(m,n) =y, (m,n) — iy, (m,n) (48)
é(m,n) =6,(m,n)—i16,(m,n) (49)
Ezutan behelyettesitve a (44) (45) egyenleteket (39)(40) egyenletekbe, Saltzman (1962)

altalanos megoldasként elsérendii differencialegyenletek sorozatat kapta a w,,y,,6, és 6,

Fourier-egyiitthatokra. Azonban még a vizsgalatok kezdete el6tt Saltzman rogzitette a

konvektiv cella fiiggéleges csomopontjat a felszinekkel, ugy hogy kizérta a w,(m,n) és
6,(m,n) modusokat. Emellett nem vette figyelembe a nyiré aramlast sem, azaz figyelmen

kivul hagyta w, azon modusait, ahol m=0.

Saltzmannak ezt a szabalyat hasznélta Lorenz is a harom dimenzids rendszer
megszerkesztéséhez. Lorenz (1963) a kovetkezé harom Fourier moédust valasztotta:
v, 1) ; 6,(1,1) ; 6,(0,2). (Roy, 2006) Az elsé modus a konvekcios korkoros aramlast irja
le, a masodik és harmadik pedig rendre a konvekcio vertikalis hdmérsékleti killonbségét,
illetve a horizontélis hémérsékleti kulonbséget reprezentalja. A Lorenz egyenletekben

szerepld
X =y, 0D ; YO =6,LD) ; Z(t) = 6,(0,2) (50)

valtozokkal a rendszert a kovetkez6 harom kozonséges nemlinearis differencialegyenlet

irja le:
9X __px +pY (51a)
dt
Y yirx-xz (51b)
dt
92 _ _pz4exy (51c)
dt
, ahol r= R (52a)
RC
7 = (1+a®)t" =dimenzidtlan idd (52b)

14



a=— (52c¢)

b (52d)

1+a’

Megemlitheté, hogy Saltzman eljarasat hasznélva szarmaztathatok Lorenz
modelljének magasabb dimenzids véltozatai is, attol fiiggéen, hogy melyik modusokat

valasztjuk ki. Az eljarast Dipanjan Roy (2006) részletesen targyalta diplomamunkajaban.

2.2 Lorenz-féle alacsonyrendii 1égkorzési modell leirasa
2.2.1 A kiindulés

Az altalanos légkdrzést mar a 18. szazadban probaltak megérteni, és sorra sziilettek
a kulonféle elméletek a légkori rendszer miikodésére. Az egyik legels6 kisérletet Goerge
Hadley tette a legkorzés leirasara 1735-ben (Hadley, 1735), leirasat egészen a 19. szazad
kozepeig elfogadtak. Akkor azonban egymastol flggetlenil James Thomson (1857) és
William Ferrel (1859) leirta az els6, harom cellas modellt, és felvetddott az a gondolat,
hogy a teljes altalanos Iégkdrzés nem magyardzhatd csak a szimmetrikus mozgasokkal,
hanem figyelembe kell venni a nagytérségii aszimmetrikus orvényeket is. Defant (1921)
megmutatta, hogy ezek az orvények jelentés mennyiségii hét szallitanak a magasabb
foldrajzi  szélessegek felé, majd késobb az is bebizonyosodott, hogy az
impulzusmomentum atvitelében is részt vesznek. Késébbi adatgytijtések pedig az drvények
azon tulajdonsdgat is megmutattak, hogy szamottevé vizanyag meridionalis
transzportjaban is részt vesznek. Ez azonban probléméakat vetett fel, és a kérdést, hogy
miért léteznek aszimmetridk a cirkulacids képben. Egyes kutatok azt feltételezték, hogy
szimmetrikus cirkulacié nem johetne létre, akkor sem, ha a kontinensek és 6cednok altal
okozott aszimmetriat kivennénk a képbdl. Azonban ezt késébb numerikus kisérletek
cafoltak, ugyanis egy kiils6 aszimmetridktol mentes modell, ha a kezdeti feltételek
szimmetrikusak, akkor szimmetrikus allandésult viselkedést eredményez. A helyes valaszt
a probléméra V. Bjerknes (1937) adta meg. Azt feltételezte, hogy létezik dinamikailag
konzisztens szimmetrikus cirkulacio, ami hasonlit a Thomson és Ferrel altal javasolt
légkdrzéshez, de eltér a tényleges cirkulacio szimmetrikus komponensét6l. Emellett ez a

cirkulacio instabilis a kis aszimmetrikus perturbacidékkal szemben. Ez az oka, hogy
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semmiféle szimmetrikus cirkulacid6 nem maradhat fent. Ezt az instabilis szimmetrikus

cirkulaciot Hadley-cirkulacidnak nevezziik. (Goétz, 2001)

Azonban felmerilhet a kérdés, hogy egyaltalan mért sziikséges az instabilis
cirkulacio az aszimmetridk magyarazasahoz, mikozben a foldfelszin mar amugy is
aszimmetrikus. Lorenz (1967) arra gondolt, hogy léteznie kell egy dinamikailag
konzisztens modosult Hadley-cirkulacidénak, vagyis ami kelet-nyugat iranyban
aszimmetrikus. Emellett a viselkedése stacionarius, és ugyanlgy instabil a Kis
perturbaciokkal szemben, mint Bjerknes Hadley-cirkulacioja. Ennek a gondolatnak az
alapjan elvileg a végsé teljes cirkulacidban szintén kell nagytérségli Orvényeket

tartalmaznia a légkornek.

Ennek a hipotézisnek az igazolasa nehéz, mert valdésagban sohasem fordulhat eld,
igy csak numerikusan bizonyithatd. Erre megfelel6 atalakitasokkal akar a legfejlettebb
operativ id6jaras prognosztikai modellek is felhasznalhatdéak, ez azonban id6-és
szamitésigényes, es nincs informéacié arrdl, hogy barki is probalkozott volna ezzel a
bizonyitasi méddal. (Gotz, 2001)

Végiil az elébb emlitett gondolatok sordn szerkesztette meg Lorenz (1984) az
altalanos 1égkorzés lehetd legegyszeriibb, haromvaltozos modelljét, amely a médosulatlan

és modosult cirkulaciot is mutatja.

2.2.2 A modell

A modell megalkotasahoz Lorenz, Bryan (1959) egyszerli 14 flggévaltozos
altalanos cirkulacios modelljét valasztotta kiindulasi alapként. Ez a modell a termikusan
gerjesztett, valamint termikusan és mechanikailag csillapitott baroklin aramlast szimulalta.
Szferikus geometriat alkalmazott, a fiiggd valtozok két réteghen felvett hat-hat szferikus-
harmonikus fliggvény egyutthatdja, egy valtozé kozéphémérséklet és egy hidrosztatikai
stabilitasi érték volt. Lorenz szdmara nem volt tokéletes ez a modell, ugyanis tulsagosan
szabalyosan ismétlddtek benne a jovobeli allapotok. Ezért olyan 12-valtozos modellé
alakitotta, amelynél a termikus kényszer a foldrajzi hosszlsag mellett a szélesség mentén is

valtozhatott. A modell aramfliggvényét a felsé és az also rétegben w +7 és w—7 jeldli. A

potencialis hdmérséklet a két réteghen 6+o és —o. A modell végsé formajaban nem

szferikus geometriat alkalmazott, hanem egy délr6l 1 =0, és északrél pedig egy n=n/l

egyenessel hatarolt végtelen csatornat. A megfelel hatarfeltételek mellett a kovetkezd

egyenletek szilettek:
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g =1 (53a)

¢, = 2sinly coské (53b)
¢, = 2sinlysinké (53¢)
¢, =2 cosly (53d)
¢, = 2sin 2l coské (53¢)
¢, = 2sin 2lpsinké (53f)
¢, =2 cos2lp (539)

Az egyenletekben a y valtozo a 4,,...,4, segitségével, az 6 a ¢,,..., ¢ segitsegévek és o

a ¢, segitseégével lett kifejezve. (Gotz, 2001)

A kés6bbiekben targyalt modellt ennek a 12-valtozés modellnek a tovabbi
atalakitdsaval érte el Lorenz. A 12 valtoz6t, kissé ,taldlomra”, az eredeti valtozok 12

linearis kombinacidjaval helyettesitette, és ezeket csonkolta tovabb. (Goétz, 2001)

Igy kapta meg a modell végleges alakjat, ami az altalanos cirkulaciot kormanyzo

egyenleteket tartalmazza:

%:—yz—zz—ax+aF (54a)
dt
dy
E:xy—bxz—y+G (54b)
dz
—=bxy+xz-z2 54c
prial (54c)

Ebben az egyenletrendszerben a fliggetlen t valtozé az idét jeloli. Az x a Foldet
korbefutd szimmetrikus nyugati aramlas erésségét jeloli, és megegyezik a meridionalis
iranyu hémérsékleti gradienssel, aminél feltételezziik, hogy hatasa allandé egyensulyban
van a nyugati aramlas erOsségével. Az y €s z komponens a nyugati aramlésra
szuperponalédd nagyskalaju hullamok koszinusz és szinusz fazisanak intenzitasat jeloli.
Ezek a hulldmok az amplitadéjukkal négyzetes aranyban a sarkok felé¢ hét szallitanak. A

(54b) és (54c) egyenletben szereplé xy és xz tagok a hulldmok erdsitését jeldli, ami
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kapcsolatban all a nyugati aramlassal, amit az okoz, hogy a nyugati aramlasbol energia
vonaodik ki, amit a —y® és a —z* tagok jel6lnek. A modellben szereplé egyiitthatokat a

valtozok skalazasaval sikerllt egységnyivé tenni. A b egydtthatét tartalmazé tagok a
hullamok athelyez6dését jellik a nyugati aramlassal. A b értéke olyan, hogy ha b>1,
akkor a hullamok gyorsabban helyez6dnek at, mint ahogy erésddnének. A lineéris tagok
mechanikai és termikus csillapodast jeldlnek. Lorenz az 5 napos csillapodasi idét
valasztotta az id6 egységének. Ha a <1, akkor a nyugati aramlas lassabban csillapodik,
mint az 6rvények. A konstans aF és G tagok szimmetrikus és aszimmetrikus kényszert
jelentenek. A szimmetrikus kényszer a hosszlisagi korok mentén differencialt hékozlést
jelenti, mig az aszimmetrikus kényszer a zondlis irany menti differencialt h6kozlést jelenti.
Az F és G érteke azt az ertéket jeldli, amit az x és y valtozo venne fel, ha a nyugati aramlas
és az orvények nem allndnak egymassal koélcsdnhatasban. A modellben a hullamok a
Rossby-hullamok megfeleldi, bar a modellbél egy fontos mechanizmus a hullamok

terjedésének kimaradt. (Gotz, 2001) (Lorenz, 1984)

Meg kell emliteni, hogy a modellben a valtozdk és a paraméterek dimenziotlanak,
tehat mértékegységiik nincsen, ezért nincsen a modellfuttatasok sordn kapott eredmények
abrdin az egyes tengelyeken konkrét mértékegységek. Ez is mutatja, hogy az
alacsonyrendii modellek konkrét eldrejelzésre nem hasznalhatoak. Céljuk ezeknek a

modelleknek a rendszerek viselkedésének, természetének a vizsgalata.

2.2.3 Stacionarius allapotok

Az (54)-es dinamikai rendszer stacionarius allapotait keressiik. Ha az

id6derivaltakat nullaval tesszik egyenl6vé, akkor a kovetkez6 egyenleteket kapjuk:

B 1-xG
y_l—2x+(1+ b?)x? (53)
,_ bxG __ (56)
1-2x+(1+b%)x
a(f —x)(1-2x+@1+b*)x*)-G*=0 (57)

Az (57) harmadfokud egyenletet kielégiti az x valtozd. (Lorenz, 1984)

Ha G =0, vagyis nincs aszimmetrikus termikus kényszer, akkor egyetlen stacionarius

megoldas létezik:
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x=F;y=2z=0 (58)

Ez a megoldas a Hadley-cirkulaciot jelenti. A megoldas akkor stabilis, ha F <1, ami azt
jelenti, hogy kicsi a meridionalis h6kozlés differencialtsaga. EKkor az y és z értékeinek Kis
perturbaciojaval egy id6 utan a megfeleld energiak nulldhoz tartanak, tehat a Kkis
hullamzavarok elhalnak. Ha F >1, akkor a megoldas instabil, és a valos 1égkorre Bjerknes

altal felallitott hipotézis szerint ezt az esetet vizsgaljuk. (Lorenz, 1984)

Lorenz ugyanis feltételezte, hogy létezik olyan modosult Hadley-cirkulacié, ami
szinte megegyezik a kiils6 aszimmetriak nélkiil Kialakuldval. Kiilsé aszimmetrianak felel
meg az 6cean és a szarazfold eltér6 mértékii hokozlése miatt kialakult kilonbség. Ezt a
hékozlés-kilonbséget a modellben a G egyitthatd jellemzi. Ha Lorenz feltételezése igaz,
tehat létezik egy mddosult Hadley-cirkulacio, akkor kovetkez6 esetnek teljesiilnie kell:
Legyen a, b és F rogzitett paraméterek, és legyen G =0, de nulldhoz nagyon kozeli érték.
Ha a kapott megoldas kozel megegyezik a G =0 esetben kapott stacionarius megoldassal,
akkor teljestl a feltétel. Ha G =0, és joval nagyobb nullanal, akkor hadrom stacionarius
allapot alakulhat ki. Ha mind a harom allapot hasonlit egymasra, azonban a Hadley-
cirkulaciora nem, akkor vannak olyan megoldasok is, amelyek nem felelnek meg a

maédosult Hadley-cirkulacio kriteriuménak. (Gotz, 2001)

Legyen a=0,25, b=4 és F=2. A 3. &brén x értékei latszanak G értékének

valtozéasanak fuggvényeben.

3. abra
Lorenz alacsonyrendii légkorzési modelljének x értékei a G paraméter valtozasanak fiiggvényében.

(Lorenz nyoman, 1984)

A H pont jeloli a G =0 esetben kialakult stacionarius instabilis megoldast, és ez a

modosulatlan Hadley-cirkulaciot jelzi. Az A a G=#0 azon estetét jeloli, amikor csak
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nagyon kicsi az eltérés nullatol. Ekkor szintén csak egy stacionarius megoldas van, de ez
mar a mddosult Hadley-cirkulaciét jeloli. A B, C és D pontok a G nullatol joval
kiilonboz6bb értékei esetén kialakuld harom stacionarius allapotot jel6lik. Ezek mér
kifejezetten aszimmetrikus elrendez6désii termikus kényszerre vonatkozd megoldasok. A
B hasonlo az cls6é két esetben latott esethez, igy ez modosult Hadley-cirkulacidonak
tekinthet. A D értéke x=~0, igy ezt tekinthetjuk az &ltalanos cirkulacié blocking
helyzetének (a zonalis aramlast meridionalis valtja fel, és tartésan fennmarad). Mig a C
pont mindig instabil, a B és D pont nem feltétlentl instabilis minden helyzetben. Ugyanis
lehetséges, hogy D stabilis, de kdzben B instabil. Ebben az esetben a B allapotra
szuperponalédd kis perturbaciok a cirkulaciés képet a D allapotba juttatjadk. A C és D
megoldas nem tekintheté modosult Hadley-cirkulacionak. Az E pont a G nagyobb
értékeinek esetét jeldli, ekkor megint csak egyetlen stacionarius megoldas létezik. Ez a
megoldas a D-re hasonlit, modosult Hadley-cirkulacionak tehat nem tekintheto.
Osszességében ez azt jelenti, hogy vannak olyan a, b, F és G paraméterértékek, amikor
olyan megoldast kapunk, ami nem tekinthet6 modosult Hadley-cirkulacionak. Ez azt
jelenti, hogy a hulldamok megjelenését nem lehet mindig a modosult Hadley-cirkulacid
instabilitdsanak tekinteni, mivel nagyon aszimmetrikus kényszernél nem is létezik ilyen.
Ebbdl arra kovetkeztethetnénk, hogy a hullamok a kiils6é aszimmetridk kdvetkezményei,
azonban ez nem helyes, ugyanis G =0 értéknél nincsenek aszimmetridk, hullamok mégis
kifejlédhetnek. Végiil arra juthatunk, hogy a hullamok kialakitasaban mind az instabilitas,
mind az aszimmetriak szerepet jatszanak, de esettdl fiiggéen mas sullyal birnak. (Gotz,
2001) (Lorenz, 1984)
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3. Az aszimmetrikus Kkiils6 kényszerek szerepének vizsgilata a planetaris

hullamformacio kialakitdsaban

A kovetkezOkben azt vizsgaljuk, hogy a modell mit mond azokrol a hullamokrol,
amelyeknek akkor kell kialakulniuk, amikor a stacionarius allapotok instabilisek. Annyit
valtoztatunk az eddigihez képest, hogy a modellben F értékét 8-nak valasztjuk. A
futtatdsok soran késziilt abrakon, ahol a horizontalis tengelyen az id6 szerepel, azért nem
nullatdl indul a szdmozas, ugyanis a rendszernek van egy kezdeti fluktuacioja, melynek le
kell csillapodnia. A kezdeti fluktuaciokat nem abrazoltuk, ugyanis a vizsgalatunk

szempontjabol nem lényeges.
3.1 Aszimmetrikus termikus kényszer hianya

Ebben az esetben a rendszerre aszimmetrikus kényszer nem hat, tehat a G =0

esetet vizsgaljuk. Ekkor a rendszer megoldasa a kovetkezd: (Lorenz, 1984)

x=1 (59a)
y =4/a(F -1) cosb(t-t,) (59b)
z=./a(F -1)sinb(t—t,) (59c¢)

t, = alkalmasan megvalasztott id6pont

Ez a megoldas stabil a perturbaciokkal szemben. Az attraktor korkoros trajektoria (4. abra),
ami azt jelenti, hogy a hullamok sokkal egyszeriibben viselkednek, mint a valddi
Iégkdrben, tehat ez a megoldas a valos 1égkor szimulalasaban nem hasznalhat6. (Lorenz,
1984)
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Lorenz alacsonyrendii légkorzési modelljének attraktora aszimmetrikus termikus kényszer
hianyaban (G=0)
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3.2 Gyenge aszimmetrikus termikus kényszer

Gyenge aszimmetrikus kényszer, akkor 1ép fel, amikor 0<G <0,3. (Gotz, 2001)

Ha G értéke 0,2, akkor a megoldas mindharom voltozéra stabil és periodikus lesz. (5. &bra)
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5. abra
A Lorenz-féle alacsonyrendii légkorzesi modell x, y és z valtozojanak viselkedése gyenge
aszimmetrikus termikus kényszer esetén. (G=0,2, 1-t =5 nap, teljes ido: 90 nap)

A periodicitas ideje 7,5 nap, ami még mindig kevesebb, mint ami a valddi
1égkorben megfigyelheté. Azonban 0,2-nél nagyobb G érték esetén megfigyelhetd, hogy a
periodicitas nem minden egyes maximum és minimum eértéknél kovetkezik be. Az x
valtozonal, példaul egy minimum és maximum érték utan joval kisebb minimum, majd
szintén kisebb maximum értéket kovetkezik be, és ezutan éri el megint ugyanazt a
minimumot, mint az elején. A periodicitas ebben a formaban jelenik meg, tehat né a
periodusidé. A G érték tovabbi novelésével az amplitddd névekszik, mig a Kkis
széls6értékek egymashoz viszonyitott kilonbsége egyre kisebb.(6. &bra) Az y és z
valtozonal pedig 0,2-es érték felett egy nagyobb maximum utén egy kisebb kdvetkezik, és

igy felvéltva periodikusak. Ezek a valtozdsok G <0,3 értékig figyelhetk meg, utana egy

masik forma érvényesdil.
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6. abra
A Lorenz-féle alacsonyrendii légkorzési modell x valtozojanak viselkedése, névekvd gyenge
aszimmetrikus termikus kényszer esetén.
(fekete: G=0,24; piros: G=0,26; z6ld: G=0,265; kék: G=0,27; narancs: G=0,29; 1- t=5 nap;
teljes ido. 90 nap)

3.3 Mérsékelt aszimmetrikus termikus kényszer

Mérsékelt aszimmetrikus kényszernek, G-nek olyan intervalluméat hivjuk, ahol
0,3<G <0,86. (Gotz, 2001) Az el6zé részben azt vettiik észre, hogy a 0,3-as értekhez

kozeledve a kicsi széls6értékek kozti kiilonbség egyre kisebb lesz az x valtozonal. Ez a
kulonbség 0,3-as értéknél eltiinik, és innent6l kezdve csak egy minimuma és maximuma
van egy periddusban. Ha G értékét tovabb noveljiik, akkor a harom valtozo id6fliggvénye
valamelyest tovabb valtozik, x-nél az amplitido erésodik, periodus ideje kb. 14,5 nap, y és
z valtozd esetében pedig a periodusban az abszolit maximum ¢és az ezt kdvetd kisebb
maximum kodzott az id6 nd, és a kovetkezd periodus kezdete és a kismaximum kozti id6

pedig csokken. (7. abra)

S0z 904 206 208 910 912 914 916 918

O| 000D soap

RN EOD
I § &l

~00 0D
MOBOADMNIN

S0z 904 306 908 910 912 94 916 918

|
()
!

23



00 00
NOEOBONON

|
=

902 904 906 908 910 912 914 916 918

|
M
|

7. abra
A Lorenz-féle alacsonyrendii légkorzési modell x, y és z valtozojanak viselkedése mérsékelt
aszimmetrikus termikus kényszer esetén.
(G=0,7; 1- t=5 nap, teljes ido: 90 nap)

Azonban G =0,8 érték elérésékor mas képet kapunk. (8. &bra) Itt ugyanis az x
valtoz6 esetén 4 maximum érték talalhaté egy periédusban. Kdzben y és z periodikussaga
is ritkabb. Két periodus kozoétt y esetén 12 maximum van, z esetén pedig 10 maximum.

Azonban barmennyire is megvaltozott a kép, még mindig periodikus. A periodus id6 x
valtozonal kb. 80,5 nap.
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8. abra
A Lorenz-féle alacsonyrendii légkorzési modell x, y és z valtozojanak viselkedése novelt mérsekelt
aszimmetrikus termikus kényszer esetén. (G=0,8; 1- t=5nap, teljes idd: 90 nap)

Tovabb vizsgalva és valtoztatva a kezdeti feltéteket, érdekes eredményt kapunk.

Eddig a kezdeti feltételek x =y =2z =0 voltak, de most kezdjuk el valtoztatni x értékét

0,01-es lépésekkel. Gyenge kényszernél a kezdeti feltétel nem befolyésolja érdemben a

futds eredményét, csak id6ben tolodtak el a hullamok. Azonban ha G =0,8 esetet

vizsgaljuk kiilonb6z6 x kezdeti értékekre, akkor azt tapasztaljuk, hogy méar x=0,01
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értéknél egy masik fliggvényt kapunk. (9. dbra) Hasonl6t ahhoz, amit G =0,7 esetben
lattunk (7. abra), adott x valtozonal minden maximumaban periodikus fliggvényt. Azonban
ha tovabb ndveljik x értékét, akkor példaul x =0,19 értéknél megint ahhoz a fliggvényhez
hasonlot kapunk, amit x=0 esetén tapasztaltunk. (8. adbra) Tovabbi x kezdeti értékek
vizsgélatandl mindig ezt a két alakot fogjuk kapni, bizonyos, de nem szabdlyszerli
idékozonként. Ezt a viselkedést intranzitivitdsnak nevezziik, tehat a kezdeti értéktdl

fliggben az eredmény kétféle és csakis kétféle lehet.
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A Lorenz-féle alacsonyrendii légkirzési modell x valtozdjanak intranzitiv viselkedése mérsekelt
aszimmetrikus termikus kényszer és killénb06zd x kezdeti feliétel esetén.
(G=0,8; fekete: x=0; z6ld: x=0,01; piros: x=0,19; 1-t=>5nap, teljes id6: 90 nap)

3.4 Eros aszimmetrikus termikus kényszer

Amikor G értéke mar eléggé nagy, tehat 0,86 <G <1,3(Gotz, 2001), akkor azt

tapasztaljuk, hogy a harom valtozo6 idében mar nem periodikus, hanem aperiodikussa valik.
Mar 0,8 és 0,86 kozotti értékeknél feltiinik, hogy a peridodusok kozt drasztikusan egyre
hosszabb id6k telnek el (de még mindig periodikus), igy aztan felmeriilhet a kérdés, hogy a
0,86-0s érték felett nem léphet-e fel periodikus viselkedés, csak jéval nagyobb
idékozokkel. Azonban ha hosszabb iddsorra nézziik meg az eredményeket, akkor
észrevehetd, hogy nincs benne periodicitas. Vizsgaljuk a G =1 esetet. Mivel feltételezziik,
hogy kaotikus viselkedésrdl van szd, vizsgaljuk meg a kezdeti értékre vald érzékenységet.
Harom kezdeti feltétel mellett is megnézziik az esetet, hogy az intranzitivitas lehetGségét
Kizarjuk. Csak x valtozasat szemléljuk, mert ha ennél kaotikussag Iép fel, akkor a masik

kett6é valtozonal is ez tortenik. Emellett hosszabb, két éves idészakot néziink. (10. abra)
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10. abra
A Lorenz-féle alacsonyrendii légkorzési modell x valtozojanak viselkedése erds aszimmetrikus
termikus kényszer és kiilonbozd x kezdeti feltételek esetén.
(G=1; fekete: x=0; kék: x=0,01; piros: x=0,02; 1-t=5nap, teljes id6: 2 év)

Latszik, hogy els6 ranézésre barmennyire is hasonldnak tiinik egyes tartomanyokban a

fliggvenyek menete, valdjaban a harom eset teljesen kiilonbozo.

Ezutan megvizsgaljuk a trajektdrianak az y =0 sikkal alkotott Poincaré-metszetét.

A 11. dbranal a modell futtatdsa 15 éves idStartamra tortént.
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11. abra
A Lorenz-féle alacsonyrendii légkorzési modell attraktoranak y=0 sikkal alkotott Poincare-
metszete (t=15 év)

A jobb oldali metszéspontokat mindig az y >0 térrészb6l az y <0 térrész felé
mozgo trajektoria hozta létre, amely ezutan balra fordult és a bal oldali pontokban metszve
a sikot visszatért az y >0 térrészbe. Ez az attraktor deformalt téruszra hasonlit. Fraktal
jellegét a 12. dbra szemlélteti A pontsiiriiség névelésére, hogy a térrészek az attraktorokban
jobban lathatoak legyenek, a modell futtatdsa hosszabb idére (150 év) tortént es egy
részletét kinagyitottuk. A nagyitott rész az attraktornak az egyik ,,ujja”, ahol az latszik,
hogy a fraktal Cantor-halmaz képet mutat. (Lorenz, 1984) (Tél et al., 2002)
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12. dbra
A Lorenz-féle alacsonyrendii légkdrzési modell Poincaré-metszetének egy része (t=150 év)

A G=1 esetre Masoller, Sicardi Schifino és Romanelli (Masoller et al., 1992)
kiszamolta a rendszer Ljapunov-exponenseit, amik a kaotikus mozgast végz0, eredetileg
kozeli trajektoriak idében exponencialis iitemii széttartasanak a mértékét jellemzik. Ez
lényegében  maganak az  eldrejelezhetetlenségnek a  mér6szama. Erre a
4 =0,23; 1, =0; 4, =-0,59 eértékeket kaptak. A pozitiv erték a fazistérbeli tagulasokat
jellemzik, a negativ értékékek pedig a zsugorodast. A kaotikus rendszerekben legalabb egy
A >0, és megmutathatd, hogy ekkor az attraktor kiilonds attraktor, tehat fraktal alakzatot

vesz fel. (Ezzel azt kapjuk, hogy a rendszer kezdeti allapotanak, kis ox(0) hibajanak
atlagos novekedési Utemét leird ox(t) = ox(0)exp(At) 6sszefuggés szerint az induld

hibanak az elérejelezhetdség mértékéiil szolgald atlagos e-szerezddési ideje a modellben

t=1/4 =4,35 idegység, ami nagyjabol 22 nap. ) (Gotz, 2001)

Osszességében a lefuttatott modellek azt hivatottak bemutatni, hogy a Iégkorben
nem létezik periodicitas, tehat kaotikus rendszerr6l van szo. Emellett azt is bemutatjak,
hogy annak ellenére, hogy a kiils6 kényszert nem mddositottunk, mégis kialakul az
irreguléris rendszer, tehat a légkdr Onmagaban tartalmazza a kaotikus szabad

valtozékonysagot, ami az eldrejelezhetdséget is megneheziti.
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4. Az évek kozotti szabad klimavaltozékonysag modellezése

Megfigyelések alapjan tudjuk, hogy az éghajlati rendszer allapota az 6sszes
idoskalan  valtozik. Magat a klimaallapotot kiilonbozé fliggd valtozok adott
idGintervallumra torténé atlagolasaval allapithatjuk meg. Ezt azonban két komponensre
tudjuk szétbontani, egy valddi atlagra és az ett6l markansan eltéré értékekre. A
klimavaltozasnal két klimaallapot kilonbségét nézziik, és sziirjik le beldle a valtozasokat.
A valtozast is a mar emlitett két komponenssel tudjuk leirni. A valddi atlag komponens
valtozasat, amikor a kiils6 kényszer mdédosulasa az ok, kényszeritett valtozasnak nevezzik.
Az dtlagtol vald eltérés komponens valtozédsanak okai pedig maganak az éghajlati
rendszernek belsd, nemlineéris folyamatai. Ezt szabad klimavéltozékonysagnak nevezzik.
(Gotz, 2001)

A klimavaltozas kutatasa soran sok elmélet sziiletett, és a valtozas legfobb okanak -
féleg nagyobb mértékii valtozasoknal - a kényszeritett valtozasokat, a kiils6 kényszerek
modosulésat tartjak. Azonban késobb kideriilt, hogy bizonyos iddskalakon nagy szerepet
kapnak a természetes belsé folyamatok, amik az éghajlati rendszer komponensei kozotti

nemlineéris kdlcsdnhatasok kovetkezményei. (Gotz, 2001)

Lorenz (1990) az el6z6 fejezetben vizsgalt modell numerikus Kisérleteivel probalta
igazolni azt a felvetést, mely szerint létezik olyan mechanizmus, ami képes elidézni az
éghajlat évek kozotti valtozékonysagat anélkil, hogy a kiilsé kényszerek a normalis

évszakos cikluson kiviil valtoznanak. Ennek eredményeit mutatjuk be a tovabbiakban.

4.1 Evszakvaltasok nélkili modell

Elséként a termikus kényszereket jelz6 F és G paramétereket allandd értéken

tartottuk, tehat csak adott helyzetre/évszakra végeztik el a modell futtatasat.

Az a és b paraméter értékei megegyeznek az el6z6 fejezetben hasznaltakkal. Az
eléz6 fejezetben azt lattuk, hogy amikor G =1 és F =8, akkor kaotikus kepet kapunk.
Maga az F paraméter a meridiondlis irdny mentén fellépd kiils6 hokozlés kontrasztjat
jeloli. Feltételezhetjik, hogy ez a kontraszt az északi féltekén télen nagyobb, mint a nyar
folyaman. Ezért F =8 esetét a téli idészakra vonatkoztatjuk, mig nyar esetében F =6
érteket hasznaljuk. (Lorenz, 1990) (Tél et al., 2006) A futtatasok soran pedig G ertékeét
rogzitettik.
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Az F =8 esetét méar vizsgaltuk, lattuk, hogy kaotikus rendszert kapunk. A 13.
abran 1 évre futtattuk le a modellt. Azonban F =6 esetén eldszor joval nyugodtabb és
periodikus képet kapunk. (14. &bra, fels6) Azért, hogy bizonyitsuk, hogy ez tényleg nem
kaotikus rendszer, kiilonb6z6 kezdeti feltételekkel futtatjuk le a modellt. Az eredmények
azt mutatjak, hogy a kezdeti feltételekt6l figgéen x értéke, ami a nyugati szelek
intenzitasat jeloli, vagy gyenge periodikus oszcillaciot mutat, vagy pedig erés periodikus
oszcillacidt. (14. abra, alsé) Emellett azt tapasztaltuk, hogy csak ez a két helyzet fordulhat
eld, igy a nyar intranzitiv rendszerként jellemezhetd. Az erdsebb oszcillacioval rendelkezd

eredmeényt aktiv nyarnak, mig a gyengébbet inaktiv nyarnak nevezzlk.
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13. abra
A Lorenz-féle alacsonyrendii légkorzési modell x valtozojanak viselkedése a télnek megfeleltetett
értékek esetén, két kiilonbozd kezdeti feltétellel.
(F=8; fekete: x=2,4; narancs: x=2,5, 1 hénap ~ 6t; teljes idd: 1év)
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14. abra
A Lorenz-féle alacsonyrendii légkorzési modell x valtozdjanak viselkedése a nyarnak megfeleltetett
értékek esetén, két kiilonbozd kezdeti feltétellel. A felsé dbra az inaktiv nyarat jeloli, az also pedig
az aktiv nyarat.
(F=0, inaktiv nydr (fels6): x=2,4, aktiv nyar (alsé): x=2,5; 1 honap ~ 6t; teljes ido: 1év)

4.2 Teljes éves modell

A kovetkez6 helyzettel egy egész évet probalunk szimulélni. Ennek érdekében F

értékét valtoztatjuk 5 és 9 kozott, a kovetkezd egyenlettel definidlva a valtozast:

30



F=7+ 2COS(E), ahol t a hdnapokat jeldli, és 7 =12 honap. (Lorenz, 1990) Azért 5 és 9
T

a két hatarérték, ugyanis napfordulokkor ilyen extrém értékek eléfordulhatnak.
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15. abra
A Lorenz-féle alacsonyrendii légkorzési modell x valtozojanak viselkedése 6 év soran, évkozben
valtozo szimmetrikus termikus kényszer (F) esetén.
(5 SF <9 (egy év sordn); 1-t=1honap; teljes id6: 6 év)
(Lorenz nyomén, 1990)

Ezen az abran azt latjuk, hogy az elsd 4 évben aktiv nyari helyzet volt, mig az utolso6 kettd
inaktiv volt. Felmeriil a kérdés, hogy milyen valosziniiséggel fordul el6 aktiv nyar vagy
inaktiv nyar. Ennek kiszdmolasara Lorenz (Lorenz, 1990) 100 évre futtatta le a modellt
tobbszor, majd megnézte, hogy milyen gyakorisdggal fordul elé a két kilonbozo tipus
egymashoz képest. A 16. abran latszik ennek az eredménye, ahol a fels6 ponthalmaz jelzi
az aktiv nyarakat, az alsd az inaktiv nyarakat. Ebbdl levonhatd, hogy az aktiv nyarak

szama joval tobb.
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16. abra

Aktiv nyarak (felsé ponthalmaz), inaktiv nyarak (also ponthalmaz) eloszlasa 100 évre
(Lorenz nyoman, 1990)

Az aktiv és inaktiv nyarak szabalytalan egymasutanjat az okozza, hogy a nyar
viselkedése erdsen fiigg a téltol. Fiigg attol, hogy a téli iddszak milyen értéknél ér véget, és
ez az érték lesz majd a nyar kezdeti feltétele, aminél pedig lattunk, hogy ettdl fiigg a nyari
helyzet tipusa. El6rejelezni azért nem tudjuk, hogy milyen tipusd lesz a nyar, mert a tel

kaotikus.
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5. Bifurkéacié

Az eldzéekben targyalt rendszernél azt lattuk, hogy ha bizonyos paramétert
valtoztatunk, akkor a rendszer két kiilonboz6 allapotot vehet fel, aminek kovetkeztében a
rendszer attraktora megvaltozik. Ezt a fajta paramétert6l fliggd valtozast bifurkacionak
nevezzilk. A rendszer fejlédése gyakran egymast kovetd bifurkaciokon keresztiil torténik.
Adott rendszer elemzéséhez alkalmas eszkdz lehet az ennek a sorozatnak a kovetésére
szolgalo ugy nevezett bifurkacios diagram, amely a valasztott paraméter fliggvényeben
mutatja a rendszer kivalasztott fazisvaltozdjanak a Poincaré-metszettel kelléen hosszi id6
utdn kapott diszkrét értékeit adott id6intervallumban. Ennek alapjan nyerhetiink
informéciot arrdl, hogy adott paraméternél milyen jellegli a rendszer attraktora. (Nagy,
2013)

A Dbifurkaciés diagramot elGallithatjuk Edward Lorenz &ltalanos légkorzesi
modelljéhez is Ugy, hogy egyik esetben a G, masik esetben pedig az F paraméter valtozik,
és ennek fliggvényében rajzolodik ki a rendszer jellege a bifurkacios diagramon. Ezekrél a
diagramokrol leolvashatjuk, hogy ha adott paraméterérteket valasztunk, akkor a
rendszertinknek milyen viselkedése lesz. Ezzel ellendrizhetjiik az eléz6 fejezetekben
végzett futtatasokat, hogy az ott hasznalt értékek esetén tényleg olyan eredményt kaptunk-
e, ami a bifurkacidés diagrambol is kdvetkezik. Ebben a fejezetben a rendszer bifurkacios
diagramjait allitjuk el6 és roviden bemutatjuk a rendszer kaotikussa valasat attraktorokon
keresztul, felhasznalva a bifurkaciés diagramot. Azonban a bifurkacidés diagramok
részletesebb elemzésére nem térunk ki, ugyanis az meghaladné a dolgozatunk terjedelmi

korlatait.

El6észor azt az esetet vizsgaljuk, amikor G értéke valtozik. Ennek a bifurkacios
diagramja latszik a 17. dbran. Az &brazolas soran G értéke 0 és 1,5 kozott valtozott, a tobbi
paraméter pedig a 3. fejezethez hasonléak, ahol szintén csak G értékét valtoztattuk.
(F=8a=0,25b=4;x=y=2=0)
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17. &bra
A Lorenz-féle alacsonyrendii 1égkorzési modell bifurkacios diagramja G paraméter valtozasa
esetén. A jelolt értékeknél a rendszer attraktorat abrazoltuk, melyek ebben a fejezetben és a
fliggelékben talalhatok meg (1. fiiggelék).
(0<G <15 a=0,25; b=4; F=8; x=y=z=0)

Az 17. abrét vizsgalva, az figyelhetd6 meg, hogy a rendszer korllbelll 0,275-0s
értékig stabil, periodikus. Utana periddus-kett6z6 bifurkacio jelenik meg, tehat a rendszer
tovabbra is stabil, azonban a periddusa megduplazdédik. Ez az UGjfajta viselkedése a
rendszernek egészen G=0,8 értékig fennmarad, utdna azonban drasztikus valtozas torténik,
a rendszer egyre zavarosabb lesz. G értékének tovabbi ndvelésével pedig a rendszer
kaotikussa valik, ami azonban nem all fenn minden G > 0,86 értéknél. Ugyanis korulbelil
G=105 és G=1,2 korili értéknél a rendszer Gjra periodikussa valik, a rendszer nem
kaotikus. A pontos tartomanyi értékek meghatarozasahoz a bifurkacios diagram
részleteinek nagyobb felbontast elballitasa sziikséges. Emellett a Dynamics Solver nagy
segitséget nyujt azzal, hogyha elkészllt diagramon adott terlletre mozgatjuk a kurzort,

akkor Kiirja a kurzor helyén G értékét, igy a pontos értéket leolvashatjuk.

A kovetkezOkben a rendszer fejlédést mutatom be a bifurkécids diagram alapjan
vett ertékekkel és a rendszer attraktoraval. Az attraktor a fizikai rendszer allapotainak egy
halmazat jelzi. Ezek az allapotok olyanok, melyeket a rendszer az allandosult viselkedése
sorén Ujbol és Ujbdl megismétel, illetve amelyeket a rendszer tetszéleges pontossaggal
ismételten megkozelit, és igy egy korlatos halmazt alkotnak. A futtatds ideje minden
esetben azonos hosszusagu, t =8000 id6lépcso, és a felhasznalt értékek a 17. abran nyillal

¢és betlivel jelolve vannak. A futtatasok eredményeinek egy része ebben a fejezetben
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talalhatd meg, az 6sszes pedig a Il. fuggelékben. Az abrakon a modell futtatds teljes
id6tartama latszik, igy a rendszer kezdeti fluktuacidja is, azonban ezektdl a rendszer
attraktora zavartalanul kivehet6. Ebben a fejezetben az attraktor abrazolasa olyan, hogy a
vizszintes tengelyen az y valtozo, a fliggélegesen pedig a z valtozo talalhatd. Az attraktor

tobbi nézetének abrazolasa szintén a fliggelékben talalhaté meg.

A bifurkaciés diagram sok pontjardl valasztottunk értékeket, és az attraktorok
megjelenési formaja a vart eredményeket hoztadk. Az 18. &branal a gyenge aszimmetrikus
termikus kényszer tartomanyabdl vélasztottunk, ahol a rendszer stabil, periodikus. A

valasztott érték G =0,2 (a) és az attraktor egyszeri zart gorbe egyetlen periddussal.
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18. abra 19. dbra
A Lorenz-féle alacsonyrendii légkorzési modell A Lorenz-féle alacsonyrendii legkorzési modell
attraktora G=0,2, a 17. abran (a) nyillal jelolt  attraktora G=0,3, a 17. abran (c) nyillal jelolt
érték eseten. érték esetén.

A 19. abrandl G értékét a mérsékelt aszimmetrikus termikus kényszer
tartomanyabdl vettiik, nem sokkal a periddus-kett6z6 bifurkacié utan. Ezen az latszik
(ebbdl a nézetbdl), hogy az eddig zart ellipszis felbomlik, €s mieldtt a trajektoria
megismételné dnmagat, egy belso kisebb ellipszisszerti palyat is befut, megnovelve ezzel a
periodicitas idejét. A 20. abran ez még jobban latszik, ahol G=0,8 értéket valasztottuk. A
21. abran a rendszer attraktora mar megvaltozik, ennel G=0,82 értéket valasztottuk, melyet
a 17. abrén (f) nyillal jel6ltlink. Az attraktor még mindig zart, tehat periodikus (vagyis nem

kaotikus), de a periddusidé drasztikusan megnétt. A 22. &brahoz mar G=1 értéket
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valasztottuk, ami az erés aszimmetrikus termikus kényszer tartomanyaba esik, €s
amelyiknél lattuk a 3.4 fejezetben, hogy a rendszer kaotikus. Ez az érték (h) a bifurkacios
diagramon is a kaotikus tartomanyba esik, és a 22. dbran is latszik, hogy az elézéekhez
hasonl6 id6 alatt nem alakult ki zart attraktor, a trajektoriak adott terlileten belul béarhol
futhatnak és lefedik a teljes teret. A 23. dbran a 17. abran (i) nyillal jel6lt G=1,056 érték
valasztasaval késziilt attraktor latszik. A bifurkacids diagram is mutatja, hogy a valasztott
helyen megsziinik a kaotikus tartoméany, igy a rendszer attraktoranak is zart gorbévé kell

vélnia. Ezt igazolja is a 23. abra.
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20. &bra 21. &bra
A Lorenz-féle alacsonyrendii légkirzési modell A Lorenz-féle alacsonyrendii légkorzési modell
attraktora G=0,8, a 17. abran (e) nyillal jelolt attraktora G=0,82, a 17. abran (f) nyillal jel6lt
érték esetén. érték esetén.
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22. abra 23. abra
A Lorenz-féle alacsonyrendii légkorzési modell A Lorenz-féle alacsonyrendii légkérzési modell
attraktora G=1, a 17. abran (h) nyillal jelolt  attraktora G=1,056, a 17. abran (i) nyillal jel6lt
érték esetén. érték esetén

Az abrakon megfigyelhetd, hogy a vizsgalt rendszeriink a G paraméter, vagyis az

aszimmetrikus termikus kényszer novelése esetén, hogyan valik kaotikus rendszerré.

A kovetkezOkben roviden az F parameéter valtoztatasaval létrehozott bifurkacios
diagrammal foglalkozunk. Ennek eléallitasahoz az 4. fejezetben hasznalt rogzitett kezdeti
feltételeket és paramétereket hasznaltuk. A végeredmény a 24. abran lathatd, és sokkal
Osszetettebb, mint a 17. abran lathatd diagram. Azonban szintén leolvashato réla, hogy
egyes F értéekeknél milyen viselkedésti rendszert varhatunk. Megbizonyosodhatunk arrol
is, hogy a rendszernek a 4.1 fejezetben valasztott értékeknél tapasztalt viselkedését a
bifurkacids diagram is alatdmasztja. Ugyanis az F =8 érték, ami a 24. abran (b) nyillal
jeloltiink, tényleg a kaotikus tartomanyba esik, és az 4.1 fejezetben is kaotikus viselkedést
tapasztaltunk. Az F =6 érték esetén, amit a 24. abran (a) nyillal jelltink, pedig latszik,

hogy egyszerii periodikus viselkedésii rendszert kapunk.
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A Lorenz-féle alacsonyrendii légkorzési modell bifurkacios diagramja F paraméter valtoztatdsa
esetén. Az (a) nyillal egy periodikus rendszert jelélink, a (b) nyillal pedig egy kaotikus tartomanyt,
ahol a rendszer kaotikus viselkedésti.

(5,9 <F <9; a=0,25; b=4; G=1; x=2,4; y=1; z=0)

A bifurkécios diagram az intranzitivitasra is ramutat. Ehhez a diagramnak csak kis
tartomanyat abrazoljuk, Ugy, hogy a diagramot két kiilonbozé kezdeti feltétellel kétszer
allitjuk el6, hasonloan, mint az 4.1 fejezetben. A 25. abran latszik, hogy a kezdeti feltételt
megvaltoztatva a bifurkécids diagram megmutatja, hogy ugyanazon F =6 eértéknél mas

viselkedésii rendszer jelenik meg.
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25. abra
A Lorenz-féle alacsonyrendii légkorzési modell ket kiilonbozo kezdeti feltétellel abrazolt
bifurkacids diagramjanak részlete F paraméter valtozasa esetén.
(kék: x1=2,4; z0ld: x0=2,5; 5,9 <F <6,1;, G=1, a=0,25; b=4; y=1,; z=0)
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6. Nehany tovabbi alacsonyrendii modell

A tudomany és a meteoroldgia teriiletén nem csak az eddig ismertetett két modell
jatszhat fontos szerepet. Tény, hogy Edward Lorenznek a Reyleigh-Bénard konvekcid
alacsonyrendii modellé formazasa, majd ennek vizsgalata Gttéré volt a tudomanyban,
ugyanis teljesen (j tudomanyteriiletet inditott el a kéoszelmélettel. Ez az egyik
legismertebb alacsonyrendii modell, tulajdonsagait a mai napig vizsgéljdk. Azonban

emellett is sok féle alacsonyrendii modell 1étezik masfajta rendszerek vizsgalatara.

Napjainkban is fontos kutatasi téma az El Nifio-Southern Oscillation (ENSO)
jelenség megismerése és viselkedésének vizsgalata. A jelenségre sok féle magyarazat és
elmélet szliletett méar, azonban Geoffrey K. Vallis (1986) bizonyitotta be elészor, hogy az
ENSO alacsonyrendti kaotikus dinamikai rendszerként értelmezhetd. Az altala alkotott
rendszer szerkezetileg azonos Edward Lorenz-féle Reyleigh-Bénard konvekcidt leird
harmadrendii nemlinearis dinamikai rendszerrel, melynek két féle levezetésével a 2.1
fejezetben foglalkoztunk. Késébb Bin Wang és Zheng Fang (1996) is kidolgozott egy

masik alacsonyrendii nemlinearis modellt szintén az ENSO jelenségre.

Szintén hasznalnak alacsonyrendii modelleket a pleisztocén klimatorténetének és a
benne 1év6 glacialis ciklusok modellezésére. llyen iranyl kisérleteket az 1980-as években

Barry Saltzman és munkatarsai folytattak. (Maasch és Saltzman, 1990)

A klimavaltozasa okainak vizsgalatara Palmer prébalta meg hasznalni az
alacsonyrendii modellek nyujtotta lehetéségeket. Célja az volt, hogy modellezze az emberi
tevekenység hatdsat a globalis klimavaltozasra. Az altala hasznalt modell Edward
Lorenznek a Rayleigh-Bénard konvekciét leird6 harmadrendi nemlinearis rendszerébdl
szarmazik Ezeknek eredményeirdl tobb tanulmanyaban is irt. (Palmer, 1993a, 1993b,
1999)
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7. Osszefoglalas

Dolgozatomban a légkor kaotikus jellegét vizsgaltuk. Ehhez Edward N. Lorenz két
alacsonyrendii modelljét hasznaltuk. Az egyik modell a Rayleigh-Bénard konvekciot irja
le, és ezen keresztll bemutattunk kétféle modszert a rendszert leird alacsonyrendii modell
megalkotasahoz. A masik modell az altalanos 1égkorzést irja le alacsonyrendii modell
segitségével. Utobbi esetén a szakirodalomban szereplé megoldasokat reprodukaltuk és
ismertettik, segitségil pedig a Dynamics Solver differencialegyenlet megoldd programot
hasznaltuk. Emellett a modell, szakirodalomban nem szerepld, bifurkaciés diagramjat is
eléallitottuk, mely vizsgalata soran a rendszer kaotikussa valast kdvethettilk nyomon. A
vizsgalatokat és a szakterllet ismételt feldolgozasat az indokolja, hogy bar a modellek
viszonylag régiek, tartalmuk rendkiviil gazdag, a mai napig sokan hasznaljdk Oket
kiilonb6z6 teriiletek rendszereinek leirasara. Az egyik legfrissebb cikket, melyben a
Lorenz-féle alacsonyrendii 1égkorzési modellt hasznaltdk fel, Robert Tardif, Gregory J.
Hakim és Chris Snyder irta 2013 novemberében (Tardif et al., 2013). Magyar vonatkozasa
is van a modell kutatdsa révén, ugyanis Bodai Tamas, Karolyi Gyorgy és Tél Tamas tobb
cikket is irtak a modell egy moddositott valtozatanak vizsgalatarél. A legujabb 2013

februarjaban jelent meg (Bédai et al., 2013).

Osszefoglalva a vizsgalatok eredményeit, azt lehet elmondani, hogy a légkorben
lezajlé folyamatok erdsen kaotikus jelleglick, mar akkor is, ha csak a rendszer bels6
kényszerei véltoznak. Ennek kovetkezménye, hogy az elérejelezhet6ség erdsen
korlatozodik, és ha a kiilsé kényszereket is belevessziik, akkor ez még inkabb igaz. {gy arra
a kovetkeztetésre juthatunk, hogy hidba probaljuk a 1égkor elérejelzését minél pontosabban
megadni, valdjaban ez szinte lehetetlen feladat, és ez hatvanyozottan igaz a hosszabb tavu
elorejelzésekre. Ugyanis mig kis iddtavlatban kiilonb6z6 kezdeti feltételek mellett nagyon

kozeli is lehet a kapott eredmény, addig ez hosszabb idétavon szinte biztosan el fog térni.
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Fuggelék
I. Dynamics Solver ismertetése

A modellfuttatdsokat a Dynamics Solver nevii fliggetlen fejlesztésti programmal
végeztik, amit Juan M. Aguirregabiria (2012), a spanyol University of the Basque
Country Elméleti fizika tanszékének egyik professzora készitett. A programmal
differencialegyenleteket és egyenletrendszereket tudunk megoldani. A felllete grafikus,
tehat nagyon komoly programozasi tudast nem igényel. A programban valaszthatunk tébb
féle megoldasi mddszert is, bedllithatjuk az id6lépcsodt, az iddintervallumot, igy nem kell
mindig a legelejétél lefuttatni a programot, ha minket csak egy részlete érdekel. A
futtatdsok eredményeit meg tudja jeleniteni grafikusan és numerikusan is. A grafikus
abrazolasnal haromdimenzios abrazolas is lehetseges, emellett Poincaré-metszet is
készithetd. A megjelenitésnél ki lehet valasztani az intervallumot, igy a feladat
szempontjabol fontos részt egyszeriibben tudjuk megvizsgalni. Emellett az abrakat
ellathatjuk kulonféle jelolésekkel, és a koordinatarendszer tengelyeit is a probléméhoz
illeszthetjiik. Elénye még, hogy egyaltalan nem processzor igenyes, tehat egy hétkdznapi
szamitdgéppel is nyugodtan lefuttathatok a programok. Egy-két hatranya is van azonban,
ugyanis ha lefuttatunk egy programot nagyobb skalan és csak kisebb részét szeretnénk
megvizsgalni anélkil, hogy 0j ablakot nyitnank, akkor az dbra kinagyitéasa kicsit nehézkes.
A program hibai azonban elhanyagolhatok a sokoldalisaga mellett és annak fényében,

hogy ingyenesen letdlthetd.
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Il. A Lorenz-féle alacsonyrendii légkorzési modell attraktorai

A Lorenz-féle alacsonyrendii 1égkorzési modell attraktorai valtozé G paraméterértékeknél,

kiilonb6z6 nézetekb6l. A G paraméterek az 5. fejezetben talalhatéd 17. abran nyillal jeldlt

értékek.
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4. flggelék: G=0,7; (d)
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5. fliggelék: G=0,8; (e)

6. figgelék: G=0,82; (f)
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8. fliggelék: G=1; (h)
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10. fuggelék: G=1,1; (j)

11. fuggelék: G=1,2; (k)
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12. fuggelék: G=1,3; (1)
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18. fliggelék: G=0,82; (f)
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23. fliggelék: G=1,2; (k) 24. fliggelék: G=1,3; (I)
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25. fuggelék: G=0,2; (a) 26. fuggelék: G=0,27; (b)

27. fuggelék: G=0,3; (c) 28. fuggelék: G=0,7; (d)

29. fuggelék: G=0,8; (e) 30. fuggelék: G=0,82; (f)
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31. fliggelék: G=0,86; (g) 32. fliggelék: G=1; (h)

33. fliggelék: G=1,056; (i) 34. fliggelék: G=1,1; (j)

35. fliggelék: G=1,2; (k) 36. fliggelék: G=1,3; (I)

51



	1. Bevezetés
	2. A modellek bemutatása
	2.1 Alacsonyrendű modell megformulázása Lorenz egyik modelljén keresztül
	2.1.1 Szemléletes levezetés
	2.1.2 Modell előállítása Barry Saltzman módszerével
	2.2 Lorenz-féle alacsonyrendű légkörzési modell leírása
	2.2.1 A kiindulás
	2.2.2 A modell
	2.2.3 Stacionárius állapotok

	3. Az aszimmetrikus külső kényszerek szerepének vizsgálata a planetáris hullámformáció kialakításában
	3.1 Aszimmetrikus termikus kényszer hiánya
	3.2 Gyenge aszimmetrikus termikus kényszer
	3.3 Mérsékelt aszimmetrikus termikus kényszer
	3.4 Erős aszimmetrikus termikus kényszer

	4. Az évek közötti szabad klímaváltozékonyság modellezése
	4.1 Évszakváltások nélküli modell
	4.2 Teljes éves modell

	5. Bifurkáció
	6. Néhány további alacsonyrendű modell
	7. Összefoglalás
	8. Köszönetnyilvánítás
	9. Irodalomjegyzék
	Függelék
	I. Dynamics Solver ismertetése
	II. A Lorenz-féle alacsonyrendű légkörzési modell attraktorai




