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1. Bevezetés

Az idGjaras eldrejelzése és a klimakutatas soran gyakran parcialis differencialegyenlet-
rendszerek megoldésa a feladatunk. Mivel ezek megoldasa tobbnyire nem adhatdé meg zart
alakban, ezért a pontos megoldas helyett kozelitd numerikus megoldassal kell éIniink. Ennek
megfelelden toreksziink arra, hogy modelleink olyan numerikus sémakkal dolgozzanak,
melyek megfizethetéek, ugyanakkor kielégit pontossaguak.

A numerikus modellezés soran gyakran meriil fel problémaként az, hogy adott
1épéskoz esetén a numerikus megoldas nem kelléen pontos. Az ilyen helyzetekben az a
megszokott eljards, hogy a nem kielégité pontossdgi eredményt figyelmen kiviil hagyjuk,
¢s ujra, kisebb 1épéskozzel futtatjuk le a modellt az elére meghatarozott pontossag elérése
érdekében. Ez azonban a foloslegesen elvégzett szamitasok miatt igen koltséges.

E tekintetben jelent tjdonsagot a meteoroldgiai c€lu felhasznalds korében egy olyan modszer
bevezetése, melynek alkalmazasa sordan a pontatlan megoldast felhaszndlva jutunk pontosabb
eredményhez. Ezt a médszert Richardson-extrapolacionak nevezziik. Elkiilonithetjikk a modszernek a
passziv és aktiv (Farago et al, 2010) véltozatat, errdl majd a késObbiekben tesziink emlitést.
Lényegiik, hogy adott numerikus médszer alkalmazéasa esetén az eredeti, & 1épéskozzel futtatott
eredményt megtartjuk, majd csokkentjiik a Iépéskozt (pl. //2-re), és megismételjiik a futtatast.

Tegyilik fel, hogy a felhasznalt numerikus moédszer p-ed rendben pontos. A
Richardson-extrapolaci6 alkalmazdsa soran a kétféle lépéskozzel kapott megoldast
megfelelden kombinalva a kapott eredményrdl kimutathato, hogy (p+17)-ed rendben pontos
lesz. Ebbdl lathatjuk, hogy pontosabb eredményt ériink el a kombinalt megoldassal, mint
az egyes numerikus megoldéasokkal kiilon-kiilon, és az el6z0 szamitidsaink sem vesznek
karba. Tehat elmondhatd, hogy ezaltal csokkennek a szamitas koltségei.

A dolgozatban megmutatjuk, hogy a médszer alkalmazasa a meteorologiai modellekben
rendkiviil hasznos lenne, hiszen adott pontossag esetén koltséghatékonyabb, illetve azonos
mennyiségli szamitas mellett pontosabb lehet, mint mas modszerek. Ezt mutatjuk be egy egyszerii
kozonséges differencidlegyenlet-rendszer példajan, majd egy egyszertsitett globalis széndioxid-
modellen (Griffiths et al., 2008), mellyel mar egy korabbi munkankban (Brajnovits és Kelemen,
2009) dolgoztunk. Tanulméanyozzuk a Richardson-extrapolécio stabilitasi tulajdonsagait. Kitériink
arra is, hogy a szamitasi idok a kiilonb6z6 moddszerek esetén hogyan alakulnak. Majd
megvizsgaljuk egy reakcio-diffuzios feladaton (Hundsdorfer and Portero, 2006; Gnandt, 2006),
hogy a séma aktiv valtozatat operatorszeleteléssel kombinalva milyen eredményre jutunk, ha

mogottes modszerként két elsdrendii operatorszeletelési eljarast alkalmazunk.



2. A Richardson-extrapolacio modszere

2.1. Extrapolacios modszerek

Tegyiik fel, hogy egy kezdetiérték-feladatra p-ed rendben konvergens numerikus
modszert alkalmazunk. Az extrapolacids modszerek lényege, hogy a globalis hiba vezetd

tagjat vagy tagjait kiejtve p-ed rendiinél gyorsabb konvergenciat ériink el (Ellowitz, 2009).

2.2. A Richardson-extrapolacio

A Richardson-extrapolacié kozonséges differencidlegyenletek (illetve -rendszerek)
kozelité megoldasanak pontossagat noveld szamitasi eszkoz, melyet kiillonféle numerikus
modszerekkel alkalmazhatunk. A moddszer lényege, hogy adott numerikus eljarast
alkalmazva két id6lépcsdvel is kiszdmitjuk a numerikus megoldast, és ezeket a megfeleld
moédon kombinalva a moédszer rendjénél eggyel magasabb rendben pontos eredményt
kapunk. Két valtozata ismert: a passziv és aktiv Richardson-extrapolacio, melyekkel a
kovetkezd két alfejezetben foglalkozunk. Légkori kémiai modellel végzett kisérletsorozat

alatdmasztja (Farago et al., 2010), hogy:

e valoban lehetséges a numerikus megoldas pontossaganak novelése a
Richardson-extrapolacié hasznalataval,
e a Richardson-extrapolacio szamitasi koltsége sokkal alacsonyabb, mint az

eredeti numerikus modszeré, ha adott pontossag elérése a cél.

A modszer nemcsak a kozelités pontossaganak a novelésére alkalmazhato, hanem a
kivalasztott numerikus modszer altal elért pontossag automatikus kontrolldlasara is a

numerikus modellekben.



2.2.1. A passziv Richardson-extrapolacio

Az eredeti Gtlet Richardsontol ered (Richardson, 1927), aki egy idérétegen, két
kiilonb6zé id6lépcsével ugyanazon konvergens modszerrel kapott megoldasokat
kombinalt. fgy p-ed rendben konvergens modszerbél p+1-ed rendben konvergens modszert

nyert. Ezt mi passziv Richardson-extrapolaciénak nevezziik.
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1. abra A passziv Richardson-extrapolacio szamitasanak menete.

Ezzel a modszerrel végezve a szamitdsokat, a numerikus megoldast minden
idoérétegen a két kiilonbozd 1épéskdzli megoldas kombindlasdval kapjuk, de a
tovabblépéshez azt sosem hasznaljuk fel. Ez lathat6 az 1. abrdan.

Tekintstink egy kozonséges differencidlegyenletekre vonatkozo klasszikus

kezdetiérték-feladatot
dy
= f(t,y), telab] a<b, y(a@) = y,, (1)

ahol az f(¢,y) fiiggvény folytonos.
A Richardson-extrapolacié alkalmazasa a kovetkezot jelenti.

Jelolje y(¢,) az (1) feladat pontos megoldasat valamely ¢, € [a,b] id6pillanatban.
Egy adott, p-ed rendii numerikus modszerrel a feladatot két, i és g hosszusagu

id6lépcsovel is megoldjuk.



Jelolje az igy kapott két kozelitést z, és w,. Ekkor
y(t,) =z, + h" K + O(h"*") és )
y(t,)=w, +(0.5h)” K + O(h"*), 3)

ahol K a z, és w, szamitasa soran alkalmazott numerikus modszertdl fiiggd mennyiség.

Az I. mellékletben példaként levezetjik K értékét az explicit Euler-médszerre, ha azt egy
gyakran vizsgalt tesztfeladatra alkalmazzuk. A K fiigg a feladattol és az idorétegtdl, de
nem fligg az alkalmazott 1¢épéskdztol.

A K -t tartalmaz6 tagok kiejtésével a fenti két egyenletbdl az

(t,) = 2—’1 Lo )

Wa
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egyenldség adodik. A Richardson-extrapolacid azt jelenti, hogy a w, és z, megoldast a

(4) képlet szerint kombinaljuk, azaz az 4j numerikus megoldas

2w —z
T ~

lesz. Ebbdl egyértelmiien latszik, hogy az y, kozelités p+1-ed rendjével éltalaban
pontosabb lesz w,-nél és z,-nél is. Igy a Richardson-extrapolaciot felhasznalhatjuk a

kozelité megoldas pontossdganak novelésére.

Az (5) képlet azt jelenti, hogy p-ed rendli numerikus modszer esetén a z, kozelitd

megoldast

1
27 -1’

¢ =

a w, kozelité megoldast pedig

2.0
27 -1’

¢, =

sullyal vessziik figyelembe. Specidlisan, ha elsérendii numerikus modszerrél van szo,

akkor p = 1, ekkor tehat a megfeleld sulyok: ¢, =-1, ¢, =2.



A Richardson-extrapolaciot felhasznalhatjuk a megteleld 1€épéskdz meghatarozasara
1s, ugy, hogy megbecsiiljiik a w, kozelité megoldas szamitasa soran fellépd globalis hiba
vezetd tagjat. Ezt ismertetjiik az aldbbiakban.

Hanyagoljuk el (2)-ben és (3)-ban az O(h”*') tagot! Ekkor (3)-at kivonva (2)-bdl azt
kapjuk, hogy
27 (w, ~z,)
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Ezt behelyettesitve (3)-ba, az

¥(t,)—w, =%+OW“>, )

egyenldség adodik, ami azt jelenti, hogy az n -edik id6lépcsdben a

HIBA, = Wn 720 (8)

27 -1

mennyiség alkalmas a w, szamitdsa sordn keletkezd globalis csonkitdsi hiba vezetd

tagjanak becslésére, ha a h 1épéskoz megfelelden kicsiny. Az (1) feladat megoldasanak
elvart pontossagat leirhatjuk egy elére meghatarozott 7OL paraméterrel. Amennyiben ettdl

a (8)-ban szamolt globalis hiba jelentdsen eltér, akkor HIBA, -et felhasznalhatjuk egy h,,

4j 1épéskoz kijelolésére, amely a TOL-hoz kozelebbi értéket ad. Igy automatikusan

kontrollalhatjuk a lépéskozt a

h =0 ©)
v HIBA

formula segitségével, ahol az @ biztonsagi paraméter értékét altalaban 0,9-nek valasztjak.

Ezek alapjdan a passziv Richardson-extrapolacié alkalmazhat6 kozonséges
differencidlegyenlet-rendszereket ~ megold6  programok  automatikus  1épéskdz-

kontrollalasara.



2.2.2. Az aktiv Richardson-extrapolacio

A passziv Richardson-extrapolacid oOtletet ad arra, hogy hogyan gyarthatunk 0j
modszert (Farago et al., 2010): a hosszabbik 1épéssel dolgozé moddszer mindegyik
1d6lépcsodjében kombindljuk a hosszabb és a rovidebb iddlépesdvel (az utdbbi esetben két
1épés megtételével) nyert megoldast, €és a kovetkezd id6lépcsdben azzal szamolunk tovabb
(2. abra). Ezt aktiv Richardson-extrapoldcionak nevezziik. Latni fogjuk, hogy ez nem
feltétleniil vezet mindig pontosabb eredményre, mint passziv tarsa. Olyankor is instabil
megoldashoz vezethet, ha az alkalmazott numerikus moédszer stabilan viselkedik. Ilyen
helyzet fordul eld, ha pl. az aktiv Richardson-extrapolacidt a jol ismert trapézszaballyal
Otvozzik (Farago et al., 2010).

Megjegyezziikk, hogy a Richardson-extrapolacié két valtozatarél roviden

Hundsdorfer and Verwer (2003) is emlitést tesz lokalis és globalis Richardson-extrapolacio

2y )
J’o<: >y1<: >J’2
w W,

2. d@bra Az aktiv Richardson-extrapoldacio szamitasanak menete.

néven.



2.23. A Richardson-extrapolicio rendjének levezetése az explicit Euler modszerre

Vizsgalataink soran a passziv és aktiv Richardson-extrapolaciot teszteljiik két olyan
feladaton, és harom olyan numerikus modszerrel (explicit Euler-modszer, implicit Euler-
modszer, kdzépponti mddszer), melyeket mar egy korabbi dolgozatunkban vizsgéltunk
(Brajnovits és Kelemen, 2009).

Az aldbbiakban az explicit Euler-modszerrel kombinalt Richardson-extrapolacid
rendjér6l megmutatjuk, hogy egy renddel magasabb, mint maga az elsérendben pontos

numerikus modszer.
Ehhez el6szor definidlnunk kell a numerikus séma rend;jét!

Egy kozonséges differencidlegyenlet vagy -egyenletrendszer megoldasara szolgald

numerikus séma konzisztenciarendjét a kvetkezoképpen értelmezziik.

Tekintsiik a
dy(t)
(@), t>0
% y(?)
(10)
y(0) =y,

tesztfeladatot, ahol 4 < 0. Lépjiink egy 1épéskozt az adott numerikus sémaval, €s jeldlje a
kapott numerikus megoldast y'. Ha a numerikus modszer an. stabilitasi figgvényét (amely

az egy 1do6lépést végzi) R(AtA) jeloli, akkor
y' = R(AtA)y,. (11)
Hasonlitsuk ezt 0ssze az y(¢,) pontos megoldéassal, amely nem mds, mint

y(ty) = exp(Atd)y; . (12)

1.Definicio. Egy numerikus sémat, amelynek stabilitasi fiiggvénye az (10) tesztfeladatban

R(AtA), p-edrendben konzisztensnek neveziink, ha

R(AtA) — exp(AtA) = O(AtP™). (13)



Az igy definialt konzisztenciarend csak a megoldasi médszerre jellemzd, nem fligg a

konkrét feladattol. Megjegyezziikk, hogy ha a numerikus modszer p -edrendben

konzisztens, akkor a jobb oldali O(A¢”*") tag felirhatd K - At”*' + O(At?**) alakban, ahol

K konstans (csak A -t6l, azaz a konkrét tesztfeladattol fiigg).

Példaként az explicit Euler-modszert emlitjiik. Ismeretes, hogy erre a modszerre

1

Y —Yo
=, 14
Al 240 (14)
vagyis
Y =(1+Atd)y,. (15)

A modszer stabilitasi fiiggvénye tehat R(AtA) =1+ AtA. Az els6 id6lépcsd végén kapott

numerikus megoldast a pontos megoldassal 6sszehasonlitva az
= y(t) = exp(Atd)y, — (1+ Atd)y, = %Atzﬂz +0O(A) = O(Ar?) (16)

kifejezést kapjuk. Az explicit Euler-mddszer tehat elsérendben konzisztens (roviden

1 . 1
elsdrendl) modszer. (Specidlisan, az explicit Euler-médszerre K = 5/12 )

Legyen adva egy p -edrendben konzisztens numerikus modszer, amelynek

stabilitasi fliggvénye a (10) tesztfeladatra R(AzA1). Ekkor az elébbiek alapjan
R(AtA) —exp(Atd) = K - AtP™ + O(AtP), (17)

ahol K konstans. A passziv Richardson-extrapolacié mintajara olyan megoldasi modszert
szeretnénk konstrudlni, amelyben a feladatot minden iddlépcsében Ar ¢és Ar/2
Iépésenként is megoldjuk, és az 1d6lépcsék végén kombindljuk a megoldasokat. A

[0,At/2] intervallumhoz tartozo stabilitasi fiiggvényre

+1
R(%ﬂ) —~ exp(%ﬂ) =K- (%jp +O(AP*?). (18)

10



A két kiilonbozo 1épéskozzel kapott megoldasnak ugy képezziik a sulyozott atlagat

valamely ¢, és ¢, sulyokkal, hogy az Gj mddszer, amelynek stabilitasi fliggvénye

¢, R(ALA) + ¢, R? (% ), (19)
p +1-edrendit modszert adjon, azaz

c,R(AL) +c,R® (% L) —exp(Afr) = O(At"*?) (20)
legyen. Felhasznalva az (17) és (18) egyenldséget, az utobbi kifejezés a

¢ fexp@i) + K- A+ O(AP )+ e, {exp{Azt x] +K- (%)1“1 +O(At”+2)}2 —exph) =O(A”?) (21)

alakra hozhat6. Ahhoz, hogy a bal oldalon eltiinjon a konstans tag, amely az exponencidlis

fliggvény sorfejtésében szerepld konstans 1 tagbol szarmazik, a
¢ +ecy =1 (22)

feltétel teljesiilése sziikséges. Vegylik észre, hogy ez maga utdn vonja tovabbi tagok

eltinését is, mivel ekkor
At Y
¢, exp(Atd) + ¢, (exp(; /1)) —exp(Atd) =0. (23)

A bal oldalon megmarad¢ kifejezésbol az O(A¢”"") tagnak nullanak kell lennie, ebbdl a

At p+l
o AtP! ¢, 2(7j =0 (24)

feltételt kapjuk. Innen
o +—=0 (25)

kovetkezik. Vegyiik észre, hogy a kapott feltétel megegyezik azzal, amelyet a passziv

Richardson-extrapolaciora nyertiink.) Specialisan, ha p=1 (elsérendi modszert

alkalmazunk), akkor a kapott (23)-(25) egyenletrendszer megoldasa ¢, =—1¢és ¢, =2.

11



3. A Richardson-extrapolacio vizsgalata egyszerii kozonséges

differencialegyenlet-rendszeren

Ahhoz, hogy tanulmanyozni tudjuk a Richardson-extrapolacié tulajdonsagait, elsd
Iépésben azt vizsgéltuk meg, hogy hogyan viselkedik abban az esetben, ha kdzonséges
differencidlegyenlet-rendszerekre alkalmazzuk. Az aldbbiakban bemutatjuk, hogy mit
tapasztaltunk egy egyszeri, allando egyiitthatos linearis kdzonséges differencialegyenlet-

rendszer, illetve egy bonyolultabb széndioxid-modell esetében.

Az explicit Euler-modszer, az implicit Euler-modszer és a kozépponti mddszer
mint mogottes numerikus séma Richardson-extrapolaltjara voltunk kivancsiak az aldbbi

egyszerl példan:

ahol

O S O I
£%0s5 o020 ““lo) Tl

Ez egy igen egyszerli kezdetiérték-feladat, ahol a konstans vektor a nullvektor.

Ebben az esetben tudjuk a pontos megoldas alakjat:

y=exp(4r)y,-

Osszehasonlithaté tehat a numerikusan kapott eredmény a pontos megoldassal. A 3.
abran bemutatjuk a passziv Richardson-extrapolacié és az explicit Euler-médszer
kombinalasaval kapott eredményt, a mogottes modszerként alkalmazott explicit Euler-
moddszerrel kapott megoldasokat minkét felhasznalt 1épéskoz esetén, illetve a pontos

megoldast.

12
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3. dbra. A passziv Richardson-extrapolacioval és a mégottes modszerként alkalmazott explicit Euler-
mddszerrel kapott megoldasvektor y; és y, komponense n = 2 és n = 4 lépéskoz esetén, valamint a pontos
megoldas.

Az abran lathatjuk, hogy az explicit Euler-modszerrel kapott eredmények a
legpontatlanabbak, mig a passziv Richardson-extrapolaciéval kapott megoldas a pontos

megoldas gorbéjéhez igen kozel helyezkedik el.

13
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4. abra. A passziv Richardson-extrapoldcioval és a mogottes modszerként alkalmazott implicit Euler-
mddszerrel kapott megolddsvektor y; és y, komponense n =2 és n = 4 lépéskoz esetén, valamint a pontos
megoldas.

A 4. abran lathatjuk, hogy a mogottes modszerként felhasznalt implicit Euler-
modszerrel kapott numerikus megoldasok alulrol kozelitik a pontos megoldas gorbéjét,
mégpedig meglehetésen pontatlanul. Mindezzel szemben a passziv Richardson-
extrapolacioval kombindlva ezt a két megoldast az igy kapott kozelitd megoldas a pontos
megoldas gorbéjéhez igen kozel helyezkedik el. Szemmel lathatd, hogy sokkal pontosabb
eredményhez jutottunk, mindkét vektorkomponens esetén.

Ezzel szemben az 5. dbran nem tapasztalunk szemmel l4that6 kiilonbséget a harom

numerikus megoldas és a pontos megoldas kozott.

14
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5. abra. A passziv Richardson-extrapolacioval és a mégottes modszerként alkalmazott kézépponti
modszerrel kapott megoldasvektor y; és y, komponense n = 2 és n = 4 lépéskoz esetén, valamint a pontos
megoldas.

Habar csak az elsd két abran lathatjuk szabad szemmel, de mindharom altalunk
vizsgalt mogottes moddszer esetén a passziv Richardson-extrapolacioval egyiittesen
alkalmazott numerikus séma joval pontosabbnak bizonyult, mint a mégottes modszerek,
barmely, a szamitasokhoz felhasznalt 1épéskoz esetén. Ezt bemutatjuk tablazatos formaban
is, ahol azt lathatjuk, hogy a modszereknek milyen a konvergenciarendjiik. Azt vartuk a
passziv  Richardson-extrapolacié definicidja alapjan, hogy eggyel novekszik a
konvergenciarend. Igy az elsérendi implicit és explicit Euler-modszer esetében a
kombinalt megold4s méasodrendli konvergenciajat, mig a masodrendii kdzépponti modszer
Richardson-extrapolaltjdnak harmadrendii konvergencidjat varjuk.

A tablazatokban azt lathatjuk, hogy a mdogottes numerikus sémak és azok
Richardson-extrapolaljainak hibai hanyad résziikre csokkenek, ha a 1épéskozt mindegyre
felezziik. Ebbdl

a konvergenciarend definicioja alapjan lathatjuk, hogy a p

: : : 1
konvergenciasebesség meghatarozhato a hibak ardnyaibol, melyek felirhatok by alakban.
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1. tablazat. A mogottes numerikus modszerek abszolut hibdi a lépéskoz fiiggvényében, és a hibak egymdshoz
valo aranya, ha a lépéskoz a felére csokken.

n KP-médszer 1/2"p IE-modszer 12%p EE-moédszer 12%p
9,622E-03 1,062E+00 1,007E+00

8 2,407E-03 0,2502 5,258E-01 0,4952 5,120E-01 0,5085

16 6,020E-04 0,2501 2,614E-01 0,4971 2,579E-01 0,5038

32 1,505E-04 0,2500 1,303E-01 0,4984 1,294E-01 0,5018

64 3,763E-05 0,2500 6,504E-02 0,4992 6,482E-02 0,5009

128 9,407E-06 0,2500 3,249E-02 0,4996 3,244E-02 0,5004

Lathatjuk, hogy az implicit Euler-moédszer és az explicit Euler-moddszer esetében a
hibak hozzavetdleg a feliikre csokkenek, ha a Iépéskozt a felére csokkentjiik, igy a vizsgalt
tesztfeladatban ez a két numerikus modszer elsérendben konvergens modszerkent
viselkedik. Ezen az egyszerli példan a kozépponti modszernél ugyanezt a vizsgalatot
elvégezve azt tapasztaljuk, hogy a modszer mésodrendii. Ezek az eredmények nem
meglepdk, hiszen ezt vartuk.

Abban az esetben, ha ezeket a sémdakat a passziv Richardson-extrapolécidval

kombindljuk, ezek az ardnyok megvaltoznak.

2. tablazat. A felhasznalt numerikus modszerek passziv Richardson-extrapolaltianak abszolut hibai a
lepéskoz fiiggvenyében, és a hibak egymashoz valo aranya, mikézben a lépéskoz a felére csokken.

n KP:III{);(:;ZH 127p IE;ml({')i(:;zer 12°p EE;II;Si(:;zer 127p

4 4,740E-05 7,925E-02 1,046E-01

8 2,968E-06 0,0626 2,127E-02 0,2684 2,469E-02 0,2360
16 1,856E-07 0,0625 5,531E-03 0,2600 5,967E-03 0,2417
32 1,160E-08 0,0625 1,410E-03 0,2549 1,465E-03 0,2455
64 7,251E-10 0,0625 3,560E-04 0,2525 3,628E-04 0,2477
128 4,540E-11 0,0626 8,942E-05 0,2512 9,028E-05 0,2488

A 2. tablazatban megfigyelhetjiik, hogy az elsérendii modszerek Richardson-
extrapolaltja méasodrendben pontos, hiszen a hibak a negyediikre csokkentek. A kdzépponti
modszerhez képest a Richarson-extrapolaltjanal nem vart mértékii javulast tapasztalunk: a
hibdk az 1/16-ukra csokkentek, ez negyedrendben konvergens modszert jelent, ami

nagyobb pontossagl, mint amit az elmélet szerint el kellene érnie a kombinalt médszernek.
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Tehat megallapithat6, hogy az altalunk vizsgalt numerikus modszer az altalunk
elvartnal jobban teljesitett erre a problémara. Az elsérendii modszerek esetén a vart modon
egy renddel megnovelte a pontossagot, a kozépponti modszerrel kombinalva pedig
gyorsabban konvergal a pontos megoldashoz, mint azt az altalanossagban elvarhatnank. Ez
megalapozza azt, hogy a tovabbiakban is érdemes foglalkoznunk a modszerrel, ezért egy

meteorologiai jellegli probléman is teszteljiik a pontossagat.

17



4. A Richardson-extrapolacio alkalmazasa egy egyszeriisitett CO,-modellben

Szeretnénk megmutatni, hogy érdemes a meteorologiai problémak megoldésa
folyaman ezzel a modszerrel dolgoznunk, hiszen segitségével hatékonyan pontosithato a
hasznalni kivant numerikus moddszerrel kapott megoldas. Ezért megvizsgaljuk, hogy
milyen eredményeket kapunk a mogottes modszerekkel, valamint akkor, ha Richardson-
extrapolacioval alkalmazzuk Oket egy egyszerisitett globalis CO,-modellben, mely
napjaink fontos kérdését, az antropogén eredetii klimavaltozas témajat feszegeti a

crcr

a gaz egyes tarozokon beliili elkeveredésén keresztiil.

4.1. A modell bemutatasa

Munkénk soran egy angol-amerikai egyiittmiikodésben késziilt, egyszerisitett
globalis széndioxid-modellt vizsgalunk (Griffiths et al., 2008, Brajnovits és Kelemen,
2009), amely az emberi eredetli széndioxid-kibocsatas hosszu tavi hatasait mutatja be egy
hét egyenletbdl allo kozonséges differencidlegyenlet-rendszer megoldasaval. Ezt egy
MATLAB-ba beépitett, nagy pontossagu differencidlegyenletek megoldasara alkalmas
modszerrel végzi.

A modell, amellyel foglalkozunk, csak alapvetd folyamatokat vesz figyelembe, és
ezek alapjan szimulalja a CO, mennyiségének alakulasat.
folyamatoknak. Mindezek ellenére betekintést enged a gaz dinamikajaba, igy vizsgalhatok
rajta azok a mechanizmusok, melyek a szén-dioxid szintjének iddbeli valtozasdban
leginkdbb szerepet jatszanak. A paraméterek valtoztatdsaval pedig elemezhetd, hogy
mennyire érzékeny a bedllo széndioxid-egyensuly a bemend adatokra. Az inputok
varialasaval mas-mas koncentracioérték jelentkezik a jovOben, amit az emisszios
fliggvények megvaltoztatasaval tanulmanyozhatunk. A modell elénye még, hogy mivel az
egyetlen forrastag az antropogén szén-dioxid kibocsatas, konnyen kiszdmithatd, hogy a
kiilonboz6 kibocsatési fliggvényeknek milyen a jovobeli hatasuk.

A modell egy kozonséges differencidlegyenlet-rendszer numerikus megoldasan
alapul, amelyhez ismert multbeli kezdeti értékeket adunk meg. Alapbedllitds szerint az

1850-es évtdl kezd integralni.
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A modell jelentdsen leegyszeriisitett egyenletei csak a tarozokba torténd
elkeveredés figyelembevételét teszik lehetvé.

Mindezek mellett a modell szdmitasokat végez az 6cedn pH-jara vonatkozoan is,
mellyel kapcsolatban a kovetkezoket mondhatjuk el:

e Az 6ceanok pH-értéke csokken, és ez mérhetd.

e A savasodas hatasa megfigyelhetd a korallokon és mas szilard vazat
kivalasztd tengeri él6lényeken, amelyek f6 alkotdeleme a kalcium-
karbonat (Hoegh-Guldberg, 2008), mivel a kalcium-karbonat kivalasanak
nem kedvez a savas kdrnyezet.

Az 6cean pH-valtozasanak vizsgalata tehat rendkiviil fontos kérdés, hiszen szoros
kapcsolatban van az antropogén széndioxid-emisszioval (Caldeira et al., 2003). A jovében

varhato értékének kiszamitasa ennek megfeleléen belekeriilt a modellbe is.

Savasabb

6. dbra. Az 6cean pH-értéke napjainkban. Forras: Doney, 2006.

A modellbe hét globalis széndioxid-tarozot iiltettek be, ezekben vizsgaljuk a CO,
korforgalmat. Ezek a kovetkezok:
o Felsolegkor (upper atmosphere - ua)
o Alsolégkor (lower atmosphere - 1a)
e Rovid életti €ldlények (short-lived biota - sb)
e Hosszu ¢életi éldlények (long-lived biota - 1b)
o Felso oceani réteg (upper ocean layer - ul)

o M:élyoceani réteg (deep ocean layer - dl)

rrrrrr
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Mindegyik taroz6 fontos hatdssal van a CO, dinamikdjara. A modell tarozonként
homogén széndioxid-eloszlast feltételez, ezért csak egy koncentracioértékkel szamol
minden egyes tarozoban. Ezek alapjan feltessziik a tarozokon beliil az azonnali teljes
elkeveredést. A széndioxid-koncentracié minden tarozéban csak az idotol fligg, igy a
differencidlegyenlet-rendszerben is az 1d6 az egyetlen fiiggetlen valtozo.

Az 1d6fliggés a rendszerben azért jon 1étre, mert az antropogén széndioxid-kibocsatas
forrasként megjelenik az alsé atmoszféraban. Innen a tobbi tarozoba is bejut elkeveredés ttjan.

Az egyenletekben szerepld, lényegesen eltérd koncentracidértékek valtozasanak
konnyebb Osszehasonlitasa céljabol az 0sszes tarozohoz tartozd értéket egy kozos skalara

hoztak a koncentraciok dimenzidtlanitasanak segitségével:

_ Cdim(r)— Cdim(r = 1850)

C dim(z = 1850) (26)

C(t)

Cdim( =1850) — C dim(r = 1850) _

C(t =1850) =
( ) C dim(z = 1850)

0 (27)

fgy az 6sszes kezdeti, 1850-es koncentracioérték nullaval lesz egyenld.

A tarozodkra felirt koncentraciovaltozasok egyenletei a kovetkezok. Itt 7(1-2) az

az atlagos Un. tartozkodasi 1d6, amely alatt a CO; a kettes tarozobol az egyesbe jut.

dC 1 1 1

- C -C)+ ——(C,~C)+ ————(C, —C, )+
dt z'(la—ua)( ua la) z'(]a—sb)( sb la) z'(la—lb)( b la)
1
+——(C,-C H)+0 (1t 28
z'(la—ul)( ul la) Qc() ( )
dC 1
= (Cla _Cua) (29)
dt T(ua —la)
dc., 1
= = C, —-C. 30
dl' z'(sb—la)( la sb) ( )
dc, |
= C -C 31
dl’ z'(lb—]a)( la lb) ( )
dc 1 1 1
o = (Cla _Cul)+—(cdl _Cul)+—(cmb _Cul) (32)
dt  t(ul—-Ila) (ul —dl) t(ul —mb)
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dc, 1

dt :Z_(dl_ul)(cul_cdl) 33)
ac,, 1 B

= o —ap (€= C) (34)
0.(t) =, exp(rt). (35)

Az egyenletekbdl azt is kiolvashatjuk, hogy az egyes tarozokba honnan keriil be,
illetve beldliik hova keveredik at a CO,. Az elsd, legOsszetettebb egyenletiink az
alsolégkorre vonatkozik. Ez az a tarozd, amelyben a CO, forrastagja megjelenik. Innen a
CO, atkeveredik a fels6légkorbe, a rovid és hosszh életli ¢ldvilagba, valamint az dcedn
felso rétegébe, a forrastag pedig az emberi kibocsatas.

A szén-dioxid fluxusa két tarozo kozott le van egyszeriisitve egyetlen paraméterre,
a 7 tartdozkodasi idére. Ezzel az egyszerisitéssel azért élhetiink, mert a modell nem reagal
érzékenyen a 7 kis valtozasaira.

Az egyenletrendszer, mellyel dolgozunk, enyhén stiff. Stiff rendszerrél akkor
besz¢liink, ha az egyiitthatomatrix sajatértékei kozott tobb nagysagrendbeli eltérés van.
Ennek legegyszertibben megvalosulo esete az, amikor a matrix egyik sajatértéke a 0, mint
ahogyan a mi esetiinkben is. Ilyen problémaknal az explicit modszerek csak elegendden
kicsiny 1épéskoz esetén muikodnek, egyébként instabilld valnak, illetve oszcillaciot
mutatnak (Lambert, 1991).

A programban alapértelmezésben a MATLAB-ba beépitett odelss fliggvény a
foprogramban keriil meghivasra, és itt az eredmény pontossagat is eldirhatjuk. Munkank
soran ezt a numerikus modszert helyettesitjiik a Richardson-extrapolacidé és az explicit
Euler-, az implicit Euler-, illetve a kdzépponti modszer kombinacidjaval, tovabba helyenként
néhany egyéb modellparamétert modositunk. Referenciamegoldasként az odelSs
programmal eldallitott, nagy pontossagii numerikus megoldast hasznaljuk. Az eredmények

kiértékelésénél felhasznaljuk kordbbi eredményeinket (Brajnovits és Kelemen, 2009).
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4.2. Numerikus Kkisérletek

A modellben, amellyel foglalkoztunk, az egyetlen forrdstagot az antropogén

széndioxid-kibocsatas jelenti. Ennek megfeleléen minél nagyobb az alsolégkdrben a gaz

crer

gyakorolt hatas vizsgalata végett négy emisszios szcendridt programoztak be a modellbe (7.

abra); ezeken kiviil természetesen mas szcendriokat is ki lehet probalni (Kelemen, 2009).

A négy kilénb6z6 emisszid szcenaridra kapott koncentraciéértékek

900 T T T T
—— rcl = 0.0050
—— rcl = 0.0025

800+ —+— rc1=0
—+— rcl =-0.0100

700

£ 600
o

co2

500
400

300}

1850 1900 1950 2000 2050 2100

7. abra. A modellbe beprogramozott négy emisszios szcenario.

Ezek koziil mi a legoptimistabb verzidval foglalkoztunk futtatasaink soran. Ebben a
szcenarioban az antropogén széndioxid-emisszid nodvekedésének mértéke 2010-t6l
csokken, és 2100-ra eléri a 0-t. Ez azt jelenti, hogy 2100-t6] mar konstans értékkel szdmol.

A modell az eredményeket 1850-t6] egészen 2100-ig 10 évenként jeleniti meg. A
tovabbiakban n-nel jeloljiikk az ezen 10 éves peridoduson beliili 1épések szamat, melyet a
Richardson-extrapolaci6 beprogramozéasakor megadunk. Ez jelen esetben azt jelenti, hogy
a mogottes numerikus modszert a program n €s 2n értékre is lefuttatja — tehat egy 10 éves
periddus alatt eldszor n-et, majd 2n-t 1ép Osszesen —, €és ezeket a kozelité megoldasokat
kombinalja a végén a megadott modon. Vizsgalataink soran n = 5, 10, 20, 40, 80, ..., 5120
esetén is lefuttattuk a modellt. Elvarjuk, hogy minél nagyobb az n, tehat minél kisebb a
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1épéskoz, annal kozelebb keriiljon a numerikus megoldasunk a referenciamegoldashoz.
Mivel az egyenleteket nem tudjuk pontosan megoldani, ezért a pontos megoldasnak
tekintett referenciamegoldast a MATLAB-ba beépitett odelS5s programmal allitottuk eld,
annak pontossagat 10"%-re 4llitottuk. Az odel5s egy stiff rendszerek megoldasara
alkalmazhat6 tobblépéses modszerrel oldja meg az egyenletrendszert.

A tovabbiakban eredményeinket harom tarozéra vonatkozoan mutatjuk be: az
alsolégkorre, az ocean felsd rétegére €s a mélydcedni rétegre. A harom tarozoban 1évo
dimenziotlan gdzkoncentraciok egymashoz viszonyitott viselkedésébdl az egyes tarozok
tehetetlenségére is kovetkeztethetliink. Ugyanis a gdz az alsolégkorbdl keveredik at az
egyes tarozokba, igy az ocean felso rétegébe is, egy része pedig a mélydcedni rétegbe mar
onnan keveredik tovabb.

A referenciamegoldas erre a harom tarozora a 8. abran lathato.

c(frac) vs t
2 \
—©— Alsolégkor
—+— Ocean felsd rétege
1.8+ —<— Mélyécean H

1.4} 4

c(frac)
T
|

8. abra. A referenciamegoldads a harom vizsgalt tarozora.
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Lathatjuk, hogy az als6légkor koncentraciovaltozdsaira a masik két tarozo lassan
reagal, a mélyoceani réteg a leglassabban, hiszen az nem kozvetleniil érintkezik azzal a
tarozoval, ahol a forras van.

A kovetkezokben bemutatjuk a harom altalunk vizsgéalt mogottes modszer passziv
Richardson-extrapolaltjat, majd megvizsgaljuk az aktiv Richardson-extrapolaltjaik
viselkedését. Mindehhez a tovabbiakban a referenciamegoldas pontossagat 107*-re
allitottuk annak érdekében, hogy a kdzépponti modszer abszolut hibdinak csokkenését is
szemmel kovethessiik. Az é4brdkon rendre a referenciamegolddst és a Richardson-

extrapolaltakat lathatjuk majd.
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4.2.1. A passziv Richardson-extrapolacioval kapott eredmények

A 9. dbran a referenciamegoldast és a passziv Richardson-extrapolacidval kapott
numerikus megoldast mutatjuk meg n = 5 esetén. Ez a Richardson-extrapolaltak esetében
azt jelenti, hogy eldszor 10 évente 5-6t 1ép a modell az adott mogottes modszerrel, vagyis
kétévente szamolja ki az értékeket, majd a szamitasokat elvégzi n = 10 esetén is, tehat
évente 1épve. Majd az ezen két 1épéskozzel kapott megoldast az (5) képlet szerint

kombindlja, és az igy kapott értékeket 10 évente jeleniti meg.

A referenciamegoldas Explicit Euler-médszer + passziv Riex
2 ‘ ‘ ‘ 2 [TT1
—o— Alsdlégkér —o— Alsélégkér
—+— Ocean felso rétege —+— Ocean felso rétege
1.5 —— Mély6cean 8 1.5 —— Mély6cean
) )
S 1 1 S 1
K K
0.5

0 R I I
1850 1900 1950 2000 2050 2100
t t

Implicit Euler-médszer + passziv Riex Kozépponti-modszer + passziv Riex
2 : : : 2 : : : :
—o— Alsélégkor —o— Alsélégkor
—+— Oceén felso rétege —+— Ocean felso rétege
1.5 —=— Mély6cean . 15 —x— Mély6cean
) )
g1 1 g1
< <

9. dbra. A kiilonbozé mégottes modszerek passziv Richardson-extrapolaltjaval kapott numerikus
megoldasok dsszehasonlitasa a referenciamegoldassal a harom tarozora, n = 5 esetén.
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Szembetiind a kiilonbség az explicit Euler-modszert felhasznalé passziv
Richardson-extrapolacios megoldas és a masik két numerikus megoldas kozott. Az explicit
Euler-mddszer Richardson-extrapolaltja instabil mdédon viselkedik, mindhdrom térozo
koncentracioértékei kinének a végtelenbe, mig a masik két mogottes sémaval kapott
eredmény végig a pontos megoldas mentén halad, nincs észlelhetd kiilonbség.

Ugyanez a helyzet n = 10 esetén is: az explicit Euler-modszert kombinalva a
passziv Richardson-extrapolaciéval még mindig instabil megoldast kapunk.

Minden tovabbi futtatas alkalméval a lépések szamat (n) megduplaztuk, tehat a
1épéskoz minden alkalommal a felére csokkent. Azt tapasztaltuk, hogy n = 20-t61 mind a
harom vizsgéalt mddszerrel kapott numerikus megoldas stabil, a pontosnak tekintett

megoldas mentén halad. Ezt lathatjuk a /0. abran.

A referenciamegoldas Explicit Euler-mddszer + passziv Riex
2 2
—O- Alsélégkér A Alsc')légkbr
—+— Ocean felso rétege —— Ocean felso rétege
1.5¢ —=— Mélyocean 1 1.5¢ —=— Mélyocean 1
o o
S 1 1 S 1 1
kel k58
0.5¢ 0.5¢
0@ oo —‘——t s A 0( L 3 o e ¥ e
1850 1900 1950 2000 2050 2100 1850 1900 1950 2000 2050 2100
t t
Implicit Euler-mddszer + passziv Riex Kozépponti-modszer + passziv Riex
2 ‘ ‘ ‘ ‘ 2 ‘ ‘ ‘ ‘
—©— Alsolégkor —o— Alsélegkor
—+— Ocean felso rétege —+— Ocean felso rétege
15} —=— Mélydcean g 1.5} —=— Mélyécean g
o )
g 1 1 S 1 1
kg ©
0.5¢ 0004 0.5¢
++,+/++"+_++
Oéb ++++ + - XX O( e+ AN
1850 1900 1950 2000 2050 2100 1850 1900 1950 2000 2050 2100

10. abra. A kiilonbozo mogottes modszerek passziv Richardson-extrapolaltjaval kapott numerikus
megoldasok osszehasonlitasa a referenciamegoldassal a harom tarozora, n = 20 esetén.
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Ha az explicit Euler-mddszert kombinaljuk a Richardson-extrapolacidval, szintén
explicit modszert kapunk, mely stiff problémak kezelésekor instabil modon viselkedik,
amig a lépéskozt kellden kicsinek nem valasztjuk. Itt olyan helyzettel allunk szemben,
amikor az eredmények (ill. az egylitthatomatrix sajatértékei) alapjan a modell
differencidlegyenlet-rendszere stiff, de a vizsgalt iddintervallum felosztasat nem kell
végteleniil finomitani ahhoz, hogy stabil numerikus megoldast kapjunk. Ezt szokas enyhén
stiff rendszernek nevezni.

A moédszerek abszolut hibait a 3. tablazatban kozdljiik két tarozora, az alsolégkorre
¢s az dcean felsO rétegére vonatkozdlag. Az abszolut hibakkal kapcsolatos vizsgalataink a
kovetkezOkben erre a két rezervoarra vonatkoznak, hiszen azt tapasztaltuk, hogy az
alsolégkorben és az dcean felso rétegében kapott abszolut hibdk azonos nagysagrendiiek,

mig e kett6étdl a mélydceani rétegre kapott értékek jelentdsen eltérnek.

3. tablazat. A passziv Richardson-extrapolacioval kapott abszolut hibdk az egyes mogottes modszerekre
kiilonbozo lépéskozok esetén, az altalunk vizsgalt két tarozoban.

Passziv Richardson-extrapolacié abszolit hibaja

n EE 1IE KP

alsolégkor | mélyoc. réteg | alsélégkor | mélydc. réteg | als6légkor | mélyoc. réteg

5 3,78E+61 2,95E+56 8,48E-06 5,52E-07 2,22E-10 2,24E-11

10 2,40E+11 1,88E+06 2,12E-06 1,41E-07 1,44E-11 1,40E-12

20 5,30E-07 3,63E-08 5,30E-07 3,55E-08 1,45E-12 8,69E-14

40 1,33E-07 9,02E-09 1,33E-07 8,93E-09 6,58E-13 3,40E-15

80 3,31E-08 2,25E-09 3,31E-08 2,24E-09 6,55E-13 1,24E-15

160 8,28E-09 5,62E-10 8,28E-09 5,60E-10 5,76E-13 1,89E-15

320 2,07E-09 1,40E-10 2,07E-09 1,40E-10 4,14E-13 1,47E-14

640 5,18E-10 3,50E-11 5,18E-10 3,51E-11 9,86E-13 1,26E-14

1280 1,30E-10 8,75E-12 1,32E-10 8,73E-12 1,48E-12 5,25E-14

2560 3,28E-11 2,31E-12 3,55E-11 2,23E-12 2,48E-12 1,65E-13

5120 1,01E-11 5,52E-13 1,22E-11 1,00E-12 3,65E-14 2,63E-13

A téblazatban megfigyelhetd az explicit Euler-modszert felhasznalé Richardson-
extrapolédcio instabilitasa a két legnagyobb 1épéskozre, valamint az, hogy a mélyoceani
rétegben minden lépéskozre legalabb egy rendben pontosabb megoldast kapunk. Ez
valoészintisithetéen annak tulajdonithatd, hogy az ott kapott értékeket nagyon nagy
koncentracioértékkel dimenziotlanitjuk a szamitasok folyaman. Feltiing tovabba az, hogy a

kozépponti modszer passziv Richardson-extrapoléaltjanak pontossaga mindkét vizsgalt
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réteg esetén nd, majd csokken a nagysagrendeket tekintve, amint a 1épéskdzzel nulldhoz
kozelitlink. Ennek oka az lehet, hogy ez a modszer mar a legnagyobb 1épéskozre is
rendkiviil pontos, harom nagysagrendre megkozeliti a referenciamegoldas pontossagat, és
n novelésével ennél még pontosabb numerikus megoldast kapunk. Ezek a hibdk mar
meglehetésen kicsik, 0-hoz kozeliek, és valdszinlileg a (nagy Iépésszam esetén
felhalmoz6dd) szdmabrazolasbol adodo hibdk jatszanak szerepet a tablazatban lathatod
értekek megjelenésében. Az implicit Euler-mddszer az elvarasainknak megfeleléen stabil

modszerként viselkedik.

4. tablazat A hibak egymdshoz viszonyitott aranya (az adott sor lépéskozével kapott hiba osztva a folotte lévé
sor lépéskozeével kapott hibaval) a passziv Richardson-extrapoldcio esetében.

1/2"p a passziv Richardson-extrapolaltak esetén

n EE IE KP
alsolégkor | mélyoc. réteg | alsélégkor | mélydc. réteg | als6légkor | mélyoc. réteg

5

10 0,0000 0,0000 0,2500 0,2551 0,0651 0,0625

20 0,0000 0,0000 0,2500 0,2525 0,1004 0,0621

40 0,2500 0,2488 0,2500 0,2513 0,4543 0,0391

80 0,2500 0,2494 0,2500 0,2506 0,9948 0,3633
160 0,2500 0,2497 0,2500 0,2503 0,8799 1,5281
320 0,2501 0,2499 0,2500 0,2501 0,7181 7,7646
640 0,2503 0,2497 0,2499 0,2506 2,3815 0,8618
1280 0,2503 0,2498 0,2541 0,2486 1,5000 4,1587
2560 0,2531 0,2644 0,2696 0,2556 1,6774 3,1363
5120 0,3065 0,2384 0,3446 0,4483 0,0147 1,5990

Ha szemiigyre vessziik a hibdk aranyat, mikdzben a 1épéskozt a felére csokkentjiik,
kiolvashato, hogy az implicit, ill. az explicit Euler-modszer Richardson-extrapolaltjanak
rendje eggyel nagyobb, mint a mogottes modszerek rendje, azaz masodrendben
konvergens. A kdzépponti modszert mogottes modszerként alkalmazva eleinte igen gyors
— a vartnal joval gyorsabb — konvergenciat figyelhetliink meg, mely n = 80-t6] rohamosan
csOkken, majd a modszer bedll maximalis pontossagara, ill. a fent emlitett szamabrazolasi

hibak miatt e koriil ingadozik.
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4.2.2. Az aktiv Richardson-extrapolacioval kapott eredmények

Amint azt mar kordbban emlitettiik, az aktiv Richardson-extrapolacié annyiban
kiilonbozik az eredeti, Richardson 4altal kidolgozott modszertdl, hogy minden #4
1épéskoz megtétele utan kombinalja a két kiilonb6zd 1épéskozzel kapott numerikus
megoldast az (5) képlet szerint, és a kovetkezd 1épéshez a kezdeti értéket mar ez az
eredmény szolgéltatja. Ekképpen lathatoan tobb szamitist igényel, mint a passziv
Richardson-extrapolacio, tehat nagyobb szamitogépes kapacitast is. Egyértelmiien
kovetkezik tovabba a szamitasok mennyiségének novekedésébdl az is, hogy a szamitasi
1ddék is megnovekednek, ahogyan ezt majd latni is fogjuk. Megjegyezziik, hogy mindez
csak arra az esetre vonatkozik, ha szadmitdsainkat szekvencialisan végezziik. Ha
azonban a két kiilonbozo 1épéskozii megoldast parhuzamos processzorok
alkalmazéasaval idOben egyszerre szamitjuk ki, az aktiv Richardson-extrapolacid
szamitasi ideje alig lesz valamivel tobb, mint a rovidebb 1épéskozii megoldas
eléallitasanak a gépideje!

A 11. dbran lathatjuk, hogy n = 5 esetén az explicit Euler-modszer instabil
modon viselkedik, ugyanigy, mint a passziv Richardson-extrapolacio esetén. A masik
két mogottes modszer aktiv Richardson-extrapolaltja a referenciamegoldds mentén
halad mind a harom megjelenitett tdrozot tekintve. Ugyanez mondhato el n = 10 esetén
is, hasonloképpen, mint a passziv Richardson-extrapolacid vizsgalatakor.

Az eddigiekkel egyez6 modon n = 20-t6] mindharom numerikus megoldas a

pontosnak tekintett megoldas mentén halad, ahogy ezt lathatjuk is a /2. dbran.
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11. abra. A kiilonbozé mégaottes modszerek aktiv Richardson-extrapolaltiaval kapott numerikus
megoldasok ésszehasonlitasa a referenciamegoldassal a harom tarozora, n = 5 esetén.
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12. dbra. A kiilénb6z6 mogéttes modszerek aktiv Richardson-extrapolaltjaval kapott numerikus
megoldasok ésszehasonlitasa a referenciamegoldassal a harom tarozora, n = 20 esetén.

Az abszolut hibdk tablazatat szemlélve (5. tablazat) azt allapithatjuk meg, hogy a
hibdk nagysagrendjét tekintve nincsen jelentds eldrelépés a passziv Richardson-
extrapolacioval kapott eredményekhez képest. Lathatd, hogy mig az implicit Euler-
modszer passziv Richardson-extrapolaltja az alsolégkdrben n = 5 esetén 10°-os
pontossagu, itt egy nagysagrenddel pontatlanabb a megoldéds. Ugyanakkor azt is ki kell
emelni, hogy szintén az implicit Euler-modszer aktiv Richardson-extrapolaltja esetében az
ocean felsd rétegére a legkisebb n-t6l pontosabb, és bizonyos n értékekre egy
nagysagrenddel is pontosabb eredményt kapunk, mint a passziv Richardson-extrapolaciot
alkalmazva a mogottes modszerre. Ennek ellenére errdl a modellrdl elmondhatd, hogy nem
kifizetdd6 az aktiv Richardson-extrapolacié alkalmazasa, hiszen az eredmények nem
kiemelked6en jobbak, mint a passziv Richardson-extrapolacioval nyert numerikus

megoldasok, joval tobb szamitas mellett. Rdadasul, mint azt a késébbiekben latni is fogjuk,
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az aktiv Richardson-extrapolaciot alkalmazva egy-egy numerikus modszerre, a kombinalt
modszer stabilitasat kiilon meg kell vizsgalnunk (Farago et al., 2010).
Itt is tanulmanyozhatjuk azt, hogy az abszolut hibak hogyan aranylanak egymashoz,

mikdzben a 1épéskozt rendre a felére csokkentjiik. Ezt mutatja a 6. tabldzat.

5. tablazat. Az aktiv Richardson-extrapolacioval kapott abszolut hibak az egyes mogottes modszerekre
kiilonbozo lepéskozok esetén, az altalunk vizsgalt két tarozoban.

Az aktiv Richardson-extrapolacié abszolut hibaja

EE IE KP

n alsolégkor | mélyoc. réteg | alsélégkor | mélyoc. réteg | alsdlégkor | mélyoc. réteg

5 1,93E+93 1,51E+88 1,26E-05 3,40E-07 4,74E-10 3,36E-11

10 2,10E+12 1,64E+07 3,16E-06 8,64E-08 2,84E-11 2,11E-12

20 7,59E-07 2,21E-08 7,91E-07 2,18E-08 221E-12 131E-13

40 1,93E-07 5,51E-09 1,97E-07 5,47E-09 6,98E-13 6,25E-15

80 4,86E-08 1,37E-09 4,91E-08 1,37E-09 6,56E-13 1,34E-15

160 1,22E-08 3,43E-10 1,22E-08 3,43E-10 5,81E-13 1,82E-15

320 3,04E-09 8,58E-11 3,05E-09 8,57E-11 4,08E-13 1,52E-14

640 7,62E-10 2,14E-11 7,62E-10 2,15E-11 9,78E-13 1,21E-14

1280 1,91E-10 5,35E-12 1,92E-10 5,32E-12 1,48E-12 5,32E-14

2560 4,81E-11 1,46E-12 5,07E-11 1,38E-12 2,47E-12 1,66E-13

5120 1,39E-11 3,39E-13 1,60E-11 7,85E-13 3,21E-14 2,62E-13

6. tablazat. A hibak egymdshoz viszonyitott aranya (az adott sor lépéskézével kapott hiba osztva a folotte lévo
sor lépéskozével kapott hibaval) a passziv Richardson-extrapoldcio esetében.

1/2"p az aktiv Richardson-extrapolicid esetén

EE IE KP

n alsolégkor | mélyoc. réteg | alsélégkor | mélydc. réteg | als6légkor | mélyoc. réteg

5

10 0,0000 0,0000 0,2520 0,2544 0,0599 0,0628

20 0,0000 0,0000 0,2500 0,2521 0,0778 0,0623

40 0,2548 0,2491 0,2491 0,2510 0,3161 0,0476

80 0,2512 0,2495 0,2490 0,2505 0,9392 0,2144
160 0,2504 0,2498 0,2493 0,2502 0,8859 1,3627
320 0,2502 0,2499 0,2496 0,2501 0,7021 8,3539
640 0,2503 0,2496 0,2496 0,2509 2,3974 0,7911
1280 0,2503 0,2497 0,2527 0,2475 1,5142 4,4119
2560 0,2521 0,2736 0,2633 0,2596 1,6712 3,1171
5120 0,2885 0,2318 0,3159 0,5682 0,0130 1,5825
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Lathato, hogy az Euler-modszereket kombindlva az aktiv Richardson-extrapoldcioval, a
modszerek konvergenciarendje eggyel megnd; ahogyan azt vartuk, masodrendii
modszereket kapunk. A kozépponti modszert alkalmazva mogottes modszerként
megfigyelhetjiik, hogy a modszer mar hosszabb iddlépcsdvel szamolva is megkozeliti a
maximalis pontossagat, ¢és igy a hiba csak kezdetben csokken a harmadrendnek megfeleld

(s6t annal nagyobb) mértékben.
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4.2.3. A mogottes modszerekkel kapott eredmények

Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy miért érdemes a Richardson-extrapolaciot
alkalmaznunk a mogottes modszerekkel szemben, sziikséges ismerniink azok viselkedését
is. Igy ebben a részben emlitést kell tenniink az eddig mogottes modszerként alkalmazott
explicit, valamint implicit Euler-modszerrel és a kozépponti modszerrel kapott numerikus
eredményekrdl a vizsgalt széndioxid-modellben. A kovetkezOkben targyalt modell-
eredményeket mar kordbbi munkankban (Brajnovits és Kelemen, 2009) is kozoltiik, jelen
esetben az ott kapott eredményeket kiegészitve és tUjraértelmezve hasznéljuk fel a
Richardson-extrapolacio viselkedésének értelmezéséhez.

Az eddigiekhez hasonldan a mogottes modszerek esetén is megfigyelhetd, hogy az
explicit Euler-médszer n = 5 (I3. dbra), valamint n = 10 esetén instabilld valik, a
numerikus megoldas kind a végtelenbe, mig a masik két modszerrel kapott eredmény még
ilyen nagy 1épéskozok esetén is stabilnak mutatkozik. Amint azt az el6z6 két numerikus
sémat vizsgalva — ezekkel a modszerekkel — is lattuk, n = 20-t6] mindegyik numerikus

modszer megoldasa a pontos megoldas mentén fut. Ezt tekinthetjilk meg a /4. abrdan.
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13. dbra. A vizsgadlt mégottes modszerekkel kapott numerikus megolddsok osszehasonlitasa a
referenciamegoldadssal a harom tarozora, n = 5 esetén.
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14. dbra. A vizsgalt mégottes modszerekkel kapott numerikus megolddsok dsszehasonlitasa a

referenciamegoldassal a harom tarozora, n = 20 esetén.

A 7. tablazatban megfigyelhetjiik, hogy a vizsgalt harom numerikus modszer
abszolut hibai hogyan alakulnak a két megfigyelt tarozoban: az als6légkorben és a
mélyocedni rétegben. Szembedtld, hogy adott 1épéskozt tekintve az abszolut hibak két-
harom nagysagrenddel nagyobbak, mint a Richardson-extrapolaltak esetén. Az explicit

Euler-mddszer instabilan viselkedik nagy 1€péskdzok alkalmazasa soran, az implicit

modszerekkel ellentétben.
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7. tablazat. A mogottes modszerek abszolut hibdja az altalunk vizsgalt két tarozoban.

A mogottes modszerek abszolut hibaja

EE IE KP

n alsolégkor | mélyoc. réteg | alsélégkor | mélyoc. réteg | alsolégkor | mélyoc. réteg

5 3,78E+61 2,95E+56 1,10E-03 4,70E-04 1,72E-05 4,51E-07

10 2,40E+11 1,88E+06 5,76E-04 2,35E-04 4,31E-06 1,13E-07

20 2,91E-04 1,18E-04 2,89E-04 1,18E-04 1,08E-06 2,82E-08

40 1,45E-04 5,89E-05 1,45E-04 5,89E-05 2,69E-07 7,05E-09

80 7,26E-05 2,95E-05 7,24E-05 2,94E-05 6,73E-08 1,76E-09

160 3,63E-05 1,47E-05 3,62E-05 1,47E-05 1,68E-08 4,41E-10

320 1,81E-05 7,36E-06 1,81E-05 7,36E-06 4,20E-09 1,10E-10

640 9,06E-06 3,68E-06 9,06E-06 3,68E-06 1,05E-09 2,76E-11

1280 4,53E-06 1,84E-06 4,53E-06 1,84E-06 2,62E-10 6,88E-12

2560 2,27E-06 9,20E-07 2,27E-06 9,20E-07 6,44E-11 1,76E-12

5120 1,13E-06 4,60E-07 1,13E-06 4,60E-07 1,42E-11 5,63E-13

A kovetkezd tablazatban az abszolit hibdk egymdashoz viszonyitott aranyat
tiintetjik fel, mikdzben a 1€péskozt mindig a felére csokkentjiik. Amint azt tudjuk ezekrdl
az ismert numerikus moddszerekrél, az Euler-mddszerek konvergenciasebesség alapjan
elsérendli sémak, mig a kdzépponti mddszer masodrendi, és ezzel 6sszhangban vannak a

tablazatban szerepld értékek.

8. tablazat. A hibak egymashoz viszonyitott aranya (az adott sor lépéskozével kapott hiba osztva a folotte lévo
sor leépéskozével kapott hibaval) a mogottes modszerek esetében.

1/2"p a mogottes modszerek esetén

EE IE KP

n alsélégkor | mélydc. réteg | alsélégkor | mélyoc. réteg | alsolégkor | mélyoc. réteg

5

10 0,0000 0,0000 0,5235 0,5006 0,2500 0,2500

20 0,0000 0,0000 0,5018 0,5003 0,2500 0,2500

40 0,4991 0,4998 0,5009 0,5002 0,2500 0,2500

80 0,4996 0,4999 0,5005 0,5001 0,2500 0,2500
160 0,4998 0,5000 0,5002 0,5001 0,2500 0,2500
320 0,4999 0,5000 0,5001 0,5000 0,2500 0,2500
640 0,4999 0,5000 0,5001 0,5000 0,2499 0,2501
1280 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,2493 0,2497
2560 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,2458 0,2557
5120 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,2211 0,3202
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4.3. A szamitasi idok vizsgalata

A kovetkezOkben célunk megvizsgalni, hogy mit nyeriink gépidében, ha az
extrapolacios moddszereket alkalmazzuk. Ez nagyon fontos szempont a moddszerek
hatékonysaganak megitélése szempontjabol. Ebben nyujt segitséget szamunkra a négy
alabbi tablazat.

A 9. tablazatban a mogottes numerikus modszerekre lathatjuk a harom kiilonb6z6
séma szamitasi idejét n fiiggvényében. A szamitési idok kiiratasdhoz a MATLAB idOméro
utasitasat hasznaltuk. A tablazatbol kiolvashatd, hogy minden esetben a [épéskoz
csokkenésével parhuzamosan a szamitdsi id6 ndvekszik. Ezen kiviil feltiind, hogy
meghatarozott n esetén adott sémaval mindharom mogottes modszernek nagysagrendileg
azonos szamitasi idore van sziiksége. Azonban a legfontosabb, amit a numerikus sémak
miuikddése alapjan sejthettiink, hogy a mogottes modszerek igénylik a legkevesebb, mig a
mogottes modszerek aktiv Richardson-extrapolaltjainak kiszamitasa a legtobb id6t. Ennek

magyarazata egyértelmiien a szamitdsok mennyiségében rejlik.

9. tablazat. A mogottes modszerként alkalmazott semak szamitdsi ideje a lépéskozok fiiggvényében, a harom
vizsgalt esetben.

Szamitasi idok (sec)
EE-médszer IE-médszer KP-médszer
mogottes | aktiv R.e. | passziv R.e. | mogottes | aktiv R.e. | passziv R.e. | mogottes | aktiv R.e. | passziv R.e.
5 0,047 0,234 0,094 0,031 0,213 0,094 0,031 0,188 0,093

10 0,078 0,344 0,203 0,063 0,328 0,156 0,047 0,344 0,156

20 0,125 0,546 0,359 0,125 0,563 0,313 0,11 0,562 0,328

40 0,234 1,015 0,641 0,235 1,016 0,625 0,219 1,062 0,641

80 0,421 1,953 1,266 0,422 1,984 1,235 0,422 1,984 1,219
160 0,797 3,797 2,468 0,828 3,828 2,5 0,813 3,734 2,469
320 1,672 7,641 4,797 1,625 7,703 4,828 1,672 7,375 4,828

640 3,266 15,109 9,547 3,234 14,687 9,734 3,234 14,922 9,703
1280 | 6,438 29,531 19,203 6,468 29,594 19,25 6,5 29,484 19,453
2560 | 12,937 58,828 38,453 13,063 59 39,11 12,953 59,203 38,781
5120 | 25,687 139,187 77,25 25,984 118 77,859 25,844 118,063 78,641

A 10. tablazat azt mutatja meg, hogy ha elére meghatarozott pontossag elérése a
cél, akkor az explicit Euler-médszer, mint mogottes modszer felhasznalasaval, melyik
sémaval mennyit kell Iépniink ennek eléréséhez, és ehhez a szamitasok mennyi idot

igényelnek. A tablazatban feltiintetett 1épésk6zok az egyszerliség kedvéért az alsolégkorre
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vonatkoznak. Szamunkra ez a tdrozé a legfontosabb, hiszen ez all kapcsolatban a legtobb
rezervoarral, és itt jelenik meg az antropogén forrastag is.

Lathatjuk, hogy az explicit Euler-modszer 6nmagaban alkalmazva az altalunk
vizsgalt 1épéskozokre maximalisan 10°-0s pontossagot ér el, az aktiv és a passziv
Richardson-extrapolacié sémajat alkalmazva a modszerre ez az érték 107'. Azt is
kiolvashatjuk a tablazatbol, hogy a Richardson-extrapolaltak mar a legnagyobb stabil
eredményt ad6 1épéskdz esetén is pontosabbak, mint amilyen pontossagot a mogottes
modszerrel el tudnank érni! A kiilonbség a két Richardson-extrapolalt kozott elsésorban a
szamitasi idSben mutatkozik meg, ill. a 10”-es pontossag elérésénél a passziv Richardson-
extrapoléacioval kevesebb 1épés is elegendd. Tehat elmondhatjuk, hogy ebben a helyzetben

nem érdemes az aktiv Richardson-extrapolaciot alkalmaznunk a passzivval szemben.

10. tablazat. Az explicit Euler-modszer szamitasi ideje az eldirt pontossdag fiiggvényében, és az ennek
eléréséhez sziikséges minimadlis lépések szama.

Eldirt pontossag vs. szamitasi idok és sziikséges 1épések szama

EE-modszer
Pontosség MOGOTTES AKTIV RIEX PASSZiv RIEX
Szamitasi id6 Lépéskiz Szamitasi id6 Lépéskoz Szamitasi ido Lépéskiz
(sec) (sec) (sec)
[1.0E-02, 1.0E-03] - - -
[1.0E-03, 1.0E-04] 0,125 20 - -
[1.0E-04 , 1.0E-05] 0,421 80 - -
[1.0E-05, 1.0E-06] 3,266 640 - -
[1.0E-06 , 1.0E-07] - 0,546 20 0,359 20
[1.0E-07, 1.0E-08] - 1,953 80 1,266 80
[1.0E-08 , 1.0E-09] - 7,641 320 2,468 160
[1.0E-09, 1.0E-10] - 15,109 640 9,547 640
[1.0E-10, 1.0E-11] - 58,828 2560 38,453 2560
[1.0E-11, 1.0E-12] - - -

A 11. tablazatban a fenti adatokat jelenitjiik meg az implicit Euler-mddszerre
vonatkozolag. Itt szintén az implicit Euler-mddszert 6ndlloan alkalmazva az elérhetd
maximalis pontossag 10° nagysagrendii. A passziv Richardson-extrapolacidval kombinalt
modszer ebben az esetben a legnagyobb 1épéskdz esetén egy nagysagrenddel pontosabb,
mint az aktiv, ill. a 10”-es pontossag eléréséhez elegendé kétszer akkora 1épést megtennie,
mint az aktivnak. Tehat ez alkalommal is célszeriibbnek mutatkozik a passziv Richardson-
extrapolacio alkalmazésa, hiszen koltséghatékonyabb, €és legalabb olyan pontos, mint az

aktiv Richardson-extrapolacio.
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11. tablazat. Az implicit Euler-modszer szamitdsi ideje az eldirt pontossag fiiggvényében, és az ennek

elérésehez sziikseges minimalis lépések szama.

IE-médszer

MOGOTTES AKTIV RIEX PASSZiV RIEX
Pontossag Szamitasi ido Lépéskiz Szamitasi ido Lépéskiz Szamitasi ido Lépéskoz
(sec) (sec) (sec)
[1.0E-02 , 1.0E-03] 0,031 5 - -
[1.0E-03, 1.0E-04] 0,063 10 - -
[1.0E-04, 1.0E-05] 0,422 80 0,213 5 -
[1.0E-05, 1.0E-06] 3,234 640 0,328 10 0,094 5
[1.0E-06 , 1.0E-07] - 0,563 20 0,313 20
[1.0E-07 , 1.0E-08] - 1,984 80 1,235 80
[1.0E-08, 1.0E-09] - 7,703 320 2,5 160
[1.0E-09, 1.0E-10] - 14,687 640 9,734 640
[1.0E-10, 1.0E-11] - 59 2560 39,11 2560
[1.0E-11, 1.0E-12] - - -

Az alabbi tablazatban a kozépponti mddszerre feltlintetett adatokat 1athatjuk. Ebben

az esetben is elmondhatd, hogy a Richardson-extrapolaltak joval pontosabban viselkednek,

mint az dnmagaban alkalmazott kézépponti modszer; noha maga a mogottes modszer is

sokkal pontosabb, mint az eddig vizsgalt Euler-mddszerek — maximalis pontossaga 107",

Ebben az esetben azonban a Richardson-extrapolaltak nagysagrendben ugyanolyan

pontosnak bizonyulnak adott 1épéskoz esetén, viszont a szamitasi idok és az elvégzendd

szamitdsok mennyisége miatt itt is a passziv Richardson-extrapolaci6é alkalmazasa a

célravezetO.
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12. tablazat. Az kozépponti modszer szamitasi ideje az elirt pontossag filiggvényében, és az ennek eléréséhez

sziikséges minimalis lépések szama.

KP
MOGOTTES AKTIV RIEX PASSZiV RIEX
Pontossag Szamitasi ido Lépéskz Szamitasi ido Lépéskiz Szamitasi ido Lépéskoz
(sec) (sec) (sec)
[1.0E-02, 1.0E-03] - - -
[1.0E-03 , 1.0E-04] - - -
[1.0E-04 , 1.0E-05] 0,031 5 - -
[1.0E-05, 1.0E-06] 0,047 10 - -
[1.0E-06 , 1.0E-07] 0,219 40 - -
[1.0E-07 , 1.0E-08] 0,422 80 - -
[1.0E-08, 1.0E-09] 1,672 320 - -
[1.0E-09, 1.0E-10] 6,5 1280 0,188 5 0,093 5
[1.0E-10, 1.0E-11] 12,953 2560 0,344 10 0,156 10
[1.0E-11, 1.0E-12] - 0,562 20 0,328 20
[1.0E-12, 1.0E-13] - 1,062 40 0,641 40
[1.0E-13, 1.0E-14] - 118,063 5120 78,641 5120

[1.0E-14, 1.0E-15]

A fentiek alapjan elmondhatjuk, hogy ezekkel a numerikus modszerekkel a passziv

Richardson-extrapolaci6 a leginkabb koltséghatékony, egyszersmind a legpontosabb — az

aktiv Richardson-extrapolacié mellett. Mindezek mellett tudjuk rola, hogy ha a mogottes

numerikus modszer stabil, akkor a passziv Richardson-extrapolaltja is stabil modszer, mig

ugyanez nem mindig mondhaté el az aktiv Richardson-extrapolaltrél. Ezért sziikséges az

aktiv Richardson-extrapolaci6 alkalmazéasa el6tt stabilitdsvizsgéalatot végezni. Ezzel

foglalkozunk a kovetkezd fejezetben.
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5. A Richardson-extrapolacios modszerek stabilitasa

A numerikus modszerek stabilitasi tulajdonsagait az alabbi, un. Dahlquist-féle

tesztfeladaton szokasos tanulmanyozni (Dahlquist, 1963):

{V@=iﬂ0 36)

y(0) =y,

ahol 7€[0,0) és A<0. Ezen feladat pontos megoldasa az y(¢) = exp(At)y, fliggvény,

amelyre igazak a kovetkezo tulajdonsagok: 1) a megoldas korlatos, ii) a megoldas ¢ — o -
re nulldhoz tart.

Egy numerikus modszert stabilnak neveziink, ha a Dahlquist-féle tesztfeladatra
alkalmazva a numerikus megoldas korlatos marad, azaz 1étezik olyan K konstans, amelyre

minden n id6rétegen | y, |< K teljesiil. Ha a mddszer stabilitasi fliggvényét R(zA) jeloli,

akkor

Yo = (R(Z))" vy 5 (37)
azaz

| yu HRE) "]y |- (38)

A mértani sorozat tulajdonsagai alapjan vilagos, hogy az |y, | sorozat korlatossaganak
feltétele: —1< R(tA) <1, vagyis |R(tA)|<1. A tovabbiakban ezen feltétel teljesiilését

vizsgéaljuk meg az eddigiekben vizsgalt numerikus modszerekre és azok Richardson-

extrapolaltjara.

Az explicit Euler-maodszer stabilitasi feltétele

Az explicit Euler-moddszer stabilitasi fiiggvénye Rg;(zA)=1+174, kovetkezésképpen a

modszer stabil, ha

1+ TA <1, (39)
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Vizsgaljuk meg, mit jelent ez adott A <0 esetén a valaszthato id6lépcs6 hosszara nézve!

1+th €] o -1<l+th<] < -2<th<0. (40)

A 74 szorzat mindig negativ, tehat a stabilitasi feltétel —2 < 1A, azaz

xS 2 1)

Ha ennél hosszabb iddlépcsdt valasztunk, akkor a Dahlquist-féle tesztfeladatra az
explicit Euler-modszer instabilla valik, a numerikus megoldas kind a végtelenbe. Mindez
azt is jelenti, hogy az explicit Euler-modszer nem feltétel nélkiil stabil (azaz nem lesz

minden 1épéskozre stabil a megoldas), csak un., feltételesen stabil modszer.

Az aktiv Richardson-extrapolaciéval kombinalt explicit Euler-mddszer stabilitasa

Ha a t Iépéskozzel kiszdmitott megoldast pontositani szeretnénk a korabbi,
hosszabb iddlépcsdvel kapott megoldassal az aktiv Richardson-extrapolacié modszerével,

akkor az (n+1)-edik idérétegen kapott kombinalt megoldas

Y =20474)°y, —(1+222)y,. (42)
Innen a kombindlt modszer stabilitasi fiiggvénye
Ry pier (TA) = 2(1+74) = (14+222) = 1+ 224+ 227 2. (43)

Vezessiik be p =1\ jelolést, amely nyilvanvaléan nempozitiv értéket vehet csak

fel. A stabilitasi feltétel ezzel:

—1<1+2u+2p* <1, (44)
azaz
-1<pul+p)<0. (45)

A jobb oldali egyenldtlenség akkor all fenn, hal+p > 0. Ebbdl a
T (46)
feltételt nyerjiik. A bal oldali egyenlétlenség a

wW4+p+1>0 (47)
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feltételt jelenti. Mivel a diszkrimindns negativ, igy az egyenlétlenség minden p-re fennall.
Ezért ebbdl nem jutottunk tovabbi feltételhez. A t és 2t 1épéskdzzel és az explicit Euler-

modszerrel szamolo Richardson-extrapolacios modszer stabilitasi feltétele tehat

u>-1,azaz ts|%|. (48)
Ez éppen az a feltétel, amely mellett a t és 2t 1€péskozii explicit Euler-modszer egyszerre
stabil lesz, ugyanis ez azonos a hosszabb 1épéskozii explicit Euler-modszer stabilitasat

biztositd

2

21 < —
A

(49)
feltétellel (1asd az Az explicit Euler-modszer stabilitasi feltétele cimii részt).
Kovetkezésképpen, ha a Richardson-extrapolacié sordn a két explicit Euler-1épés
stabil, akkor a kombinalt médszer is stabil lesz. Ha azonban a hosszabb iddlépcsdvel
szamitott megoldas mar nem stabil, akkor a Richardson-extrapolacioval kapott megoldas
szintén nem rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.
Az explicit Euler-mddszerre és Richardson-extrapolaltjara kapott stabilitasi

fiiggvényeket a /5. dbran tlntettiik fel.
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Stabilitasi fuggvények az EE médszerhez
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15. abra. Az explicit Euler-modszernek és aktiv Richardson-extrapolaltianak stabilitasi fiiggvénye.

Az implicit Euler-maodszer stabilitasi feltétele

Az implicit Euler-modszer stabilitasi fiiggvénye R,z (74)=1/(1-71), tehat a

modszer stabil, ha

<1. (50)

1
1-1tA

Adott A <0 esetén a valaszthat6 1d6lépcsot kifejezve a

-1< <1 (51)

képletbdl arra az eredményre jutunk, hogy a mddszer barmilyen t értékre stabil megoldast
szolgaltat. Ez mar abbol is latszik, hogy a nevezdében allo szdm nagyobb vagy egyenld 1-

gyel, igy a tort értékére mindig igaz lesz az egyenldség. Raadasul az is latszik, hogy
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amidén ¢ — o (azaz p— - o), a stabilitasi fliggvény értéke hozzasimul a konstans 0
egyeneshez. Ezt a 16. dabran meg is figyelhetjiik. Az ilyen modszereket Ay-stabilnak

nevezzuk.

Az aktiv Richardson-extrapolacioval kombinalt implicit Euler-mddszer stabilitasa

Ebben az esetben, ha pontositani szeretnénk a megoldasunkat az aktiv Richardson-

extrapolaciot felhasznalva, a stabilitasi fiiggvény a kdvetkez6 alakot olti:

1Y 1
R (A =2 - . 52
IE+Rlex(T) (l—flj 1_21_1 ( )

Az

1-74

2
2( ! j o 12 /1% <1 feltétel egy bonyolult, harmadfoku egyenletet eredményez,
-2z

melynek pontos megoldasa igen bonyolult, ezért célszeriibb grafikonon bemutatni a
stabilitasi fiiggvény viselkedését. Ezt lathatjuk a /6. abran. Elmondhat6, hogy az implicit
Euler-moddszer Richardson-extrapolaltja is stabil moddszert eredményez, melynek a
stabilitasi fliggvénye a mogottes modszeréhez hasonldan ¢ — oo esetén 0-hoz tart. Vegyiik
¢szre azonban, hogy a fiiggvény alulrol tart a nulldhoz, ezért tulsdgosan hosszl iddlépcsdk
esetén a numerikus megoldas 1épésenként eldjelet valt (oszcillal), mig ez nem jellemzo6 a

sima implicit Euler-modszerre.
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Stabilitasi fUuggvények az IE médszerhez

o

16. dabra. Az implicit Euler-modszernek és aktiv Richardson-extrapolaltjanak stabilitasi fliggvénye.

i

A kozépponti modszer stabilitasi fiiggvénye
T

A kozépponti modszer stabilitasi feltétele

1+

(33)

2
7

Ryp(72)

2
alaku. A stabilitas feltétele, hogy ez a fliggvény abszolut értékben kisebb vagy egyenld

legyen 1-gyel, vagyis

(34)
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Egyszerti atrendezéssel azt kapjuk, hogy
0.574-1<1+0.524 <1-0.574. (55)

A bal oldali egyenldtlenség 0.574-1<1+0.574 < 0<2, amib6l nem kapunk
megszorito feltételt az idélépcsore. Ugyanezt elmondhatjuk a jobb oldali egyenldtlenségrol
is: 140524 <1-052A < 0<-74. Mivel A<0, ez az egyenldtlenség is minden
1épéshosszra fennall. Ezt mutatja a /7. dbran a zold folytonos vonal.

Ha kiszamitjuk a stabilitasi fliggvény hatarértékét, azt tapasztaljuk, hogy az a
végtelenben —1-hez tart. Ennek eredményeképpen, ha az iddlépcsé nem elég rovid, a

kozépponti modszerrel kapott numerikus megoldas oszcillal.

Az aktiv Richardson-extrapolaciéval kombinalt k6zépponti modszer stabilitasa

Az eddigiekkel szemben a kozépponti modszer egy madasodrendben pontos
numerikus modszer, tehat az (5) képlet értelmében a Richardson-extrapolaltjat mas
sulyokkal szdmitjuk, mint azt az Euler-moddszereknél lattuk. Emiatt a stabilitasi

fiiggvényben is mas sulyok szerepelnek:

4(1+02524)  11+0.574
Ripopi(tA) = —| ————2 | 222 56
wpskiex (74) 3[1—0.25%] 31-0.5¢71 (58)
A stabilitasvizsgalat soran az
2
i(no.zsuj 114057 57
3\1-0.25¢24 31—0.574\

egyenl6tlenséget kell megoldanunk. Ez egy bonyolult harmadfoka egyenldtlenséghez
vezet, melynek pontos megoldasat mellézve grafikusan jelenitettiik meg a fliiggvényt a /7.
abran (kék pontozott vonal).

Ha megvizsgaljuk, hogy a stabilitasi fiiggvény ¢ — oo esetén milyen értéket vesz
fel, 5/3-ot kapunk eredményiil, ami azt jelzi, hogy tul hosszl id61épcsét valasztva mar nem
stabil a mddszer. Ugyanakkor mentes az oszcillaciotol, mert a stabilitdsi fiiggvény nem

vesz fel negativ értékeket. Ebben kedvezobb tulajdonsagu a sima kozépponti mdodszernél.
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Stabilitasi fuggvények a KP médszerhez
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17. abra. Az kézépponti modszernek és aktiv Richardson-extrapolaltjanak stabilitdsi fiiggvénye.

Megjegyezzikk, hogy a kozonséges differencidlegyenlet-rendszerek numerikus
modszereinek elméletében szamos egyeb stabilitasi fogalom is hasznalatos, amelyeket a
Dahlquist-féle tesztfeladat altalanosabb (komplex A egylitthatoju) alakjanak segitségével
vezetiink be. Egy mddszert A-stabilnak neveziink, ha tetszéleges id6lépcsdvel stabil megoldést
kapunk (mas szoval, ha azon p pontok halmaza, amelyekre a megoldas stabil, magéaba foglalja
az egész negativ komplex félsikot). Ha ezen feliil az is teljesiil, hogy a stabilitasi fliggvény
egynél kisebb abszolut ért¢kli szamhoz tart, mikézben p tart a minusz végtelenhez, akkor a
modszert erdsen A-stabilnak nevezziik. Ennél is erdsebb tulajdonsag az L-stabilitas, vagyis a
stabilitasi fliggvény nulldhoz tartasa, ha p tart a minusz végtelenhez. Kiilondsen stiff feladatok
numerikus megoldasanal fontos, hogy lehetdség szerint legalabb A-stabil modszert
alkalmazzunk (Hundsdorfer and Verwer, 2003). Az emlitett stabilitasi tulajdonsagok részletes
vizsgalata a 0-modszer és az aktiv Richardson-extrapolacié kombinacidjara megtalalhatod a
Zlatev et al. (2010) publikacioban, amelynek f6 eredményei az alabbiakban foglalhatok dssze:

1. A Richardson-extrapolacidval kombinalt implicit Euler-modszer L-stabil.

2. A Richardson-extrapolacioval kombinalt 0-mddszer erésen A-stabil, ha® € [2/3,1].

3. A kodzépponti modszer Richardson-extrapolaltja nem A-stabil.
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6.  Operatorszeletelési modszerek kombinalasa Richardson-extrapolacioval

A Richardson-extrapolacié alkalmazhaté minden iddintegraldsi modszerre, igy
szeleteld eljarasok rendjét is ndvelhetjik vele. Ez a meteorologiai modellezésben
kiilonosen fontos, hiszen a bonyolultabb problémak megoldasira ezen eljarasok
alkalmazasaval nyilik lehetdségiink. Sok feladat megoldasakor nagy pontossagot kivanunk
elérni, és ehhez nem elég az, ha a numerikus megold6 modszer rendje magas, sziikségiink
van magasabb rendl szeletelési sémak hasznalatira is. Ezek azonban iddigényesebbek,
tovabba ha a kapott eredmény nem elég pontos, a szdmitasokat kisebb id6lépcsdvel tjra el
kell végezni, ami szintén koltségessé teszi dket (a hosszabb iddlépcsdvel kapott megoldast
nem hasznaljuk fel). Mindez felveti a Richardson-extrapolaci6 alkalmazasat a szeletelési
eljarasok soran is (Farago et al., 2009), ugyanis elvileg az extrapolacié alkalmazasaval

alacsonyabb rendi szeletelési mdodszer esetén is megfeleld pontossagot nyerhetiink.

A kornyezeti modellekre gyakran jellemzd a széndioxid-modell kapcsan mar emlitett
stiffség. Célunk két kis szamitdsigényli, elsérendli szeletelési modszerek kombinalasa
Richardson-extrapolacidval egy reakcio-difftiziés modellben. Ez a modell ugy tekinthetd,
mint a szennyezdanyag-terjedési modellek egyszeriisitett valtozata, amely rendelkezik az
ezen modellekre altalaban jellemzd stiffséggel. Tanulmanyozzuk a modszerek pontossagat,
kiilonds tekintettel arra, hogy a feladat stiffsége hogyan hat ki a hiba nagysagara. A kérdés
fontossagat indokolja, hogy 1) a stiff rendszerek gyakoriak az alkalmazasokban, 2) a
magasabbrendii szeletelési moddszerek stiff feladatokra vald alkalmazisanal jol ismert
jelenség az Gn. rendcsokkenés, ami azt jelenti, hogy az elméletileg vart hibacsokkenésnél
lassubb csokkenést tapasztalunk, mikozben az idolépcsét roviditjiik (Hundsdorfer and
Verwer, 1994; Sportisse, 1998; Verwer and Sportisse, 1998). Kivancsiak vagyunk arra,
hogy a vizsgalt elsérendii szeletelések Richardson-moddszerrel valé kombinalasakor szintén
fellép-e ez a jelenség. Itt csak az aktiv Richardson-extrapoldcioval all modunkban

foglalkozni, de késdbbi terveink kdzott szerepel a passziv valtozat tesztelése is.
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6.1. Operatorszeletelési modszerek

A tovabbiakban azon két elsdrendii szeletelési eljarast ismertetjiik, amelyeket a
késObbiekben altalunk vizsgalt egydimenzids reakcio-diffuzios feladatban alkalmazni

fogunk: a szekvencialis és az additiv szeletelést.

A szekvencialis szeletelés

A szekvencidlis szeletelés a legegyszeriibb, és ezért a legelterjedtebben alkalmazott
szeletelési modszer. Az eljards sordn a feladat operatorat két (vagy akdr tobb)
részoperatorra bontjuk, a feladat iddintervallumat pedig » db 7 =T/n hosszusagh
részintervallumra daraboljuk (Csomds et al., 2005, Havasi et al., 2001; Kriizselyi, 2009).
Eldszor az elsd (A4) részoperatornak megfeleld feladatot oldjuk meg egy 7 hosszisagu
intervallumon, utdna ugyanezen az intervallumon megoldjuk a masodik (B)
részoperatornak megfeleld feladatot. Mindegyik részoperator esetén a kezdeti feltétel
mindig az el6zé lépésben megoldott feladatnak az intervallum végpontjaban kapott
megoldasa lesz. Ezek alapjan a szekvencialis szeletelést a kovetkezOképpen irhatjuk fel:
A megoldand6 Cauchy-feladat:

du(t)

=(A+Bu(r), 1e(0,T]

(58)
u(0) =u,

ahol X egy Banach-tér, u :[0,7] > X az ismeretlen fiiggvény, 4,8 : X — X azUn.

részoperatorok, és u, € X adott kezdeti fliggvény.
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A szeletelés sémaja:

1
% = Au (1)t € ((k -1z, k7] -
u) (k=17) = o, (k- 1)7),

dul® (t)
dt
u? ((k=1)7) =uy’ (ko)

= Bul> (t),t € (k= 1)z, kz] (60)

o, (kt) =u\? (kr), (61)

ahol o (/1) az It -ban kapott szeletelt megoldast jeloli (I =1,2,...,n), és o,(0) =u,.

A szeletelt megoldast minden intervallum végén a masodik részfeladatnak az adott
iddpillanatra kapott megoldasa jelenti. Hangstlyozzuk: nem mindegy, hogy melyik
részoperatorral kezdjiik a feladat megoldasat, a megoldas fiigg az operatorok alkalmazasi

sorrendjének megvalasztasatol.

Ezen az egyszerli szeletelési eljarason jol lehet latni az operatorszeletelés 1ényegét.

Minden késdbb 1étrejott szeletelési eljarasnak az alapjat ez a modszer jelenti.
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Az additiv szeletelés

A masik altalunk vizsgalt szeletelési eljaras az additiv szeletelés (Gnandt, 2005,
Gnandt, 2006, Farago et al., 2008). A megoldand6 feladat tovabbra is (/). Az additiv

szeletelés matematikai algoritmusa a [(k—1)7,k7] intervallumon a kovetkezdképpen

alakul:
O

% = AuP ().t € ((k - D)z, k7]

ul ((k - 1)r) = o, (k - 1)7), (62)
(2)

% = Bul® ().t  ((k - )z, kr]

ul? (k =1)7) = 0, ((k = )7), (63)

o, (kt) = u" (k7) + ul® (k1) — @, ((k - 1)7), (64)

ahol k =12,...,n,¢és w,(0) = u,.

A séma nagyban hasonlit a szekvencidlis szeletelésre, azonban egy Iényeges
dologban mégis kiilonbozik tdle, nevezetesen, hogy a kezdeti feltételt mindkét részfeladat
esetén az elozd 1épésben kapott szeletelt megoldas adja. Az additiv elnevezés a modszer
lényegébdl adodik: azonos kezdeti feltételbdl kiindulva megoldjuk mindkét részfeladatot,
majd a kapott megoldasokat Osszeadva, és ebbdl a kezdeti feltételt kivonva kapjuk a
szeletelt megoldast. Innen lathatd, hogy a két részfeladat egy Iépésen belill nem hat
egymasra, egymastol fliggetlenek. Ez ennek az eljarasnak az egyik elénye, mert ezaltal

operator szinten parhuzamosithato.
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6.2. Alkalmazas reakcio-diffuzios feladaton

A tovabbiakban a fent emlitett két szeletelési eljarast alkalmazzuk az aktiv
Richardson-extrapolacioval kombindlva (ennek leirdsa a II. Mellékletben talalhatd) egy
reakcio-diffuzids feladaton. Ez a térben egydimenzids parcidlis differencidlegyenlet-
rendszer betekintést enged abba, hogy stiff rendszereknél hogyan milkddnek ezek a
modszerek, tanulmanyozhatjuk a sémak pontossagat. Elsdsorban az érdekel minket, hogy a
rendszer merevsége mennyire befolyasolja a hiba nagysagat.

Az altalunk vizsgalt tesztfeladatot az aldbbi egyenletrendszer irja le (Hundsdorfer

and Portero, 2006):

ou o%u
— =D, ——kju+kyv+s,(x),
ot ox?
(65)
ov oy

—=D,—+ku—k,v+s,(x),
o 252 T h 2 2 (%)

ahol 0 < x < 1, és 0T S%. Itt D, é D, jeloli a diffuzids egyiitthatokat. A

reakcidsebességi allandok k, és k,, valamint a rendszerben megjelend forrastagokat s, és

s, jeloli. A kezdeti és peremfeltételek a rendszerben a kovetkezok:

u(x,0)=1+ sin(% ),

. (66)
v(x,0) = —Lu(x,0).
ky
u(0,¢) =1,
v(0,7) = k— (67)
9 - k2 ’
ou ov
a(l,t) = a(l,t) =0.

D =01, D,=0; si(x)=L s5,(x)=0; k, =1.
A masik reakciosebességi allandd értekét tobbféleképpen valasztottuk meg,

ahogyan arr6l a késdbbiekben részletesen sz6 lesz.
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A feladatot el6szor (hagyomanyos modon) térben diszkretizaljuk, igy idofiiggd
kozonséges differencialegyenlet-rendszert nyeriink. Ez utobbira alkalmazzuk a szeletelési
eljarasokat ¢és a Richardson-extrapolaciot.

A feladat egyik érdekes tulajdonsaga, hogy a k, reakcidsebességi allando megfeleld
beallitasaval a feladat stiffsége szabalyozhato. A difftizios operator térbeli diszkretizacioja
megfelelden kis térbeli 1épéskdz esetén szintén merevvé teszi a feladatot. A vizsgalatok
soran a referenciamegoldast a MATLAB-ba beépitett ode45 fiiggvénnyel kapott numerikus
megoldas szolgaltatja, melynek pontossagat 10""*-re allitottuk be, tehat maximalizaltuk. A
tovabbiakban ehhez viszonyitva tanulmanyozzuk az egyes szeletelési eljarasok, ill. azok
Richardson-extrapolaltjainak a globalis hibajat. A szeletelés soran a kivalasztott numerikus
séma, amellyel a részfeladatokat megoldjuk, az implicit Euler-mddszer, hiszen kordbban
lattuk, hogy ennek a stabilitdsi tulajdonsdgai megfeleléek. Elvarasunk, hogy a két
elsérendli operatorszeleteld modszer az aktiv Richardson-extrapolacioval kombindlva
rendnovekedést mutasson, igy masodrendben konvergens legyen.

A rendvizsgalat soran eldszor Ugy teszteltiik az extrapolaciés mddszer viselkedését
a modellben, hogy az egyenletrendszer a mar fent emlitett konstansok értékeinek
beallitasat kovetéen nemstiff rendszert alkosson, majd ugy, hogy ezek meghatarozott
értékeivel az egyenletrendszert stiffé tettilk. A fejezet tovabbi részében az igy kapott

eredményeink bemutatasaval foglalkozunk.
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6.2.1. A nemstiff rendszerben kapott eredmények

A (65)-(67) feladatot megoldottuk két elsérendii operatorszeleteldé modszerrel, az
additiv és szekvencidlis szeleteléssel, ill. ezek aktiv Richardson-extrapolaltjaval. A
feladatban k; = 1 és N = 5 megvalasztasaval (N jeloli a térbeli racspontok szamat)
biztositjuk, hogy az egyenletrendszer ne alkosson merev rendszert. Az igy kapott

eredményeinket a /3. tabldzat mutatja.

13. tablazat. Az additiv és a szekvencidalis szeletelés RD operatorsorrendben vett valtozatanak, ill. azok aktiv
Richardson-extrapolaltjainak abszolut hibai a lépéskoz fiiggvényében.

T Additiv Additiv + Riex Szekv. RD Szekv. RD + Riex
1/10 2,32E-02 2,55E-03 1,90E-02 1,19E-03
1/20 1,27E-02 7,65E-04 9,84E-03 3,69E-04
1/40 6,62E-03 2,13E-04 5,01E-03 1,05E-04
1/80 3,39E-03 5,67E-05 2,53E-03 2,80E-05

1/160 1,71E-03 1,46E-05 1,27E-03 7,27E-06
1/320 8,62E-04 3,72E-06 6,37E-04 1,85E-06
1/640 4,32E-04 9,39E-07 3,19E-04 4,68E-07
1/1280 2,16E-04 2,36E-07 1,60E-04 1,18E-07
1/2560 1,08E-04 5,91E-08 7,98E-05 2,95E-08
1/5120 5,42E-05 1,48E-08 3,99E-05 7,37E-09

Lathato, hogy mindkét esetben a Richardson-extrapolalt mar a legnagyobb Iépéskoz
esetén is legalabb egy nagysagrendben pontosabb, mint az eredeti operatorszeletelési
eljaréas. A legkisebb altalunk vizsgalt 1épéskozt tekintve elmondhatjuk, hogy a Richardson-
extrapolacid harom nagysagrenddel jobb a mdgottes modszernél az additiv szeletelést
tekintve, és négy nagysagrenddel a szekvencidlis szeletelés esetében, az altalunk vizsgalt
operatorsorrendben. Egyértelmiien latszik, hogy minden esetben pontosabb modszert

nyeriink a Richardson-extrapoléaciot hasznalva.
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14. tablazat. Az abszolut hibak aranyai (az adott sor lépéskézével kapott hiba osztva a folotte lévé sor
lépéskozével kapott hibaval) az additiv és a szekvencialis RD szeletelésre, ill. azok aktiv Richardson-
extrapolaltjaira. — nemstiff eset.

T Additiv Additiv + Riex Szekv. RD Szekv. RD + Riex

1/10

1/20 0,5450 0,2998 0,5182 0,3097

1/40 0,5231 0,2788 0,5094 0,2835

1/80 0,5117 0,2658 0,5048 0,2680
1/160 0,5059 0,2583 0,5024 0,2594
1/320 0,5030 0,2543 0,5012 0,2548
1/640 0,5015 0,2522 0,5006 0,2524
1/1280 0,5007 0,2511 0,5003 0,2512
1/2560 0,5004 0,2505 0,5002 0,2506
1/5120 0,5002 0,2504 0,5001 0,2502

A 14. tablazatban azt lathatjuk, hogy az abszolut hibak hanyad résziikre
csokkennek, mikdzben a 1épéskozt a felére csokkentjiik. Ebbdl kovetkeztethetiink az egyes
moddszerek konvergenciasebességére. Ezek alapjan a kombinalt méddszereket szemlélve
megallapithatd, hogy a vizsgalt nemstiff rendszerben mindegyik séma méasodrendben
konvergens. Igy kijelenthetjiik, hogy ebben a feladatban érdemes a Richardson-
extrapolacidoval kombindlt modszereket hasznalnunk, hiszen joval pontosabbak, és a

konvergenciasebességiik is nagyobb, mint a mogottes modszereké.
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6.2.2. Eredményeink a stiffnek valasztott rendszerben

A (65)-(67) egyenletrendszer egy stiff beéllitdsa az az eset, amikor k, = 10%, és a
térbeli racspontok szamat 100-ra noveljik. Mivel stiff rendszerrél beszéliink, ezért
koriiltekintéen kell eljarnunk a numerikus modszer megvalasztasanal.

Az alabbi tablazatban az abszolut hibdkat lathatjuk a négy altalunk vizsgalt
esetben. Ugyanugy, mint a nem merev rendszernél, itt is a Richardson-extrapolaltak
rogton a legnagyobb 1épéskdz esetén mar legalabb egy nagysdgrenddel pontosabbak,
mint a mogdttes operatorszeletelési eljarasok. A maximalis pontossag nagysagrendileg is
egyez0 a nemstiff rendszerbeli értékkel, ha a szekvencidlis szeletelés RD
operatorsorrendjét (el6szor a reakcids, majd a diffuzids operdtorral hatunk a fliggvényre)
alkalmazzuk Richardson-extrapolacioval. Viszont a mésik extrapoldlt modszeriink nem
éri el azt a maximalis pontossagot, mint az el6z0 feladatban — két-harom nagysagrenddel

felette marad.

15. tablazat. Az additiv és a szekvencidalis szeletelés RD operatorsorrendben vett valtozatanak, ill. azok aktiv
Richardson-extrapolaltjainak abszolut hibai a lépéskoz fiiggvényében.

T Additiv Additiv + Riex Szekv. RD Szekv. RD + Riex
1/10 9,67E-02 7,06E-03 1,08E-02 5,87E-04
1/20 4,84E-02 3,67E-03 5,58E-03 1,78E-04
1/40 2,42E-02 1,86E-03 2,83E-03 4,99E-05
1/80 1,21E-02 9,21E-04 1,43E-03 1,33E-05
1/160 6,05E-03 4,59E-04 7,16E-04 3,45E-06

1/320 3,03E-03 2,21E-04 3,58E-04 8,80E-07
1/640 1,51E-03 1,08E-04 1,79E-04 2,25E-07
1/1280 7,57E-04 4,71E-05 8,97E-05 5,85E-08
1/2560 3,78E-04 1,80E-05 4,49E-05 1,59E-08
1/5120 1,89E-04 6,10E-06 2,22E-05 4,57E-09

A 16. tdblazatbol kimutathatd, hogy az RD sorrendben vett elsérendi
szekvencialis szeletelés Richardson-extrapolaltjaval mésodrendben konvergens modszert
nyeriink. Ugyanezt nem mondhatjuk el a DR sorrendben vett Richardson-extrapolaltrol,
ami elsérendli konvergenciat mutat, ezért csak a jobb eredményt add szeleteléssel
foglalkozunk. Innen is latszik, hogy nem mindegy, hogy a szeletelés soran milyen

sorrendben hatunk a részoperatorokkal a fliggvényre. Az aktiv Richardson-
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extrapolacidoval kombinalt additiv szeletelés nem viselkedik elvardsainknak megfelelden,
tovabbra is elsérendli, akarcsak a mogottes modszer, viszont a vizsgalt idélépcsdk mellett
legalabb egy, legfeljebb négy nagysagrenddel pontosabb eredményt ad, mint a mogottes
modszer. Ezek alapjan elmondhatjuk, hogy ebben a stiff rendszerben csak egy extrapolalt

séma masodrendben konvergens, ellentétben a nemmerev rendszernél tapasztaltakkal.

16. tablazat. Az abszolut hibdk aranyai (az adott sor lépéskozével kapott hiba osztva a folétte lévé sor
lépéskozevel kapott hibaval) az additiv és a szekvencidlis RD szeletelésre, ill. azok aktiv Richardson-
extrapolaltjaira — stiff eset.

T Additiv Additiv + Riex Szekv. RD Szekv. RD + Riex

1/10

1/20 0,5005 0,5201 0,5150 0,3031

1/40 0,5003 0,5056 0,5075 0,2804

1/80 0,5001 0,4956 0,5038 0,2667
1/160 0,5001 0,4981 0,5019 0,2590
1/320 0,5000 0,4828 0,5009 0,2554
1/640 0,5000 0,4888 0,5005 0,2554
1/1280 0,5000 0,4348 0,5002 0,2600
1/2560 0,5000 0,3829 0,5001 0,2712
1/5120 0,5000 0,3384 0,4957 0,2880

A fenti jellemz6kbdl megallapithatjuk, hogy habar a vart konvergenciat nem
mutatja a modszer, de minden esetben pontosabb, mint a mogottes numerikus sémak.
Viszont mivel konvergenciasebessége nem éri el a vart mértéket, valdszinlileg nem éri
meg alkalmazni a stiff modellfeladatokon ezekkel az iddintegralasi moddszerekkel,
ugyanis nem koltséghatékony. Joval tobb szamitast kell elvégezni, ami jelentdsen

noveli a futtatas idejét, ill. koltségeit.
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Osszességében kijelenthetjilk, hogy mindkét tipusi modellfeladatban az
operatorszeletelést kombinalva az aktiv Richardson-extrapolacioval joval pontosabb
modszert kaptunk, mint maguk az operatorszeletelési eljarasok voltak. Mindezek
mellett fontos eredmény az, hogy stiff feladatok esetén az altalunk vizsgalt additiv
szeletelés Richardson-extrapolaltjat nem érdemes hasznalnunk, mert nem mutatja a vart
konvergenciasebességet, viszont joval koltségesebb az alkalmazasa, mint extrapolacio
nélkiil. A stiff feladatban az is egyértelmiien kideriilt, hogy a szekvencidlis szeletelésnél
nagyon fontos a részoperatorok sorrendje a miiveletek végrehajtasa soran.

Nemstiff rendszerekre alkalmazva modszereinket, mindkét szeletelési eljaras
Richardson-extrapolaltja a vart konvergenciasebességet mutatja, nagy pontossag mellett,

emiatt kifizetodo az alkalmazasuk.
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7. Osszefoglalas

Célunk volt bebizonyitani és megmutatni meteoroldgiai példan is, hogy érdemes a
Richardson-extrapolaciot alkalmazni a meteorologia teriiletén. Noha az eredeti otlet L. F.
Richardson meteorologustol szarmazik, eleddig eldnyeire a tudomanyteriileten belil még
nem figyeltek fel. Ezért meg szerettiik volna mutatni, hogy egy koltséghatékony, és a
mogottes numerikus séma pontossagat noveld modszerrel allunk szemben. Gyakorta
eléfordul, hogy egy adott iddlépcsére megoldva a problémat nem kapunk kielégitd
pontossagli eredményt. Ilyenkor mindenképpen el kell végezni a szamitdsokat még
egyszer, egy finomabb lépéskozre is. Ujdonsagot jelent ilyen szempontbol, hogy a
Richardson-extrapolacié alkalmazasaval nem kell figyelmen kiviil hagynunk a nem
megfeleléen pontos eredményt, hanem azt felhaszndlva még a finomabb [épéskdzzel
kapott megoldasndl is pontosabbat nyerhetiink, méghozzd a passziv Richardson-
extrapolacid esetén Ilényegében ugyanannyi szamitds mellett. Ennek a kozelitd
megoldasnak a konvergenciarendje egy renddel nagyobb, mint a mdgoéttes numerikus
modszeré. Az aktiv Richardson-extrapolécié alkalmazdsakor minden iddérétegen
kombindljuk a két kiillonbozd 1épéskdzzel kapott megoldast, igy koltségesebb maddszer,
mint a passziv Richardson-extrapolaci6. Rdadasul itt a mogottes modszer stabilitdsa nem
garancia az extrapolacidval kapott megoldas stabilitasara.

Megmutattuk egy kozonséges differencidlegyenlet-rendszer példajan, hogy
Richardson modszerét alkalmazva valéban novekszik a rend, s6t, a kozépponti modszert
vizsgalva azt tapasztaltuk, hogy annak két renddel novekedett a konvergenciaja. igy a
passziv Richardson-extrapolacidval a vartnal pontosabb megoldast nyertiink.

Annak illusztralasara, hogy meteorologiai problémaknal is érdemes bevezetni
ennek a moddszernek a hasznélatat, egy egyszeriisitett globalis széndioxid-modellen is
elvégeztiik a vizsgalatainkat. Azt tapasztaltuk mindkét valtozat esetén, hogy az explicit
Euler- ¢s implicit FEuler-médszert alkalmazva egy renddel novekedett a
konvergenciasebesség, €s az abszolut hibdk is kisebbek lettek minden 1épéskozre.
Meglepd eredmény mutatkozott a kozépponti modszer Richardson-extrapolaltjat
tekintve, ugyanis azt tapasztaltuk, hogy mdar a legnagyobb Iépéskoznél is a
referenciamegoldds  pontossdgahoz  kozeli eredményeket kapunk. Az  elsd
1épéskozvaltasnal negyedrendii konvergencidt tapasztalunk, majd ahogy kozelitiink a

referenciamegoldas pontossagdhoz, egyre csokken a rend.
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Osszességében tehat megallapithatjuk, hogy a passziv Richardson-extrapolacid
alkalmas moddszernek kinalkozik megoldasunk pontossaganak noveléséhez, és mindezt
igen koltséghatékony modon teszi. Az aktiv Richardson-extrapoldcido a passzivval
nagysagrendben azonos pontossagu eredményeket ad ebben a modellben, igy a joval tobb
sziikséges szamitas miatt nem koltséghatékony.

A sziikséges stabilitasvizsgalatot elvégeztiik az aktiv Richardson-extrapolacid és
explicit Euler-modszer Richardson-extrapoléltja feltételesen stabil, csakugy, mint a
kozépponti modszer extrapolaltja, mig az implicit Euler-modszer esetében feltétel nélkiil
stabil modszerhez jutunk.

Ezt kovetéen egy masik modellfeladaton — egy reakcid-diffuzios
egyenletrendszeren — tanulmanyoztuk az egyik eddig vizsgalt médszer, az implicit Euler-
modszer  operatorszeleteléssel ~ kombinalt aktiv  Richardson-extrapolaltjanak a
viselkedését. Két eset képezte vizsgalat targyat, az elsében nemstiff, a masodikban pedig
stiff egyenletrendszert oldottunk meg. Azt tapasztaltuk, hogy nemmerev feladaton
kifizet6do az altalunk beprogramozott operatorszeleteld eljarasokat alkalmazni, ellenben
a merev feladat megoldasara az additiv szeletelés extrapolaltja nem koltséghatékony,
ugyanis az elméletbdl kovetkezé magasabbrendii konvergenciat redlis 1épéskdz valasztasa
esetén nem tudtuk elérni.

Osszefoglalva, munkankban megmutattuk, hogy a Richardson-extrapoldcio
alkalmazasa igéretesnek tiinik a meteorologia teriiletén, ahol kiilondsen nagy a
szamitasigény egyebként is, hiszen a klimakutatasban és az iddjaras-elorejelzésben igen
nagy szdmu idorétegre és térbeli racspontra szdmitjuk ki tobb valtozd kozelitd értékét.
Ehhez kelléen pontos, és ugyanakkor hatékony numerikus modszerekre van sziikségiink. A
pontossag noveléséhez tobbnyire az id6lépcsd finomitasat alkalmazzak, ami tovabb noveli
a szamitasigényt, és ezzel a koltségeket is. Munkankban egy olyan eljarast mutattunk be,
amely lehetdvé teszi, hogy mindezen koltségek elkeriilése mellett is elérhetd legyen a

pontosabb megoldas.
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Tovabbi célkitiizések

A tovabbiakban szeretnénk megvizsgalni a passziv Richardson-extrapolacid
miuko6dését a bemutatott reakcio-diffuzids feladaton, valamint a kiilonboz6 szeletelési
modszerekkel kombinalt aktiv Richardson-extrapolacido viselkedését a sekélyvizi
egyenletrendszeren. Erdekes lehet tovabba a Richardson-extrapolacioé alkalmazasa parcialis
differencidlegyenler-rendszerek megoldasara olyan modon, hogy nemcsak az iddbel,

hanem a térbeli diszkretizacid soran is extrapolaciot végziink (Burg and Erwin, 2009).
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Mellékletek

I. Melléklet

A K egyiitthato kiszamitdsa egy specidlis esetben

Az aldbbiakban az explicit Euler-modszerrel kombinélt Richardson-extrapolacid esetén
megnézziik, hogyan adhaté meg a K egyiitthat6 a (2) képletben.
Belatando, hogy

ut )=y, )+ K" )? + 0", (68)
ahol ¢* :==n-1, és feladatunk az K(¢*) meghatérozasa. Az egyszeriiség kedvéért ezt csak a
kozonséges differencialegyenlet-megoldd modszerek gyakran hasznalt teszfeladatéra, az

u'=iu, t>0

: (69)
u(0) = u,

feladatra vezetjiik le. Ekkor az explicit Euler-modszerrel kapott numerikus megoldas a

kovetkezd alakot 6lti:

Y () =1+ A7)" uy, (70)
mig a pontos megoldas

u(t") = exp(At)u, = exp(Ant)-u,. (71)

A pontos ¢és a numerikus megoldast felirjuk 7 egyre ndvekvd hatvanyainak 0sszegeként,
u(t") -ot az exponencialis fuggvény Taylor-sora, y,(¢*)-ot a binomialis tétel segitségével.

Ezutan képezziik az u(t") — y. (") kiilonbséget.

= u(t) = ue™ (72)
u(0) =u, (73)

2 42
uyt

u(t™)=u, +Auyt’ + =u, + Antu, +%K2n212 +0(7°) (74)
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v, =0+ A7)" Uy

(75)
Yt ) =uy 1" g -mmﬂlo : @ 100 +0(Y)

—

(76)
n(n-1)

2!

igy képezve a (16)-(18) kiilonbséget,

. L Ut )
)=y (t)=———1+0("),

azaz valoban fenndll a (10) képlet p =1 és

(77)
K() = u A’t"

(78)
mellett.
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I1. Melléklet

Tegyiik fel, hogy a Cauchy-feladat megoldasa soran alkalmazandd operatort két
részoperator Osszegeként irjuk fel, ezek legyenek 4 és B. Jeloljik az A részoperatorral
kapott megoldast a [z,,f, +7] intervallumon S,(¢,,7)-val, é S,(¢,,7)-val a B
részoperatorral kapott eredményt ugyanezen az intervallumon. Megjegyezziik, hogy
S,(t,,7) és S,(t,,7) megegyezhetnek az alproblémdk pontos megolddsoperatoraval

n> n>

(Bjorhus, 1998), ill. lehetnek a numerikus megoldasok operatorai, hogyha ezeket a
részfeladatokat numerikusan oldjuk meg (Farago és Havasi, 2009). A tovéabbiakban az
altalunk vizsgalt két szeletelési eljarast, a szekvencidlis, ill. az additiv szeletelés képletét,

majd ezek aktiv Richardson-extrapoldcioval vett kombindcidjat mutatjuk be adott ¢,

idorétegre.

A szekvencidlis szeletelés esetében jeldlje az operatorszeletelés soran kapott megoldast a

t, idérétegen y,, (¢,). Ekkor

yseq (thrl ) = S2 (tn ’ z-)Sl (tn ’ T)yseq (tn ) (79)

a kovetkezd idérétegen kapott megoldas.

Az additiv szeletelésnél a ¢, id6rétegen kapott numerikus megoldast y,,, (¢,)-nel jeldlve a

kovetkezd idOrétegre szamitott megoldas alakja
Yadd (tn+1 ) = (Sz (tn ’ Z') + Sl (tn > T) - I)yadd (tn )’ (80)

ahol / az identitdsoperator.

A fenti szeletelések Richardson-extrapolaltjait rendre az alabbi képletek jelolik:
yRiiseq (tn+1) = {_ SZ (tn ’T)Sl (tn 9T) + 2(S2 (tn 97’-/2)S1 (tn 57/2))2 }yRiiseq (tn) (8])
a szekvencialis szeletelés Richardson-extrapolaltja esetén, €s

Vri_addtwi) = (82t D) #8110 =D+ 2S5 (t,,7/2)+8,(t,,7/2) =1 )z}yRi_add(tn) (82)
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az additiv szeletelést Richardson-extrapolacioval kombinalva, 1évén, hogy ezek elsérendli

modszerek (¢, =—1, ¢, =2). Igy mindkét Richardson-extrapolalt modszernél

masodrendli konvergenciat varhatunk.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a szekvencialis szeletelésnél az S,(z,,7) és
S,(¢,,7) részoperatorok forditott sorrendben is alkalmazhatok, igy értelemszerlien egy

mas numerikus megoldast szolgaltatva.
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