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�Stay excited, stay humble, and good things will come.�

Mark McMorris

1. Bevezetés

Az id®járás-el®rejelzési modellek használatához és ezáltal az el®rejelzés elké-

szítéséhez nélkülözhetetlen ismernünk a légkörben fellép® hidro-termodinamikai fo-

lyamatokat, kölcsönhatásokat. A kezdeti mez® ismeretében a �zikai összefüggések

alapján felállíthatjuk azokat a matematikai egyenleteket, amelyek segítségével szám-

szer¶síthet® a rendszer, meghatározható az id®beli fejl®dés. Természetesen a légköri

folyamatok nem mindig az el®rejelzett módon változnak az id®vel, de nagyon fontos

a kiindulási feladat pontos de�niálása (Weidinger et al., 2013, chap. 13.).

A dolgozatban els®ként megmutatjuk, hogy az ismert �zikai törvényeket hasz-

nálva hogyan jutunk el a sekélyfolyadék-egyenletekhez. A légkör horizontális kiter-

jedése jóval nagyobb, mint a magassága, ezért � és más, a dolgozatban felsorolt

egyszer¶sít® feltevések �gyelembe vételével � jó közelítéssel a légkör is sekélyvíz

rendszernek tekinthet®. Az egyenletek jellemzik például az egész Földet körülöle-

l® Rossby-hullámokat, amelyek alapvet® szerepet játszanak a nagyskálájú folyama-

tok leírásában, a légköri kölcsönhatások alakításában. Tehát a sekélyvízi egyenlet-

rendszer leírja a prognosztika szempontjából fontos légköri, dinamikai folyamatokat,

azonban matematikailag egy olyan parciális di�erenciálegyenlet-rendszer, melynek

egzakt megoldását gyakorlatilag lehetetlen megadni, azonban különböz® numerikus

módszerekkel közelíthet® (Horányi et al., 1998).

Ilyen a Magnus-módszer is, amely az id®derivált közelítésére használt, igen

pontos és jó numerikus módszer. A dolgozatban bevezetjük a Magnus-féle közelí-

tést, majd az eddigi eredményeinkre utalva, és azokból kiindulva végzünk további

vizsgálatokat. A végs® cél a kétdimenziós sekélyfolyadék-egyenletek numerikus meg-

oldása, egy stabil és konzisztens, tehát konvergens módszerrel. A célhoz vezet® úton

több helyen megállunk, hogy aztán könnyebben haladjunk majd tovább.

Els®nként a lineáris advekciós egyenletet oldjuk meg a Magnus-módszerrel,

majd ezt követ®en ennek nemlineáris változatát, a Burgers-egyenletet is. Kapcsolatot

teremtve a Burgers-egyenlet és a sekélyvízi egyenletrendszer között, megoldjuk az

egydimenziós sekélyfolyadék-egyenletek lineáris, majd nemlineáris változatát is. Ezt

követ®en pedig kitérünk a kétdimenziós egyenletrendszer lineáris, illetve végül a

nemlineáris megoldására is.

4



2. Irodalmi áttekintés

Az id®járás el®rejelzése napjainkban egy olyan tudományos tevékenység, amely

nagyban hozzájárul az iparhoz, gazdasághoz és a társadalmi jóléthez. A néhány

nap múlva bekövetkez® id®járás prognosztizálásához elengedhetetlen a jelen légköri

állapot ismerete.

Az összes légköri folyamat ideális modellje valamilyen parciális di�erenciál-

egyenlettel adható meg, természetesen megfelel® �zikai paraméterek mellett. Ilyen

például az advekciós egyenlet, amely megfelel®en írja le a szennyez®anyag terjedést

a légkörben. Ezen parciális di�erenciálegyenletek adják meg a kapcsolatot a nume-

rikus modellezés és a dinamikus meteorológia között (Byun, 1998). Segítségükkel

leírhatóak a �zikai folyamatok, megoldásukkal megadható a jöv®beli esemény, azaz

az id®járás el®rejelzése.

Sokféle parciális di�erenciálegyenlet numerikus megoldását használják a lég-

köri folyamatok közelítésére, többek között ilyen az advekciós egyenlet is. Képzeljük

el, hogy egy repül®t vezetünk a légkör egy olyan tartományában, ahol horizontális

nyomási gradiens �gyelhet® meg. Most tételezzük fel, hogy ez a légoszlop, amelyben

repülünk egyenletesen mozog egy adott sebességgel, és mi együtt mozgunk vele. Ek-

kor a légoszlopban a h®mérséklet alakulását a repül®nk magasságában � úgy, hogy

végig egy magasságban haladunk � egy id®t®l és tért®l függ® függvény fogja leírni. A

probléma felírására jól használható az advekciós egyenlet (Lynch, 2008).Elengedhe-

tetlen megemlíteni a transzportfolyamatok, speciálisan a légszennyez® anyagok ter-

jedésének modelljét, melyet szintén az advekciós egyenlet megoldásával közelítünk

(Byun, 1998). Azonban az advekciós parciális di�erenciálegyenlet egy els®rend¶, hi-

perbolikus egyenlet, mely két tagból áll (Delleur, 2006).

Bonyolultabb légköri folyamatokhoz elengedhetetlen bonyolultabb �zikai össze-

függéseket leíró matematikai eszközökhöz nyúlni. Szinte az összes használatban lév®

el®rejelz® modell folyadékként közelíti a légkört, az itt zajló kis- és mezoskálájú fo-

lyamatok tehát leírhatók valamilyen folyadékdinamikai egyenlettel � pl. a sekélyvízi

egyenletrendszerrel � , ahogyan a nagyskálájú folyamatok is (Belousov et al., 2009).

Ilyen az id®járás egyik fontos befolyásolója, a globális Rossby-hullám is, amely jól

közelíthet® a sekélyfolyadék-egyenletekkel, útja és változása ezáltal az egyenletrend-

szer megoldásával szimulálható. Természetesen minél pontosabban le tudjuk írni egy

ilyen légköri objektum tulajdonságait � horizontális méretét, karakterisztikus idejét,

vagy akár a vertikális sebességét �, azaz minél pontosabb a szóban forgó szimuláció,
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az el®rejelzésünk annál jobb lesz.

Számos kutató foglalkozott és foglalkozik jelenleg is a sekélyvízi egyenletrend-

szerrel, hiszen egy adott felület felett áramló folyadék jelensége egyike a tudósok

és mérnökök által gyakran használt �zikai folyamatnak. Az említett meteorológiai

vonatkozás mellett széles körben használják még az árhullámok, árapály jelenségek

leírására, gátszakadás modellezésére is. Annak ellenére, hogy az áramló víz minden-

napos jelenség, a mozgást leíró egyenletek túl bonyolultak a gyakorlati használathoz.

Az egyszer¶sít® feltevéseket alkalmazva kapott egyenletrendszer csak nagyon ritkán

oldható meg pontosan, és még a numerikus közelítésekben is nehézségek adódhat-

nak, nem szólva az olyan gyakorlati akadályokról, mint például a változó domborzatú

meder.

Nagyon sok numerikus módszer születik, azonban kevés olyan van, amely meg-

bízható minden típusú sekélyfolyadék-egyenletre; egy er®s és jó numerikus módszer

úgy képes megoldani az egyenletrendszert, hogy �gyelembe veszi a változó talajt, és

minden más nehezít® körülményt is (George, 2004).

A kutatók körében a szóban forgó hiperbolikus egyenletek problémájára na-

gyon elterjedtek a Godunov- és a Riemann-féle módszerek használatával alkotott nu-

merikus megoldások. Népszer¶ségük oka lehet, hogy könnyen kezelhet® velük több, a

hiperbolikus tulajdonságaikból adódó akadály. Azonban ezen típusú egyenletek nu-

merikus kezelése nehezebb, és más típusú megközelítést igényel, mint a parabolikus

és elliptikus feladatok megoldása. Mégis elengedhetetlen a vizsgálatuk, hiszen ezek

azok az egyenletek, amelyek megfel®en sima, szakadásmentes kezdeti feltétel mellett

is szakadást eredményezhetnek a megoldásban, ezzel pedig jelent®sen torzul a �zikai

valóság modellje, tehát ezt szükségszer¶en orvosolnunk kell (Canuto et al., 1998).

LeVeque (LeVeque, 2004) a Godunov-módszer nagy felbontású verzióit készí-

tette el, ezzel olyan, a sekélyvízi egyenletrendszerhez hasonló egyenletek megoldásait

vizsgálta, melyek leírják a hullámterjedési- és transzport jelenségeket. Sémáit ere-

detileg a légkörben is gyakran kialakuló lökéshullámok vizsgálatára készítette, de a

módszerei használhatóak más hullámterjedési problémák leírására is. Jakeman szin-

tén � másodrend¶ centrális upwind sémára épül® � Godunov-módszerrel, emellett

másodrend¶ Runge�Kutta-módszerrel is megadta az egydimenziós egyenletrendszer

megoldását (Jakeman, 2006).

Több numerikus kísérlet irányult arra, hogy az egyenletrendszer mellett �gye-

lembe vegyenek egy ún. forrástagot is, amely a különböz® mederaljzat tulajdonságait

hordozza magában. Ezáltal a folyadék nem egy teljesen homogén felszín felett áram-
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lik, hanem például a lejt® vagy más domborzati viszonyok hatásai is megjelennek,

a gyakorlati problémától függ®en. George egy olyan, Godunov-típusú numerikus

megoldást dolgozott ki, amely igen pozitív eredményeket ad nagyon sekély áramlás

esetén, a meder �gyelembevételével is (George, 2004).

A Godunov típusú módszerek el®nyei mellé fontos megjegyeznünk egy hátrá-

nyukat is: nagy számításigényüket. Broomans kutatása során nagy hangsúlyt helye-

zett azon numerikus módszerek vizsgálatára, amelyekkel a memória és számításigény

minimalizálható, emellett a megoldás pontossága növelhet® (Broomans, 2003). A nu-

merikus sémák célja tehát a minél pontosabb és gyorsabb megoldások szolgáltatása,

ennek érdekében a Godunov mellett számos más módszerrel is próbálkoztak. Delis

és Katsaounis (Delis and Katsaounis, 2005) relaxációs módszereket alkalmaztak. Ez

a séma a klasszikus módszereket és a Runge-Kutta-módszer id®lépcs®it ötvözi. Ha-

talmas el®nye, hogy alkalmazása során semmilyen Riemann-féle megoldóképlet nem

szükséges, számításigénye ezáltal lecsökken. A relaxációs mellett a véges különbsé-

ges módszerek is igen jónak bizonyulnak a sekélyvízi egyenletrendszer megoldására,

azaz a hullám magasságának megadására és a sebesség meghatározására (Crowhurst

and Li, 2013; Hudson, 2009). Ezen módszer használatának további el®nye, hogy a

rácsháló �nomításával a megoldás folyamatosan javul, a hiba így minimálisra csök-

kenthet®.

Az eddigiekben említett összes numerikus módszer a megoldás során horizontá-

lis lépésközöket alkalmazott, azonban felmerülhet a kérdés, hogy egy vertikális lépés

beépíthet®-e valamelyik numerikus modellbe, ezzel is javítva a megoldást. A felszíni

gradiens módszer a medret lejt®nek tekinti, és amennyiben a lejt® elég meredek,

a módszer hasonlíthat a vertikális lépéssel való megoldásra. Zhou munkatársaival

a valós vertikális lépés kezelése céljából kiterjesztette a felszíni gradiens módszert,

ezzel egy újabb hatékony és stabil sémával b®vítve a megoldások tárházát (Zhou et

al., 2002).

Jelen dolgozat célja a halmaz kiegészítése egy újabb numerikus módszer, a

Magnus-módszer vizsgálatával. A séma megoldásvektorát egy mátrixexponenciális

és egy vektor szorzatának közelítésével kapjuk. A megoldás, integrátorok végtelen

soraként áll el®, melynek minél több tagját tekintjük, annál bonyolultabb, de pon-

tosabb sémát kapunk (Magnus, 1954). A Magnus-integrátorok megfelel®en cson-

kolt változatát használva több teszt eredményeként elmondható, hogy a megoldás

képes önmagát stabillá tenni, ezáltal hatékonyabb séma például a Runge-Kutta-

módszernél (Iserles et al., 2001).
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A Magnus-féle közelítést eredetileg matematikai problémák megoldására mu-

tatták be, azonban Magnus munkájában leírja, hogy a módszer kvantummechaniká-

ban is használatos. Az integrátorok konvergenciájának problémája Magnus eredeti

cikkében elég homályosan kezelt, azonban erre több kutatást végeztek, az alacso-

nyabb és magasabb rend¶ sémákra egyaránt (Pechukas and Light, 1966; Wei, 1963;

Wei and Norman, 1963; Bátkai and Sikolya, 2012). A Magnus-módszert a �zika sok

területén alkalmazták, ilyen például a nukleáris- és az atom�zika is, de a numerikus

eszközt a híres id®függ® Schrödinger-egyenletek megoldására is használták (Chang

and Light, 1969; Hochbruck and Lubich, 2003). A Magnus-módszer az elektrodinami-

ka területén is bizonyította hatékonyságát. Általa ismert egy olyan, másodrendben

pontos, a Maxwell-egyenletek megoldására vonatkozó numerikus módszer, amely

képes id®függ® anyagi paramétereket � permeabilitást és permittivitást � is kezelni

(Faragó et al., 2012).

A legtöbb kutatás célja a módszer m¶ködtetése és konvergenciájának vizsgála-

ta újabb és újabb egyenlettípusokra (Blanes et al., 1998; Casas, 2007). Annak elle-

nére, hogy a sémát eredetileg els®rend¶, közönséges di�erenciálegyenlet-rendszerek

megoldására alkották, a megoldott feladatok halmaza id®közben folyamatosan szé-

lesedett például Sturm�Liouville-problémák nemlineáris egyenleteivel is (Blanes et

al., 2009). A legfontosabb, hogy a módszer egy fontos eszköz a �zikusok számára,

úton-útfélen bizonyítja, hogy sok jó tulajdonsága miatt érdemes a kutatás tárgyává

tenni.

A dolgozat további célja, ahogyan az eddig említett kutatásoké is, hogy a

Magnus-módszerrel megoldott sekélyvízi egyenletrendszer pontos és stabil megol-

dást szolgáltasson, minél kisebb számításigénnyel. Ehhez elengedhetetlen a módszer

stabilitásának és konvergenciájának vizsgálata, azonban a módszer konvergenciája

hiperbolikus típusú feladatra kevésbé ismert.

A Maxwell-egyenletekre alkalmazott Magnus-módszer másodrend¶ konvergen-

ciájának ismeretében (Faragó et al., 2012) szeretnénk mi is minél pontosabb köze-

lítést adni a konvergenciára. Ismert, hogy a Richardson-extrapoláció alkalmas a kö-

zelítés pontosságának növelésére (Zlatev et al., 2012). Számos numerikus módszeren

keresztül, sok feladatra belátták már, és foglalkoznak vele a jelenben is, hogy az ak-

tív és a passzív Richardson-extrapoláció jelent®sen javíthat a feladat megoldásához

válaszott numerikus módszer pontosságán (Burg and Erwin, 2008). Ebb®l kiindulva

cél a sekélyfolyadék-egyenletek minél pontosabb numerikus megoldása, alkalmazva

a Richardson-extrapolációt a rend tovább növelése érdekében.
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Elképeszt®en sok matematikai eszköz és kutatás áll rendelkezésünkre, el®ttünk

tehát a megvalósítás. Tekintsünk úgy a Magnus-módszerre, mint egy sok oldalú tér-

beli alakzatra. Jelentsen minden oldala egy újabb, feltárásra kerül® alkalmazási le-

het®séget. Láttuk, hogy megannyi gyors, stabil, tehát hatékony megoldást dolgoztak

ki a séma használatával. Az elképzelt objektumunk további újabb oldala a másod-

rend¶ Magnus-integrátorok vizsgálata parabolikus parciális di�erenciálegyenletekre.

González ennek kapcsán munkatársaival igazolta, hogy a kidolgozott módszerük,

amely minden lépés során kétszer követeli meg a mátrixexponenciális kiszámítását

� ezzel is növelve a pontosságot � stabil és konvergens (González et al., 2006), és ez

a konvergencia akár másodrend¶ is lehet (González and Thalhammer, 2007).

Ezen diplomamunkával célunk újat fordítani képzeletbeli alakzatunkon, és a

parabolikus kutatások után hiperbolikus parciális di�erenciálegyenlet-rendszerre, a

sekélyfolyadék-egyenletekre tesztelni a Magnus-módszert.

9



3. A sekélyvízi egyenletrendszer

Els®ként megmutatjuk, hogy a sekélyvízi egyenletrendszer (shallow water equa-

tions) miként kapható meg a megfelel® �zikai és matematikai összefüggések felhasz-

nálásával (Csomós and Winckler, 2014; Havasi, 2000).

Tekintsünk egy M ⊂ R2 tartomány felett áramló folyadékot. Az áramlás köz-

ben egy tetsz®leges t ≥ 0 id®pontban egy választott folyadékelem helyzetét a térben

az (x, y, z) ∈ M × [0, H] ⊂ R3 helyvektor adja meg, ahol x a kelet-nyugati, y

az észak-déli irányú komponens, z pedig az (x, y)-síkra mer®leges, függ®leges irányú

komponens úgy, hogy H > 0 a folyadék legnagyobb magassága. A folyadék mozgását

minden pontban meghatározzák az x, y, z irányú u(t, x, y, z), v(t, x, y, z), w(t, x, y, z)

sebességkomponensek.

Ez a descartes-i jelölésrendszer használható a mozgásegyenletek leírására, ame-

lyek különböz® változóikban egyszer¶södnek, ha alkalmazzuk a következ® feltevése-

ket.

i. Az áramló folyadék horizontális kiterjedése jóval nagyobb, mint a magassága.

ii. A folyadék összenyomhatatlan, s¶r¶sége egy trajektória mentén állandó.

iii. A fels®, szabad határfelület nyomása állandó.

iv. A bels® súrlódástól eltekintünk.

v. A folyadék hidrosztatikus egyensúlyban van, azaz a gravitációs er® egyensúlyt

tart a vertikális nyomási gradiens er®vel.

vi. A horizontális sebességkomponensek nem függnek a magasságtól.

Ezen egyszer¶sít® feltevések mellett a légkör is sekélyfolyadék rendszernek te-

kinthet®. A dolgozat további részeiben, amennyiben ezek egyértelm¶ek, eltekintünk

a bevezetett függvények koordináta-függésének jelöléseit®l.

3.1. A mozgásegyenletek

A sekélyfolyadék közelítés egyszer¶sége miatt igen elterjedt, segítségével lehe-

t®ség nyílik többek között a légköri nagyskálájú folyamatok leírására is (Weidinger

et al., 2013). Ahhoz, hogy a modellt a kés®bbiekben mi is használni tudjuk, meg-

mutatjuk, hogyan jutunk el az egyenletrendszerig.
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Alkalmazzuk a fent felsorolt egyszer¶sít® feltételeket a hidro-termodinamikai

egyenletrendszer általános alakjára.

3.1.1. Kontinuitás

Zárt rendszerben a teljes folyadék mennyisége nem változik, érvényes tehát a

kontinuitási egyenlet:

d%

dt
+ %

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)
= 0, (1)

ahol %(t, x, y, z) a folyadék s¶r¶sége az (x, y, z) pontban, valamely t id®pontban. Az

egyenlet a (ii.) (
d%

dt
= konst) feltétel miatt

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0 (2)

alakban írható fel. Fejezzük ki
∂w

∂z
-t és integráljuk z szerint:

w(t, x, y, z) = −z
(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
. (3)

Jelölje h = h(t, x, y) a folyadékréteg magasságát. Használjuk fel, hogy z = h-ra

(Nagy, 1985)

w(t, x, y, z) = −h
(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
,

w(t, x, y, z) =
∂h

∂t
+ u

∂h

∂x
+ v

∂h

∂y
.

(4)

Innen a két egyenlet jobb oldalát egyenl®vé téve kapjuk a következ®t:

−h
(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
=
∂h

∂t
+ u

∂h

∂x
+ v

∂h

∂y
. (5)

Szorozzuk meg mindkét oldalt g-vel, amely a gravitációs gyorsulás állandó

értéke. Látható, hogy megjelenik a gh szorzat. Legyen Φ = Φ(t, x, y) = gh(t, x, y) a

szabad határfelület geopotenciálja. Ezt felhasználva, és az egyenl®séget egy oldalra

rendezve jutunk el a

∂Φ

∂t
+ u

∂Φ

∂x
+ v

∂Φ

∂y
+ Φ

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
= 0 (6)

összefüggésig.
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3.1.2. Sztatika

Tekintsük a (iii.) feltételt, miszerint h magasságban a folyadék nyomása állan-

dó. Ezek alapján:

p(t, x, y, h) = p0, (7)

a szabad határfelület nyomása, úgy, hogy a koordináta-rendszer z = 0 szintjét a

folyadék alatti felszínhez rögzítjük. Az (v.) feltételb®l következik, hogy érvényes a

sztatika alapegyenlete:
∂p

∂z
= −%g. (8)

Ezt z szerint integrálva a

p(t, x, y, z) = −%gz + c(t, x, y) (9)

egyenletet kapjuk, ahol c(t, x, y) az integrációs állandó. Mivel z szerint integráltunk,

jelenleg c független z-t®l. A (7), (9) összefüggések alapján látható, hogy

−%gh+ c(t, x, y) = p0. (10)

Ebb®l c(t, x, y)-t kifejezve és (9)-be helyettesítve kapjuk a következ® egyenletet:

p(t, x, y, z) = −%gz + p0 + %gh = %g(h− z) + p0. (11)

A nyomás tehát a folyadék egy (x, y, z) pontjában egyenl® a hidrosztatikai

nyomás és a szabad határfelület nyomásának összegével. Di�erenciáljuk az imént

kapott egyenletet x és y változók szerint, majd használjuk a (6)-ban is alkalmazott

feltételt, így itt is megjelenik a már említett Φ(t, x, y) függvény.

∂p

∂x
= %g

∂h

∂x
= %

∂Φ

∂x
, (12)

∂p

∂y
= %g

∂h

∂y
= %

∂Φ

∂y
. (13)

3.1.3. Az Euler-egyenletek

Nincs más hátra, mint felhasználni az Euler-féle horizontális mozgásegyenletek

ismert alakját (Czelnai et al., 1991):

∂u

∂t
= −v∇u− 1

%

∂p

∂x
+ fv − 1

%
Fx, (14)

∂v

∂t
= −v∇v − 1

%

∂p

∂y
− fu− 1

%
Fy, (15)
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ahol v = (u, v, w)>, Fx és Fy az F súrlódási er® x és y irányú komponensei, ezeket

a tagokat a (iv.) feltétel miatt elhagyhatjuk. Az f = 2ω sinϕ a Coriolis-paraméter,

ahol ω jelöli a Föld forgási szögsebességét, φ pedig a földrajzi szélességet. Továb-

bá elt¶nnek mindkét egyenletben a gradienst kifejezve kapott w
∂u

∂z
és w

∂v

∂z
tagok

az u és v függvények z-t®l való függetlensége miatt ((vi.) feltétel). Rendezzük a

tagokat egy oldalra, és helyettesítsük be a (12) összefüggéseket, így a horizontális

mozgásegyenletek a következ® alakra egyszer¶södnek:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+
∂Φ

∂x
− fv = 0, (16)

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+
∂Φ

∂y
+ fu = 0.

Fejezzük ki a (6), (16) egyenletekb®l a ∂h
∂t
, ∂u
∂t
, ∂v
∂t

deriváltakat.

∂h

∂t
= −u∂h

∂x
− v∂h

∂y
− h

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
,

∂u

∂t
= −u∂u

∂x
− v∂u

∂y
− g∂h

∂x
− fv,

∂v

∂t
= −u∂v

∂x
− v∂v

∂y
− g∂h

∂y
+ fu.

(17)

A kapott (17) rendszer egyenletei alkotják a sekélyvízi egyenletrendszert, amely egy

els®rend¶ nemlineáris parciális di�erenciálegyenlet-rendszer. A kés®bbi felhasználás

miatt a geopotenciált ismét kifejeztük, így az egyenletrendszer ismeretlen függvényei

h(t, x, y), u(t, x, y) és v(t, x, y). A feladatot az u0(x, y), v0(x, y) és h0(x, y) kezdeti és

megfelel® peremfeltételek mellett szeretnénk numerikusan megoldani az ún. Magnus-

módszerrel.
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4. A Magnus-módszer

AMagnus-féle numerikus módszer segítségével id®függ® mátrixú di�erenciálegyenlet-

rendszerek megoldásait állíthatjuk el®, alkalmazását különböz® példákon keresztül

ismertetjük (Magnus, 1954).

Legyen a megoldandó Cauchy-feladat egy n db egyenletb®l álló lineáris di�erenciále-

gyenlet-rendszer a következ® alakban:b′(t) = A(t)b(t)

b(0) = b0.
(18)

Keressük a b(t) = (b1(t), b2(t), ..., bn(t)) függvényt, amely egy n komponens¶ vek-

torérték¶ függvény. Az A egy t-t®l függ® n × n-es mátrix, és a kezdeti feltételben

megadott b0 egy Rn-beli vektor. A probléma megoldása n értékét®l függ®en több

esetre bomlik.

1. El®ször tekintsük az n = 1 esetet, azaz A egy 1×1-es mátrix, vagyis A(t) = a,

a ∈ R szám, és tételezzük most fel, hogy ez az a szám nem függ t-t®l. A feladat ekkorb′(t) = ab(t)

b(0) = b0

(19)

alakban írható fel, mely igen egyszer¶en megoldható. A keresett függvény az expo-

nenciális, hiszen ez a függvény rendelkezik azzal a tulajdonsággal, hogy deriváltja

önmaga (jelen esetben egy a valós számmal szorozva). Tehát b(t) = eatb0. Ellen®riz-

zük ezt: b′(t) = aeatb0 = ab(t), b(0) = ea·0b0 = e0b0 = b0.

2. A második esetben legyen n > 1, ekkor A már egy n×n-es mátrix, de tegyük

fel újra, hogy elemei t-t®l független, adott számok.

Például n = 2-re egy egyenletrendszer és a hozzá tartozó A mátrix:b′1 = 4b1 − b2

b′2 = 5b1 + 8b2

(20)

A =

4 −1

5 8

 .
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A megoldás � a példától eltekintve is � az els® esethez hasonlóan b(t) = etAb0

alakban áll el®. Itt viszont az etA már nem egy szám, hanem egy n × n mátrix

exponenciálisa. Egy mátrix exponenciálisán a következ® végtelen összeget értjük:

eA = I + A+
1

2!
A2 +

1

3!
A3 + . . . , (21)

ahol I az n× n-es identitásmátrix.

Ez alapján tehát a megoldásban szerepl® eAt is felírható egy végtelen sor össze-

geként, mely összeg szintén egy n× n-es mátrix lesz:

etA =
∞∑
k=0

(tA)k

k!
. (22)

Az A egy mátrix, normája tehát véges, ezért a (22) sornak létezik összege, melyet

az A mátrix exponenciálisának nevezünk.

3. Az el®z® két esetben a ∈ R és A ∈ Rn×n t-t®l függetlenek voltak. Vizsgáljuk

most azt az esetet, amikor az A egy t-t®l függ® mátrix. Ekkor a (18) feladat az alábbi

alakban írható fel: b′(t) = A(t)b(t)

b(0) = b0.
(23)

Az els® két esetb®l kiindulva gondolhatnánk, hogy a megoldás újra el®áll

b(t) = etA(t)b0 formában, ez azonban általános esetben nem igaz. 1954-ben Mag-

nus foglalkozott azzal, hogy az exponenciális argumentumában lév® szorzatot, és

ezáltal a keresett b(t) függvényt hogyan közelíthetnénk (Magnus, 1954). Az általa

kidolgozott és róla elnevezett Magnus-módszer lényege, hogy a (23) egyenletrendszer

megoldását

b(t) = eΩ(t)b0 (24)

alakban keressük, ahol Ω(t) egy t-t®l függ® mátrix, amely el®áll egy végtelen sor

összegeként. Ez a Magnus-sor, melynek els® néhány tagja (Bátkai and Sikolya, 2012):

Ω(t) =

∫ t

0

A(s1)ds1 −
1

2

∫ t

0

[∫ s1

0

A(s2)ds2, A(s1)

]
ds1

+
1

4

∫ t

0

[∫ s1

0

[∫ s2

0

A(s3)ds3, A(s2)

]
ds2, A(s1)

]
ds1 . . . ,

(25)

ahol [U, V ] = UV − V U az U és V mátrix kommutátorát jelöli. Az Ω(t) mátrix

tagjait ezen analógia szerint a végtelenig írhatnánk, és minél több tagot tartalmaz,
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annál bonyolultabb, de természetesen annál pontosabban is kapjuk meg a megoldás

numerikus közelítését.

Látjuk, hogy a végtelen sor az A mátrix integráljaiból és A különböz® helyeken

vett kommutátorainak integráljaiból áll. A második tagban A(s1), A(s2) kommutá-

torát kell integrálnunk, vagyis az A(s1)A(s2)−A(s2)A(s1) kifejezést, �gyelembe vé-

ve, hogy egy mátrixot elemenként integrálunk. Megjegyezzük, hogy a gyakorlatban

a Magnus-integrátorokban szerepl® integrálokat általában csak közelít®leg, valami-

lyen numerikus integrálási séma alkalmazásával tudjuk kiszámolni, ahogy a dolgozat

további részeiben is tesszük.

Keressük tehát az Ω(t) mátrix valamilyen egyszer¶bb alakú közelítését. A

Magnus-sorfejtés els® tagjában szerepl® integrált a középponti módszerrel közelít-

ve az

Ω(t) ≈ t · A
(
t

2

)
(26)

közelítéshez jutunk. Ekkor

b(t) = eΩ(t)b0 ≈ etA( t2)b0. (27)

Ez a közelítés csak kis t esetén kell®en pontos, ezért a módszert szakaszonként

alkalmazzuk. Osszuk fel a [0, t] intervallumot N ∈ N darab τ = t/N hosszúságú

lépésközre, így nτ az a hely, ahol n lépésszám után állunk. Alkalmazzuk az n-edik

részintervallumon is a középponti módszert. Ekkor a (23) feladat megoldásvektora

felírható b(nτ) = enτA(nτ+ τ
2

)b0 alakban, mely a hatványozás azonosságait felhasznál-

va el®áll b(nτ) = eτA(nτ+ τ
2

)b((n− 1)τ) formában. Legyen b(nτ) =: bn, ezt bevezetve

az el®z®ek alapján felírható a bn+1 megoldásvektor is:

bn+1 = eτ ·A(nτ+ τ
2

)bn, n = 0, 1, 2 . . . (28)

Ez a megoldásvektor az els®rend¶ Magnus-féle közelítés. Munkánk során alkal-

maztuk még az eggyel bonyolultabb iterációs eljárást is. Ez el®ször a t =
(
tn + τ

2

)
-

ben számítja ki a megoldást, majd ezt használja az (n+1)-edik lépés megoldásához,

a következ® módon:bn+ 1
2

= e
1
2
τ ·A(nτ+ τ

4
)bn

bn+1 = eτ ·A(nτ+ τ
2

)bn+ 1
2

n = 0, 1, 2 . . .
(29)
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A numerikus megoldás egy olyan vektort eredményez, amely függ a τ lépésköz-

t®l. A (29) összefüggéshez megadunk egy b0 kezdeti értéket, majd ebb®l számítjuk a

b1, b2, . . . , bn+1 megoldásvektorokat, ahol n értékét természetesen mi választjuk meg.

Látható, hogy a számításaink során szükségünk van egy � az adott feladattól

függ® � mátrix exponenciálisának megadására, ezt követ®en pedig az exponenciális-

vektor szorzat minél hatékonyabb kiszámítására, ami a gyakorlatban csak közelítés-

sel lehetséges.
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5. Korábbi eredmények, újabb célkit¶zések

A dolgozat további részeiben vizsgáljuk a Magnus-módszert. Célunk egy jó

id®beli numerikus módszer megalkotása a sekélyvízi egyenletrendszerre.

Egy numerikus közelítés akkor jó, ha:

i. Konzisztens, vagyis az egy id®lépés során, a pontos kezdeti feltételb®l indulva

elkövetett hiba a lépésköz nullához tartásával tart nullához.

ii. Stabil, azaz egy kezdetiérték-feladatban, ha a kezdeti feltétel csak kis hibával

terhelt, akkor az id® el®rehaladtával ez a hiba ne n®jön ki a végtelenbe.

iii. Konvergens, azaz τ nullához tartásával a numerikus megoldás tart a pontos

megoldáshoz.

iv. Hatékony, azaz a lehet® legkisebb a számításigény.

Korábbi munkánk során vizsgálatokat végeztünk az egyenletrendszer numeri-

kus megoldásának gyorsaságára és hatékonyságára vonatkozóan. Els®ként az egydi-

menziós, lineáris advekciós egyenlettel foglalkoztunk, mely

∂ξ

∂t
= −c∂ξ

∂x
(30)

alakban írható fel, és leírja a légköri transzport folyamatokat ξ(x, t) ismeretlen függ-

vény és c terjedési sebesség esetén. Azért választottuk ezt az els®rend¶ hiperbolikus

parciális di�erenciálegyenletet, mert a sekélyfolyadék-egyenletek is ehhez hasonló

tagokból állnak.

A (30) egyenlet numerikus megoldásához els®ként térbeli diszkretizációt vé-

geztünk. A cél az volt, hogy a (30) egyenletben szerepl® ξ(x, t)-nek megfeleltessünk

egy olyan m függvényt, amely a

dm

dt
= A ·m (31)

szemidiszkrét feladat megoldására vezet. Tehát a térbeli [0, 1] intervallumot J db

részre osztottuk, ∆x lépésközzel, ilyen módon a j-edik (j = 1, 2, .., J) osztópontban,

azaz xj-ben de�niáltuk a ξ(t, xj) =: mj(t) értéket. Ezt követ®en alkalmaztuk a bal

és jobb oldali véges különbségeket (upwind séma), amely a következ® szemi-diszkrét

egyenletekre vezet:
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• ha c < 0:

Amj = −c · mj+1 −mj

∆x
, (32)

• ha c > 0:

Amj = −c · mj −mj−1

∆x
. (33)

Jól leolvasható a (32)-(33) egyenletekb®l, hogy A egy tridiagonális mátrix lesz.

A c < 0 esetben a mátrix f®átlójában −1-esek, a fels® mellékátlójában 1-esek talál-

hatóak, míg c > 0 esetben a f®átlójában 1-esek, alsó mellékátlójában pedig −1-esek

találhatóak. Ezzel az elkészült J×J mátrixxal szorozva a J hosszúm vektort kapjuk

a dm
dt

értéket, melyre a Magnus-féle közelítést alkalmazva az

m(t) = etAm(0). (34)

megoldásra jutunk, ahol m(0) a kezdeti feltételb®l származó kezdeti vektor.

A megoldáshoz itt is szükség van immár az id®beli felosztásra, az [a, b] id®-

intervallumot n darabra osztjuk fel ∆t lépésközzel, és úgy alkalmazzuk a Magnus-

módszert.

A megoldáshoz szükség volt tehát egy mátrix exponenciálisának egy vektorral

való szorzására. A Magnus-módszer összes alkalmazását Matlab programrendszer-

ben végeztük, ahogyan ezen dolgozat során is, és itt a mátrixexponenciális számítá-

sának hatékonyságára több kísérletet végeztünk.

A beépített expm függvény a mátrixexponenciálist közelíti, nekünk minden

id®lépésben ezt még egy vektorral kell szoroznunk a megoldásvektor meghatározá-

sához, azaz minden id®rétegen egy mátrixexponenciális és egy vektor szorzatára van

szükségünk. Ez motiválta az expmv függvény használatát, mely egy mátrixexponen-

ciális és egy vektor szorzatát adja eredményül, igen hatékony módon (Al-Mohy and

Higham, 2011).

Többféle feladaton végzett próbafuttatások eredményeként megállapítottuk,

hogy kisméret¶ mátrixok esetén az expm, míg nagyobb méret¶ek esetén az expmv

volt hatékonyabb. Megmutattuk továbbá, hogy a sekélyfolyadék-egyenletek megol-

dása során a térbeli diszkretizációnkból igen nagy méret¶ blokkmátrixok adódnak

� ezt ezen dolgozat további részében is látni fogjuk �, így célszer¶bb az expmv függ-

vény alkalmazása. Jelen dolgozatban ezt az eredményt felhasználva csak az utóbbi

függvényt használjuk.
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Ezen információk tudatában diszkretizáltuk � térben az upwind, id®ben pe-

dig a Magnus-módszert alkalmazva � az egydimenziós lineáris, illetve a nemlineáris

sekélyvízi egyenletrendszert, majd megadtuk ezek megoldását.

Azt tapasztaltuk, hogy csak igen nagy kezdeti u(x, 0) sebesség és h(x, 0) magas-

ság esetén m¶ködik a módszer, ez nagyjából 100-as nagyságrend¶ értékeket jelentett,

10-es nagyságrendekre oszcillációt tapasztaltunk. Ezen túl azt láttuk, hogy egyfajta

disszipáció is megjelenik, melyet úgy észleltünk, hogy ha u(x, 0) = 0 értékr®l indu-

lunk, adott h(x, 0) magasságból, akkor �zikailag mi egy h magasságú hullámot a

gravitáció hatására indítunk el, mind lineáris, mind nemlineáris esetben.

Ennek megfelel®en azt szeretnénk, hogy a hullám magasságának folyamatos

csökkenése után váljon szét, és két púpként két irányban folytassa az útját. Ennek

ellenére, a nulla sebességb®l indítva is folyamatos áthelyez®dést tapasztaltunk, mi-

közben a hullám kettévált. Ezt a térbeli diszkretizáció hibájának tudtuk be.

Útelágazás el®tt állva úgy döntöttünk, megvizsgáljuk a Magnus-módszer stabi-

litását és konvergenciáját. Ahogyan azt már említettük, a cél egy jó numerikus mód-

szer megalkotása, és ahogyan azt az alkalmazott analízis alapköve, a Lax-Richtmeyer

tétel kimondja, ha egy parciális di�erenciálegyenlet numerikus megoldása � amennyi-

ben a feladat korrekt kit¶zés¶ � konzisztens, akkor pontosan akkor konvergens, ha

stabil is (Smith, 2010). Mindemellett, �gyelve a számításigényre, már készen is van

a Magnus-módszer a hiperbolikus sekélyvízi egyenletrendszerre.
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6. Konvergencia

6.1. A Magnus-módszer konvergenciája

A Magnus-módszer (24)-ben felírt alakját használva szeretnénk feltételt adni

a konvergenciára.

A Magnus-módszer különlegessége abban rejlik, hogy bár a módszerben hasz-

nálatos Ω(t) mátrix, melynek exponenciálisát közelítjük, egy igen hosszas számí-

tásokkal � kommutátorok, és ezek integráljainak összegeként, (25) szerint � el®álló

végtelen sor, ez mégsem jelent problémát. Ugyanis a (25) algoritmus a strukturális

tulajdonságait a csonkolás során is meg®rzi, így bátran használható kevesebb tag is,

nem szükséges az egész végtelen sor.

Tekintsük Ω1(t) =
∫ ∆t

0
A(s)ds értéket, azaz a végtelen sor els® elemét (Blanes

et al., 1998). Ekkor a módszer konvergenciájára az alábbi feltétel adható (Moan et

al., 1999) ∫ ∆t

0

‖A(s)‖ds < 1,086869

µ
. (35)

Itt µ egy algebrai állandó, értéke valós térben 1, a használt norma pedig a Frobenius-

norma.

A következtetés tehát az, hogy a megoldás során nekünk ahhoz, hogy a nu-

merikus közelítés konvergáljon a pontoshoz, a térbeli diszkretizáció által adott, a

feladatra vonatkozó mátrixunk Frobenius-normájára van szükség. Ennek ismereté-

ben könnyen kiszámolható a (35) értéke.

6.2. A konvergencia rendje

A numerikus megoldás létezésén és konvergenciáján kívül szeretnénk tudni a

konvergencia rendjét is.

Induljunk ki (18)-ból. Legyen bτ (t) a numerikus módszer térbeli rácshálóján �

melynek lépésköze τ � el®állított megoldás, és legyen b(t) a feladat pontos megoldá-

sa. Mivel parciális di�erenciálegyenletr®l van szó, bτ (t) és b(t) értékét vektorokként

értelmezzük.

Ekkor azt mondjuk, hogy a numerikus megoldás konvergál a pontos megoldás-

hoz az értelmezési tartomány egy t∗ bels® pontjában, ha t∗ az id®beli felosztás egy

pontja is, illetve

lim
τ→0
‖bτ (tn)− b(t∗)‖ = 0, (36)
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az id®beli felosztás n-edik pontjában, ahol n = (t∗ − t0)τ , azaz az id®beli felosztás

n-edik pontjában a τ lépésköz �nomításával a numerikus közelítés a pontoshoz tart.

A numerikus módszer konvergens, ha konvergens minden t∗ pontban.

Az el®z® jelölések alapján a módszer p-ed rendben konvergens, ha

‖bτ (tn)− b(t∗)‖ = O(τ p) (37)

teljesül (Faragó and Horváth , 2013).

Látható, hogy szükség van a pontos megoldásra a konvergenciarend kiszámítá-

sához. Ez a vizsgált esetekben csak korlátozottan áll rendelkezésre. Tehát a lineáris

advekciós egyenlet esetében, illetve a nemlineáris advekciót leíró Burgers-egyenlet

esetén (a nemlineáris advekció) tudjuk vizsgálni a konvergenciát, azonban a se-

kélyvízi egyenletrendszer egy- illetve kétdimenziós változatának nem ismeretes az

analitikus megoldása.

Tekintsük a numerikus közelítést ∆x térbeli és ∆t id®beli lépésközzel. Ekkor

térbeli rendre a px, az id®belire pedig a pt jelölést használva a közelítés felírható a

b∆x,∆t(x, tN) = b(x, tN) + r1(x, tN)(∆x)px + r2(x, tN)(∆t)pt + . . . (38)

alakban, ahol a magasabb rend¶ tagokat elhagyhatjuk. Ahogyan eddig is, b(x, tN)

adja a pontos megoldást az utolsó id®rétegen, az x térbeli rácspontban. Az r1 és r2

értékei nem függnek a tér- és id®beli diszkretizáció paramétereit®l.

Alkalmazzuk ugyanezt a numerikus módszert, és adjunk megoldást az utolsó tN

id®rétegen a (∆x,∆t1), (∆x,∆t2) lépésközöket használva. Azaz alkalmazzunk három

id®beli lépésközt ugyanazon térbeli lépésköz mellett. Ekkor a további két megoldás

a
b∆x,∆t1(x, tN) = b(x, tN) + r1(x, tN)(∆x)px + r2(x, tN)(∆t1)pt + . . . ,

b∆x,∆t2(x, tN) = b(x, tN) + r1(x, tN)(∆x)px + r2(x, tN)(∆t2)pt + . . .
(39)

alakban írható fel (Richards, 1997).

Felhasználva (38) és (39) egyenleteket a

‖b∆x,∆t − b∆x,∆t1‖
‖b∆x,∆t1 − b∆x,∆t2‖

≈ |(∆t)
pt − (∆t1)pt|

|(∆t1)pt − (∆t2)pt |
(40)

összefüggést kapjuk. Ebben viszont számunkra csak az id®beli séma konvergenciájá-

nak rendje, azaz pt az ismeretlen, mivel a ∆t,∆x,∆t1,∆t2 értékeket a diszkretizáció

során mi választjuk meg, illetve a numerikus megoldás értéke is ismert.
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Tehát olyan feladatoknál, melyeknél a pontos megoldás nem ismert � így pél-

dául az egy- és kétdimenziós sekélyfolyadék-egyenletek numerikus közelítése során

�, használható a (40), mely tehát egy numerikus konvergenciarend számító séma

(Banks and Aslam, 2013).

Azonban pt értéke analitikus módon nem fejezhet® ki, ezért egy numerikus

iterációt kell használnunk. A kísérletek során ehhez a Newton-iterációt alkalmaztuk,

mely az F (x) = 0 alakú egyenletek megoldását adja meg. Egy tetsz®leges x0 pontból

indítva az iterációt, n db iterációs lépés után kell®en közel kerülünk a megoldáshoz,

az

xn+1 = xn −
F (xn)

F ′(xn)
(41)

algoritmust használva. A (40) kifejezést nullára rendezve megkapjuk a szükséges

F (pt)-t és az iteráció elvégzése után az id®beli konvergenciarendet, azaz a pt értékét

is.

Ahhoz, hogy meggy®z®djünk róla, hogy ez a módszer valóban jó rendet ad,

azon feladatokra is végeztünk teszteket, amelyeknek pontos megoldása ismert, azaz

az advekciós egyenletre. Ezt követ®en tehát a (40) - (41) összefüggéseket használva

számítottuk ki a kísérletek során az egy- ill. kétdimenziós sekélyvízi egyenletrendszer

konvergenciarendjét.

Miután a Magnus-módszer konvergenciarendjét már ismerjük, olyan módszert

keresünk, amely lehet®vé teszi, hogy még pontosabb megoldást állítsunk el®. Ezzel

foglalkozunk a következ® fejezetben.

6.3. Richardson-extrapoláció (RE)

Ismert tehát a Magnus-módszer a hiperbolikus feladatra, és tudjuk, hogy pt-ed

rendben konvergens.

A Magnus-módszer id®beli integrálási módszer, így legyen most pt a Magnus-

módszer konvergenciarendje. Tekintsük újra a t = tn pontban a ∆t lépésköz¶ rácson

a

b(tn) = b∆t(tn) + r(∆t)pt +O(∆tpt+1) (42)

megoldást.

Az ötlet az, hogy alkalmazzuk a numerikus megoldást egy �nomabb (∆t1 < ∆t)

lépésköz¶ id®beli rácson is, de a durvább rácson kapott megoldást is használjuk

fel, tehát kombináljunk egy durvább és egy �nomabb közelítést egy új numerikus

megoldás el®állításához.

23



A �nomabb rácson vett közelítés kielégíti a

b(tn) = b∆t1(tn) + r(∆t1)pt +O(∆tpt+1) (43)

egyenletet. Képezzük a két numerikus megoldás lineáris kombinációját:

bkomb(tn) = K1b∆t(tn) +K2b∆t1(tn) (44)

kombinált megoldásra vonatkozó összefüggést.

A két numerikus megoldás ismert, a kérdés, hogy a K1 és K2 súlyokat hogyan

válasszuk meg. A (44) felírható a

bkomb(tn) = (K1 +K2)b(tn)− (K1∆tpt +K2∆tpt1 )r +O(∆tpt+1) (45)

formulával. A fentiek alapján szükséges:

• K1 +K2 = 1 a konvergenciához, illetve

• K1∆tpt +K2∆tpt1 = 0 a pt + 1 rend eléréséhez.

A két feltételb®l következik, hogy a keresett súlyok a következ®k lesznek:K1 = − (∆t1)pt

(∆t)pt−(∆t1)pt
,

K2 = 1−K1.
(46)

Speciálisan, ha ∆t1 = ∆t
2
akkor, ha a kombinált módszer

• els®rend¶, azaz pt = 1, ha K1 = −1, K2 = 2,

• másodrend¶, azaz pt = 2, ha K1 = −1
3
, K2 = 4

3
.

Megkülönböztetünk aktív és passzív Richardson-extrapolációt.

A passzív esetén, miután elkészítettük mindkét numerikus közelítést, a ∆t illet-

ve a ∆t1 lépésközzel is, elkészítjük a kombinált megoldást. Azonban a következ® id®-

rétegen csak a �nom és a durva rácshálón elkészített megoldással számolunk tovább.

Tehát a kombinált megoldást minden id®rétegen elkészítjük, de mindig felülírjuk az

el®z® id®rétegen vett megoldást, anélkül, hogy azt felhasználnánk az újhoz.

Az aktív RE esetén ezzel szemben a durva rács minden egyes id®rétegén a

kombinált megoldásból lépünk tovább. Tehát aktív RE esetén a kombinált értéket

minden id®rétegen újra felhasználjuk (Burg and Erwin, 2008).
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Jelen dolgozatban a kapott konvergenciarendet az aktív Richardson-extrapolációval

kísérletezve vizsgáltuk, várva a rend növekedését.

A Magnus-módszerre általunk is alkalmazott aktív Richardson-extrapoláció a

következ®képpen írható fel:

b1((n+ 1)∆t) = e∆t·A(n∆t)b0, (47)

b2((n+ 1)∆t) = e
∆t
2
·A(n+0.5∆t)e

∆t
2
A(n∆t)b0, (48)

b((n+ 1)∆t) = 2b2((n+ 1)∆t)− b1((n+ 1)∆t). (49)

Hogyan is értelmezhet® ez?

A jelölésben továbbra is b fejezi ki a megoldásvektort, A a diszkretizációból

származó, feladattól függ®en konstans vagy id®t®l függ® mátrix, ∆t az id®beli fel-

osztás lépésköze és n adja meg, hogy hányadik id®pillanatról van szó a durva id®beli

rácson.

Els®ként szükség van a kezdeti vektorra, amelyet b0 ad meg. Ezen vektorral

és tudva azt, hogy ez a lépés ∆t hosszúságú, legyártjuk a numerikus módszer meg-

oldásvektorát, ezt b1 jelöli. Ugyanezen az id®rétegen � egyel®re az els®n �, hasonló

módon létrehozunk egy másik megoldást, annyi különbséggel, hogy míg el®bb ∆t

hosszúságút léptünk, most a csizmánkkal kisebb lépésekben menetelünk el®re.

A kísérletek során ez a lépésköz pontosan ∆t
2
volt, ami persze azt jelenti, hogy

ezt a megoldást kétszer annyi id®rétegen kell majd el®állítani.

Maradjunk el®ször az els® id®rétegen, itt egy ∆t nagyságú lépéssel, és két darab
∆t
2
hosszúságú lépéssel kaptunk egy megoldást. Ezek lineáris kombinációjaként kerül

ki maga b((n + 1)∆t) megoldás is, a (49) összefüggés szerint. Ez azonban az els®

id®réteg, mi történik a további id®pontokban? Hasonlóan áll el® a megoldás, azzal

a különbséggel, hogy a második id®rétegen már nem a kezdeti vektort használjuk,

hanem az els® durva lépés után kapott kombinált megoldást.

Fontos arra is �gyelmet szentelni, hogy a mátrix, amennyiben id®t®l függ,

minden id®pillanatban változik, ∆t értékét®l is függ® objektum. A Richardson-

extrapoláció Magnus-módszerbe való beépítésének numerikus kísérleteir®l részlete-

sen a következ® fejezetekben olvashatunk.
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7. Eredmények

7.1. Az advekciós egyenlet

7.1.1. Numerikus módszer

Keressük azt a ξ függvényt, amely kielégíti a

∂ξ

∂t
= −c · ∂ξ

∂x
, c ∈ R, x ∈ [0, π] (50)

egyenletet a

ξ(x, 0) = ξ0(x) (51)

kezdeti feltétel és a

ξ(0, t) = ξ(π, t) (52)

periodikus peremfeltétel mellett.

Az els®rend¶, hiperbolikus, parciális di�erenciálegyenlet numerikus megoldá-

sához térbeli, majd id®beli diszkretizációra van szükség. Legyen ∆t id®beli lépcs®

mellett ∆x > 0 a térbeli ugrás.

Ha a [0, π] intervallumot J db részre osztjuk, akkor a j-edik osztópont az xj :=

(j − 1) ·∆x pont lesz (j = 1, 2, ..., J + 1).

Diszkretizáljuk térben a ξ(x, t) függvényt, és vezessük be az

mj(t) := ξ(xj, t) (53)

jelölést, valamint de�niáljuk az m(t) vektort a következ®képpen:

m(t) =


m1(t)

m2(t)
...

mJ(t)

 . (54)

A feladatban a Magnus-módszer alkalmazásával keressük a (18)-ban már be-

vezetett alakban az m(t) vektort. Ezek alapján m(t) id®deriváltja és a megoldás a

következ® módon írható fel:
m′(t) = Am(t),

m(t) = etAm(0).
(55)
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Az (51)-b®l ξ(0) ismert, m(0) ezen ξ(0) kezdeti, tért®l függ® függvény rácsponti ér-

tékeib®l álló vektor. A kérdés: hogyan áll el® az A mátrix?

Térbeli diszkretizációs sémánknak � a korábbi bal és jobb oldali véges külön-

ségek helyett � a középponti módszert választottuk, amely a következ®képpen áll

el®:

dmj

dt
=
mj+1 −mj−1

2∆x
. (56)

Jól leolvasható, hogy az m(t) vektor j-edik elemének közelítéséhez milyen értékekre

van szükség, így tehát az (56) megadja nekünk az A mátrixot; ez egy olyan tri-

diagonális mátrix, melynek f®átlójában 0-k, alsó mellékátlójában −1-esek, a fels®

mellékátlójában pedig 1-esek találhatóak. A mátrix méretét tekintve J × J nagy-

ságú. Készen van tehát az a mátrix, melynek exponenciálisát keressük, és ezt kell

majd szoroznunk a megoldásvektorral, a Magnus-féle módszer szerint.

Egyetlen dolog hiányzik már csak, mégpedig az (52) által megadott peremfel-

tétel beépítése a mátrixba.

Gyakorlatban ezen feladat megoldása egy, a c értékét®l függ® irányban mozgó

Gauss-csúcs. A periodikus perem azt mondja meg, hogy a jelenleg [0, π] interval-

lumon megadott megoldás értékek közül, amennyiben a csúcs a 0 felé közlekedik,

akkor jöjjön vissza a π irányából, ha pedig π felé, akkor a 0 irányából.

A diszkretizációnk alapján ez az els®, és az utolsó mj értéket érinti:

dm1

dt
=
m2 −m0

2∆x
,

dmJ

dt
=
mJ+1 −mJ−1

2∆x
. (57)

Látjuk, hogy m1 értékéhez szükség lenne m0 értékére is, azonban az (54) mutatja,

hogy m0 nem áll rendelkezésre. A periodikus peremfeltétel miatt, m0 helyett mJ ér-

tékét használjuk, hasonlóan kell eljárnunk az mJ értékének elkészítésekor is, azaz a

vektor utolsó koordinátájához szükség lenne egy utolsó utánira, ami helyett szintén

a periodikus perem miatt az els® értéket vesszük.

Mindezek alapján az A mátrix egy kicsit megváltozik; a peremfeltétel beépíté-

sével az els® sor utolsó eleme, illetve az utolsó sor els® eleme 0-tól különböz® értéket

tartalmaz, illetve nem szabad megfeledkezni az 1
2∆x

szorzóról, és az advekció irányát
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meghatározó c sebességr®l sem:

A = − c

2∆x
·



0 1 0 0 0 . . . −1

−1 0 1 0 0 . . . 0

0 −1 0 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

1 0 . . . 0 0 −1 0


. (58)

Ismert, hogy a feladat pontos megoldása el®áll a kezdeti feltételként megadott

ξ0 di�erenciálható függvény (x−ct) pontban vett értékeként. Legyen a kezdeti függ-

vény

ξ0(t) = e−2,5(x−x0)2 · x · (π − x). x0, b ∈ R, (59)

Így egy tetsz®leges helyen és id®pillanatban a pontos megoldás megadható ξ(x, t) =

ξ0(x− c · t) alakban.

Ez azt jelenti, hogy a kiindulási függvényünk az id® el®rehaladtával c értékét®l

függ®en változik. Helyben marad, ha c = 0, ha c > 0, akkor az x tengelyen pozitív

irányba, ha pedig c < 0, akkor negatív irányba tolódik el.

Mivel ismert a feladat pontos megoldása is, ezért a numerikus és a pontos

megoldás hibájából kiindulva a (37) összefüggést alkalmazva a konvergencia rendje

megadható. Természetesen használható a (40) numerikus rendszámítás is.

7.1.2. Megvalósítás

Minden útravalóval felvértezve nincs más hátra, mint megoldani az egyenletet

numerikusan, és vizsgálni a stabilitást, illetve a rendet.

Az 1. ábra mutatja a kapott eredmény id®beli változását, ügyelve a stabilitási

feltételre (Stoyan and Takó, 2008):

∆t <
∆x

|c|
. (60)

A [0, π] térintervallumot 28 részre osztottuk, id®ben pedig N = 500 lépést tet-

tünk, c = −2 sebesség értéket választva. Jól látható, hogy a pontos és a numerikus

megoldás végig tökéletesen együtt mozog. A kezdetben de�niált Gauss-csúcs a vá-

lasztott sebességnek megfelel® irányba, c = −2 miatt most balra indul. A peremet
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1. ábra: A lineáris advekciós egyenlet megoldása térben középponti, id®ben

Magnus-módszerrel, n = 4, n = 240 és n = 420 id®pillanatokban.

elérve a periodikus peremfeltétel miatt a másik oldalon ugyanaz a hullám jön vissza.

Ezt a jelenséget több perióduson keresztül is láthatjuk id®ben kell®en sokat lépve.
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7.1.3. Konvergencia

Ahogyan az 1. ábrán is láttuk, a pontos és a numerikus megoldás az id® el®reha-

ladtával teljesen együtt mozog. Az advekciós egyenlet lineáris, a Magnus-módszerrel

a numerikus megoldás során teljesen pontosan integrálunk, a módszer ebben az eset-

ben �végtelen� rend¶nek is tekinthet®.

Célunk természetesen a sekélyfolyadék-egyenletek megoldása és vizsgálata. Tud-

juk, hogy az egyenletrendszerben nemlineáris advekciós tagok szerepelnek, vizsgáljuk

meg tehát, hogy hogyan viselkedik az advekciós egyenlet a nemlineáris esetben.

7.2. A Burgers-egyenlet

A Burgers-egyenlet egy olyan nemlineáris parciális di�erenciálegyenlet, melyet

igen sok helyen használnak. Felhasználása többek között a sekélyvízi hullámterje-

désben és a magnetohidrodinamikában jelent®s.

Az egyenlet egy hiperbolikus egyenlet, amely a már tárgyalt advekciótól annyi-

ban különbözik, hogy a c állandó terjedési sebességet kicseréljük magára az ismeret-

len függvényre. Ez már id®függ® lesz � az ezzel való szorzásból adódik az egyenlet

nemlinearitása.

Tekintsük tehát a

∂ϕ

∂t
= −ϕ · ∂ϕ

∂x
, x ∈ [0, π] t ∈ [0, 1] (61)

egyenletet, az alábbi kezdeti és periodikus peremfeltétel mellett:

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), (62)

ϕ(0, t) = ϕ(π, t). (63)

Az egyenlet különlegessége, hogy szakadásmentes kezdeti feltétel megadása mellett

a megoldásban szakadást tapasztalhatunk.

Az egyenlet megoldásában � ahogyan a valóságban is � a hullám egyes részei

nem azonos sebességgel haladnak. A hullám tehát, ahogyan a lineáris advekciós

egyenletnél láttuk, elindul, de egy id® után a hullámcsúcs nagyobb sebességgel halad,

a hullám ebb®l kifolyólag torzulni � d®lni fog. Ez a sebességkülönbség és torzulás

akkora is lehet, hogy lökéshullám (shockwave) alakulhat ki (Garabedian, 1964). Ez a

lökéshullám egy olyan rész, ahol a sebesség tér szerinti deriváltja a végtelenhez tart.
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A (61) egyenlet pontos megoldása tehát függ az id®t®l, és el®áll

ϕ(x, t) = ϕ0(x− ϕ(x, t) · t) (64)

alakban, ahol ϕ0 az általunk megadott kezdeti függvény, esetünkben:

ϕ0(t) = e−2,5(x−x0)2 · x · (π − x) x0 ∈ R. (65)

Látható azonban, hogy a megoldás el®állításához szükség van magára a megoldásra

is. Ehhez viszont bármelyik iterációs eljárás pár lépését könnyen eszközül vehetjük.

Tekintsük tehát a kezdeti ϕ0 függvényt, legyen ® a kezdeti vektorunk. Ezt

követ®en a

ϕ1(x, t) = ϕ0(x− ϕ0(x, t) · t)

ϕ2(x, t) = ϕ0(x− ϕ1(x, t) · t) (66)

ϕ3(x, t) = ϕ0(x− ϕ2(x, t) · t)
...

iteráció pár lépését elvégezve a megoldás közelít®leg: ϕ(x, t) = ϕfinal(x, t), ahol

ϕfinal(x, t) az utolsó iterált. Egy másik lehet®ség a Newton-féle iteráció használata,

mi is ez utóbbit alkalmaztuk.
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2. ábra: A Burgers-egyenlet Newton-iterációval megadott pontos megoldása,

n = 4(kék) és n = 135(lila) pontban.

A 2. ábra mutatja, hogy a hullám a vártnak megfelel®en elindul, kialakul a

hullámbeli sebességkülönbség. Kés®bbi id®pontban a megoldáson már észrevehet®

az oszcilláció, ami a lökéshullám kialakulását jelenti.
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7.2.1. Megvalósítás

Természetesen a cél az egyenlet numerikus megoldása térben középponti, id®-

ben Magnus-módszerrel.

Újra szeretnénk elvégezni a tér- és id®beli diszkretizációt, hogy tudjuk alkal-

mazni a Magnus-féle közelítést. Ahogyan már ismertettük, úgy jutunk a numerikus

megoldáshoz, hogy térben J db felosztást készítve, egy J hosszúságú vektort kell egy

J × J nagyságú mátrixszal szoroznunk N -szer, ahol N az id®intervallum felosztása.

Szerencsére ismét az a kérdés, hogy mi ez a mátrix, amivel a vektort N -szer

szorozva a megoldás el®áll. A válasz pedig könnyen megadható, hasonló alakban írjuk

fel, mint az (58)-ban tettük, viszont ügyelnünk kell arra, hogy eddig egy A id®t®l

független mátrixunk volt, most azonban egy A(t) dinamikusan változó mátrixszal

kell dolgoznunk. Az (58) mátrix elemeit úgy kell kicserélnünk, hogy c ∈ R konstans

érték helyett most ϕ(x, t) érték szerepeljen.

Jelölje a ϕ J darab rácsponti értékét a χ vektor, a j-edik rácsponton vett

értékét pedig χj. Ez a χ vektor tehát minden id®rétegen számítandó, és az (i+1)-edik

id®réteg megoldásához az i-edikre szükség van, nemcsak a mátrix-vektor szorzatban

lév® vektor miatt, hanem az egyenlet nemlinearitása miatt is, hiszen a mátrixban az

elemek minden id®rétegen újra és újra cserél®dnek az alábbi alapján:

A = − 1

2∆x
·



0 χ2 0 0 0 . . . −χJ
−χ1 0 χ3 0 0 . . . 0

0 −χ2 0 χ4 0 . . . 0
...

...
...

...
...

χ1 0 . . . 0 0 . . . 0


. (67)

Természetesen most sem szabad elfeledkeznünk a −1
2∆x

szorzóról, ahol a negatív

el®jel az egyenletb®l adódik. Újra rendelkezésünkre áll minden szükséges információ

a numerikus megoldás elkészítéséhez. Az eredményeket a 3. ábra mutatja. A nu-

merikus és a pontos megoldás már nem halad teljesen együtt. Meg�gyelhet® a 68.

id®lépés után a lökéshullám kialakulása a numerikus megoldásban is.

7.2.2. Konvergencia

A Burgers-egyenletnél, mivel nemlineáris, már nem integrálunk pontosan az

id®ben. A numerikus konvergenciavizsgálat eredményét az 1. táblázat mutatja, id®-

ben 210, 211 és 212 lépést téve. A vizsgálat során a térbeli felosztás továbbra is J = 28
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3. ábra: A Burgers egyenlet pontos és numerikus megoldása a t = 4 és t = 54

id®pontban.

1. táblázat: A Burgers-egyenlet numerikus megoldásának id®beli

rendvizsgálata N id®beli felosztás mellett. (pt - megoldás rendje, RE -

Richardson-extrapoláció)

N = 210 N = 211 212

pt 1,7678 0,9520 0,9862

pt RE 2,8022 2,6493 2,2364

volt, és a táblázat els® sora mutatja, hogy hány id®rétegen közelítettük a Magnus-féle

megoldást.

A módszer tehát a hiperbolikus, nemlineáris Burgers-egyenletre els®rend¶, míg

aktív Richardson-extrapoláció alkalmazása esetén a rend eggyel javul, id®ben má-

sodrend¶ közelítést kapunk.
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7.2.3. Kapcsolat a sekélyfolyadék-egyenletekkel

Eredeti célunk a sekélyvízi egyenletrendszer sikeres megoldása a Magnus-módszerrel.

Miután láttuk a szükséges eszközöket, írjuk át a 3. fejezetben ismertetett egyenlet-

rendszert a következ® alakra:



∂h

∂t
= −u∂h

∂x
− v∂h

∂y
− h

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
,

∂u

∂t
= −u∂u

∂x
− v∂u

∂y
− g∂h

∂x
− fv,

∂v

∂t
= −u∂v

∂x
− v∂v

∂y
− g∂h

∂y
+ fu.

(68)

Keressük a h(x, y, t), u(x, y, t), v(x, y, t) függvényeket t ≥ 0, (x, y) ∈ M ⊂ R2

mellett. Az egyenletekben szerepl® f a Coriolis-paraméter, f = 2ω sinϕ, mely értéke

a közepes földrajzi szélességen közelít®leg 10−4 1
s
. Szintén az egyenletrendszerben

szerepl® g a gravitációs gyorsulás értéke, g ≈ 9,81m
s2
.

Végezzünk el a (68) egyenletrendszerre is egy megfelel® diszkretizációt, mely

után a kapott feladatot kompaktabb formában írhatjuk fel. Cél egy operátormátrix

és egy vektor szorzatát képezni, így alkalmazható lesz a Magnus-féle numerikus

közelítés.

Legyen U : R3 → R3 az alábbi:

U(x, y, t) =


h(x, y, t)

u(x, y, t)

v(x, y, t)

 , t ≥ 0, (x, y) ∈M ⊂ R2 (69)

A (68)-ban felírt egyenletrendszer a (69)-ben szerepl® függvények parciális de-

riváltjait tartalmazza, azaz szükségünk van az U id® szerinti deriváltjára.

Ezt a kifejezést fel tudjuk írni az advekciós egyenlet esetében is ismertetett

módon, tehát egy megfelel® mátrix és az U szorzataként. Ismét felírható a keresett A
mátrix, ez egy olyan 3×3-as operátormátrix, amellyel az U -t megszorozva a (68)-ben

felírt parciális di�erenciálegyenlet-rendszert kapjuk. AzA elemei azok az operátorok,

34



amelyek h, u és v függvényre hatnak:

A(U) =



−u ∂
∂x
− v ∂

∂y
−h ∂

∂x
−h ∂

∂y

−g ∂
∂x

−u ∂
∂x
− v ∂

∂y
−f

−g ∂
∂y

f −u ∂
∂x
− v ∂

∂y


. (70)

Vegyük észre, hogy a (68) egyenletrendszer minden tagja nagyon hasonlít a (61)

egyenletre. Így tehát könnyen látszik, hogy ha a 3 egyenletet az U vektor és az

A operátormátrix szorzataként szeretnénk felírni, akkor tökéletesen használhatjuk

kiindulópontként a már ismertetett mátrix-vektor alakot.

Azaz az advekciós egyenlet és a Burgers-egyenlet esetében de�niált mátrixok

segítségével el®állítható egy olyan 3×3-as blokkmátrix, melynek egyes blokkjai rend-

re tridiagonális mátrixok, különböz® együtthatókkal. Az eddigiekben id®t®l függet-

len és id®t®l függ® tesztpéldákkal dolgoztunk, most az A elemei szintén függnek a

keresett h, u, v függvényekt®l, tehát implicit módon az id®t®l is.

Az A operátormátrixból térbeli diszkretizáció után tehát egy nagy méret¶ Ã
blokkmátrix áll el®, mellyel alkalmazható lesz a Magnus-módszer. Láttuk, hogy a

blokkokban lév® tridiagonális mátrixok mérete változik aszerint, hogy mennyire �-

nomítjuk a felosztást. Ez a blokkmátrix egydimenziós esetben � tehát ha csak az x

szerinti változást tekintjük � nagyon megn®, hiszen minden blokkja J ×J , ezt pedig
minden id®lépésben számítva a futási id® nagyon elnyúlhat.

A továbbiakban a nehezebb és összetettebb feladatok során igyekszünk a szá-

mításigényt optimálisan csökkenteni, a stabilitás és a megfelel® �nomság megtartása

mellett. Ezek miatt az egydimenziós és a kétdimenziós sekélyvízi egyenletrendszer

térbeli felosztása és a Magnus-módszerrel vett id®rétegek száma egyre kevesebb lesz,

de ez nem befolyásolja a megoldás jóságát.
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7.3. 1D lineáris sekélyfolyadék-egyenletek

7.3.1. Numerikus módszer

Tekintsük a (17) egyenletrendszer egydimenziós alakját:
∂h

∂t
= −u∂h

∂x
− h∂u

∂x

∂u

∂t
= −u∂u

∂x
− g∂h

∂x
,

(71)

az alábbi kezdeti feltétellel: h(x, 0) = e−x
2

u(x, 0) = 0,
(72)

és a következ® periodikus peremfeltételek mellett:h(0, t) = h(`, t)

u(0, t) = u(`, t) x ∈ [0, `] ` ∈ R
(73)

Ekkor a mozgás független az y koordinátától, csak egy síkban történik. Ha ezt a

Földön lejátszódó folyamatként értelmezzük, akkor most egy kelet-nyugati irányú

mozgást egy adott x ∈ [0, `] pontban és t > 0 id®pillanatban leíró h(x, t) magasság

és u(x, t) sebességfüggvény az ismeretlen függvények.

Végezzük most el a (71) egyenletrendszer linearizálását a dinamikus meteo-

rológiában legelterjedtebb módszerrel, az ún. kis perturbációk módszerével. Ez a

módszer olyan légköri hullámmozgások leírására használható, amelyeknek az álla-

pothatározók mez®iben lényegesen kisebb az amplitudója, mint az adott állapotha-

tározó átlagos értéke a légkörben. Ezt a viszonylagos kicsinységi feltételt a légköri

hullámok többsége kielégíti. Így tehát az egyenletrendszerben szerepl® állapotha-

tározók felbonthatók az átlagos mez®k (alapállapot) és az ezekhez viszonyított kis

perturbációk mez®inek összegére (Práger, 1982).

Az egydimenziós egyenletrendszerben szerepl® sebesség- és magasságértékek

tehát u = ū + upert és h = h̄ + hpert alakban írhatóak fel. A perturbációs tagokról

feltesszük, hogy legalább egy nagyságrenddel kisebbek, mint az átlagolt tagok. Az

egyenletrendszerbe behelyettesítve ezeket az értékeket a tagok újabb tagokra esnek

szét. Ezeket pedig három csoportra tudjuk osztani. Az els® az átlagértékekb®l és azok

szorzataiból álló tagok, a második a perturbációs mennyiségek és azok szorzataiból

képzett tagok és a harmadik � számunkra fontos � a perturbációs mennyiségek és

ezek átlagértékekkel vett szorzataiból álló tagok.
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Az egyenletrendszert egy oldalra rendezve belátható, hogy az azonos csoportba

tartozó tagok közelít®leg kompenzálják egymást. Ez alapján egy új egyenletrendszert

nyerünk, a kis perturbációkra vonatkozó sekélyfolyadék- egyenleteket:


∂hpert
∂t

= −ū∂hpert
∂x

− h̄∂upert
∂x

∂upert
∂t

= −ū∂upert
∂x

− g∂hpert
∂x

,

(74)

ennek megfelel®en kell megadnunk a kezdeti és a peremfeltételeket is. A (74) egyen-

letrendszerben upert és hpert jelzi, hogy az egyenletek a perturbációkra vonatkoznak,

felírásuk után célunk megadni a hpert és upert függvények, mint megoldásvektorok

értékét� tehát a perturbációk viselkedését.

Szeretnénk a feladatot a Magnus-módszerrel megoldani, ehhez pedig meg kell

adnunk az A mátrix azon alakját, ami az egydimenziós egyenletrendszerre vonatko-

zik. Ez az operátormátrix most egy 2× 2-es blokkmátrix, amely az

A1Dlin

(
hpert

upert

)
=


−ū ∂

∂x
−h̄ ∂

∂x

−g ∂
∂x

−ū ∂
∂x

 (75)

alakban írható fel. Ez tehát egy olyan blokkmátrix, amelynek minden blokkja az

advekciós egyenlet megoldása során használt diszkretizáció eredménye lesz.

Fontos látni, hogy az A1Dlin mátrixban szerepl® blokkokat meghatározza egy

konstans érték is, ebben is hasonlít a feladat az advekcióhoz. Lineáris esetben a (75)

mátrix jobb oldalán h̄ és ū szerepelnek, melyek a linearizálás során kapott átlagos

értékek. Ezeket mi adjuk meg, tetsz®legesen választott valós értékekként, így tehát

a mátrix a megoldás során végig állandó marad, nem függ az id®t®l.

Megadhatjuk, hogy az általunk választott magasságú és sebesség¶ folyadék

mozgása hogyan alakul az id® el®rehaladtával, ügyelve arra, hogy h̄ értéke megfe-

lel®en kicsi legyen a horizontális kiterjedéshez képest, például egy Rossby-hullám

mozgását �gyelve a h̄ legyen körülbelül az
1

100
-ad része a horizontális kiterjedésnek.

Nincs más hátra, mint el®állítani azA1Dlin mátrixot, majd közelíteni az exponenciális-

vektor szorzatot. A térbeli diszkretizációhoz újra a középponti módszert használtuk.
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Azok a tagok, amelyek az ū értékével szorzódnak, az

Aū = − ū

2∆x
·



0 1 0 . . . −1

−1 0 1 . . . 0

0 −1 0 . . . 0
...

...
...

...

1 . . . . . . . . . 0


= − 1

∆x
·



0 ū 0 . . . −ū
−ū 0 ū . . . 0

0 −ū 0 . . . 0
...

...
...

...

ū . . . . . . . . . 0


(76)

alakban, azok pedig, amelyeket a h̄ értékkel kell szoroznunk az

Ah̄ = − h̄

2∆x
·



0 1 0 . . . −1

−1 0 1 . . . 0

0 −1 0 . . . 0
...

...
...

...

1 . . . . . . . . . 0


= − 1

2∆x
·



0 h̄ 0 . . . −h̄
−h̄ 0 h̄ . . . 0

0 −h̄ 0 . . . 0
...

...
...

...

h̄ . . . . . . . . . 0


(77)

alakban írhatóak fel. Szükség lesz egy olyan mátrixra is, amely g-vel szorzódik,

ez tehát a (77) mátrixhoz képest csak egy pici változtatás; h̄ értékei helyett g =

9, 81m
s2

szintén �x értékek kerülnek a megfelel® helyre. A mátrixok függnek a térbeli

felosztástól, rendre J × J nagyságúak, J továbbra is a térbeli felosztások száma.

Azonban nem szabad elfeledkeznünk a kezdeti és peremfeltételekr®l sem.

A periodikus perem értelmében a térintervallum bal és jobb oldali végpont-

ját egyenl®vé tesszük. A sekélyfolyadék modell fontos tulajdonsága, hogy a folyadék

horizontális kiterjedése jóval nagyobb, mint a vertikális. A geoid alakú Földön leját-

szódó mozgásformák modellezéséhez ez a peremfeltétel természetes választás: a bal

oldal �összeér� a jobb oldallal, ha az x koordináta egy szélességi kör mentén válto-

zik. Ahogyan az (58) mátrix esetében láttuk, most is kiegészül az A operátormátrix

minden blokkja a peremfeltétellel. A (76) és (77) mátrixok els® sorának utolsó eleme

és az utolsó sorának els® eleme kerül kiegészítésre a középponti módszer sajátossága

miatt. Természetesen a g által meghatározott blokkra is igaz a kiegészülés, így az

A1Dlin = − 1

2∆x
·



0 ū 0 . . . −ū
−ū 0 ū . . . 0
...

...
...

...

ū 0 0 . . . 0

0 h̄ 0 . . . −h̄
−h̄ 0 h̄ . . . 0
...

...
...

...

h̄ 0 0 . . . 0

0 g 0 . . . −g
−g 0 g . . . 0
...

...
...

...

g 0 0 . . . 0

0 ū 0 . . . −ū
−ū 0 ū . . . 0
...

...
...

...

ū 0 0 . . . 0


(78)
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mátrix megadja a teljes rendszer operátormátrixát.

A Magnus-módszer használata el®tt az utolsó kérdés, hogy a már ismertetett

(78) blokkmátrixot, amely 2J × 2J nagyságú, a (72) kezdeti feltételek ismeretében

milyen vektorral szorozzuk, hogy a lineáris egyenletrendszert visszakapjuk. Leolvas-

ható, hogy a h(x, t) és u(x, t) függvényeket térben diszkretizálva egy hosszú oszlop-

vektorba rendezhetjük

p(t) =



p1(t)

p2(t)
...

pJ(t)

pJ+1(t)
...

p2(J)(t)


(79)

módon, ahol

pj(t) := hpert(t, (j − 1) ·∆x), j = 1, 2, . . . , J

pj(t) := upert(t, (j − 1) ·∆x), j = J + 1, . . . , 2J,
(80)

azaz a hosszú vektor els® J elemét a hpert, második J elemét pedig az upert pertur-

bációs értékek adják. Ez a vektor 2J hosszúságú, megfelel® dimenziójú ahhoz, hogy

a (78) mátrixxal szorozzuk, tehát a következ® lépés a mátrixexponenciális-vektor

szorzat közelítése a Magnus-módszerrel.

Ezzel minden id®rétegen megkapjuk a megoldást, az el®z® id®lépésben kapott

megoldást mindig felhasználjuk a következ® id®lépésben, azonban az A1Dlin mátrix

végig állandó marad.

7.3.2. Megvalósítás

A 4. ábra mutatja az egydimenziós sekélyfolyadék-egyenletek térben közép-

ponti, id®ben Magnus-féle numerikus módszerrel történ® megoldását az n = 1, n =

25, n = 50, n = 160, n = 185, n = 200, n = 285, n = 300 id®pillanatokban.

A �x térbeli felosztást (J = 200) alkalmaztunk. Az ábrán az ū = 0 sebesség,

h̄ = 100 magasság értékek és g = 9,81m
s2

gravitációs gyorsulás melletti megoldás

látható. A kezdeti vízmagasság az id® el®rehaladtával kettéválik, és a két csúcs két

külön irányba indul. Folyamatosan távolodnak egymástól, míg a peremet el nem érik.

A periodikus peremfeltétel miatt találkoznak, interferálnak, majd szétválnak és újra

két irányba indulnak el. Ezt követ®en egy kés®bbi id®pontban újra találkoznak. Ezt a
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4. ábra: Az 1D lineáris sekélyvízi egyenletrendszer megoldása �x térbeli

felosztással, az id® el®rehaladtával.

fajta mozgást ismétlik az id®lépések számától függ®en. A 4. ábrát N = 1000 id®lépés

melletti futtatás során vett id®rétegeken láthatjuk. Az ismertetett viselkedést akkor
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is megkapjuk, ha h̄ értékét csökkentjük, és ū értékét tetsz®legesen változtatjuk.

A módszerhez tartozó stabilitási feltételt természetesen minden esetben ellen-

®riznünk kell, tehát teljesülnie kell a

∆t ≤ ∆x

|ū+
√
gh̄|

(81)

feltételnek. A 4. ábrán látott futtatás esetén ∆t ≤ 1, 6 · 10−3 feltételnek kellett

teljesülnie, ezt minden próbafuttatás esetén ellen®riztük.

7.3.3. Konvergencia

A módszer � ahogyan azt már láttuk � nagyon hasonlít az advekciós egyenletre

kialakított numerikus módszerre. Ez a konvergencia szempontjából azt jelenti, hogy

a feladat linearitásából adódóan pontosan integrálunk. A Richardson-extrapolációt

alkalmazva nem kapunk megfelel®en jó eredményt, hiszen a mátrix nem függ az

id®t®l, minden id®lépésben és bármilyen id®beli felosztás mellett konstans mátrix-

szal kell dolgoznunk. Emiatt a (49) összefüggésben ismertetett konvergencia növelést

jelenleg nem tudjuk alkalmazni, hiszen a ∆t
2
esetén számított mátrix értéke megegye-

zik a ∆t esetén számított mátrixéval. A konvergenciarend változására a nemlineáris

esetben számítunk.
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7.4. 1D nemlineáris sekélyfolyadék-egyenletek

7.4.1. Numerikus módszer

Tekintsük most újra az egyenletrendszer el®z®ekben már látott egydimenziós

alakját, a következ® kezdeti és peremfeltétel mellett:
∂h

∂t
= −u∂h

∂x
− h∂u

∂x

∂u

∂t
= −u∂u

∂x
− g∂h

∂x
,

(82)

h(x, 0) = h̄+ e−x
2

u(x, 0) = 0,
(83)

h(0, t) = h(`, t)

u(0, t) = u(`, t). x ∈ [0, `]
(84)

A lineáris feladathoz képest fontos változás, hogy a (82) rendszerben szerepl® h(x, t)

és u(x, t) értékek már nem a linearizálás eredményeképpen kapott perturbációkra

vonatkoznak, hanem az adott pontban vett tényleges értékeket jelölik. A lineáris

eset (78) mátrixához képest újra változtatásokat kell tennünk.

A nemlineáris A1Dnemlin mátrixban a négy blokkból háromban, a h és az u

blokkjaiban, az alsó és fels® mellékátlókban, illetve a peremfeltétel által megha-

tározott helyeken már h̄ és ū helyett h(x, t) és u(x, t) értékek szerepelnek. Tehát

a mátrixban szerepl® konstans értékek helyett már helyt®l és id®t®l függ® értékek

lesznek. A helyfüggést a mátrixban meghatározott indexük adja meg � szintén kö-

zépponti módszert alkalmazva �, az id®függésük miatt viszont minden lépésben a

Magnus-módszerrel kapott megoldásvektort kell felhasználnunk.

Ahhoz tehát, hogy az n-edik id®lépcs®ben is megkapjuk a nemlineáris egyen-

letrendszer megoldását, szét kell szednünk az (n − 1)-edik lépésben kapott hosszú

vektort, amelyet elkészítettünk, hogy közelíteni tudjuk a mátrixexponenciális-vektor

szorzatot. Az n− 1-edik lépésben kapott vektorból h és u értékeit kell beültetnünk

az A mátrix megfelel® helyeire.

Természetesen nem szabad elfeledkeznünk a peremfeltételr®l sem, azonban a

diszkretizációt felírva láthatjuk, hogy az el®z® id®réteg megoldásvektorának mely u

és h értékét milyen helyre kell tennünk. A nemlineáris egydimenziós egyenletrendszer
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térbeli diszkretizációja után kapott mátrix tehát az

A1Dnemlin = − 1

2∆x
·



0 u2 0 . . . −uJ
−u1 0 u3 . . . 0
...

...
...

...

u1 0 0 . . . 0

0 h2 0 . . . −hJ
−h1 0 h3 . . . 0
...

...
...

...

h1 0 0 . . . 0

0 g 0 . . . −g
−g 0 g . . . 0
...

...
...

...

g 0 0 . . . 0

0 u2 0 . . . −uJ
−u1 0 u3 . . . 0
...

...
...

...

u1 0 0 . . . 0


(85)

alakban írható fel. A középponti módszer sajátossága miatt szükséges az A1Dnemlin

mátrixot 1
2∆x

-el szorozni, a negatív el®jel pedig a (82) összefüggésb®l adódik. A g

értéke továbbra is állandó, így jelen esetben az az egyetlen blokk, amely minden

id®lépésben állandó és ugyanaz marad.

Kérdés tehát, hogy mi alapján kell az u és h értékeit®l függ® blokkokat feltölteni

minden lépésben. A (85) mátrix jól mutatja, hogy az (57) összefüggést felhasználva

a mátrix melyik sorába melyik érték kell, hogy kerüljön � az alsó index az u és h

vektorok elemeit jelzik �, azaz hogyan áll el® a mátrix minden id®rétegen. Fontos

természetesen a peremfeltétel értéke is, ami szintén az (57)-b®l adódik.

Ismerjük tehát újra a mátrixot, mellyel a mátrixexponenciális-vektor szorzat

közelítése a feladat, tehát a Magnus-féle megoldás elkészítése n db id®rétegen.

7.4.2. Megvalósítás

Az 5. ábra mutatja, hogy �x térbeli felosztás, J = 100 mellett hogyan viselkedik

a h(x, t) értéke az id® el®rehadtával, n = 1, n = 40, n = 90, n = 140 id®rétegeken. A

g értéke továbbra is 9,81m
s2
, a h̄ = 0 (ez a kezdeti feltétel miatt meghatározó) és a

kezdeti sebesség is ū = 0. A maximális id®lépés N = 500 mellett a

∆t ≤ ∆x

max(u)
(86)

stabilitási feltétel teljesülésével vizsgáljuk a rendszer m¶ködését, ahol max(u) értéke

térben és id®ben egyaránt értend®, azonban id®ben nem tudjuk el®re meghatározni.

A Burgers-egyenletnél már tapasztaltuk, hogy bármilyen sima kezdeti feltétel

ellenére a hullámon belül sebességkülönbség alakul ki, és a hullám tetején lökés-

hullám keletkezik. Hasonló jelenséget tapasztalunk. A t = 1 id®pillanatból indított

hullám elkezd laposodni. A lineáris esethez hasonlóan két irányba indul, azonban
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5. ábra: Az 1D nemlineáris sekélyvízi egyenletrendszer megoldásának

magasságértékei �x térbeli felosztással, az id® el®rehaladtával.

miel®tt teljesen szétválna, megjelenik a várt lökéshullám, amely a n = 140 id®pil-

lanatban már látható. Nagyobb n értékre, tehát kisebb ∆t id®lépésenként közelítve

a megoldást tovább megmarad a simaság. A 6. ábrán láthatjuk a magasság értékek

mellé az u(x, t) sebesség változását is. Az említett lökéshullám kialakulása a sebes-

séggörbén is jól követhet®, kirajzolódik a sebességkülönbség, ami a hullámon belül

�gyelhet® meg.

7.4.3. Konvergencia

A nemlineáris sekélyfolyadék-egyenletek numerikus közelítése során a mátrix

minden id®lépésben változik, n-edik id®lépésben függ az (n − 1)-edik id®rétegen

kapott értékt®l. Emiatt az id®beli integrálás nem pontos, szükséges és értelmes a

konvergenciarend vizsgálata. Ehhez elengedhetetlen lenne a pontos megoldás isme-

rete, azonban a (82) hiperbolikus egyenletrendszer pontos megoldását nem ismerjük.

Ennek tudatában most is a (40) numerikus rendvizsgálattal kerestük a pt id®beli ren-

det, és a Richardson-extrapolációval szerettünk volna javítani rajta. A 2. táblázat

mutatja a numerikus rendvizsgálat eredményeit, J = 28 térbeli felosztás mellett,
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6. ábra: Az 1D nemlineáris sekélyvízi egyenletrendszer megoldása �x térbeli

felosztással, az id® el®rehaladtával.

2. táblázat: Az 1D nemlineáris sekélyfolyadék-egyenletek id®beli

konvergenciájának rendvizsgálata N id®beli felosztás mellett (pt - megoldás

rendje, RE - Richardson-extrapoláció.

N = 210 N = 211 N = 212

pt 1,2147 1,0983 1,0265

pt RE 1,9545 1,9841 1,9973

az id®beli felosztást N = 210, N = 211, N = 212 értékeknek véve, azaz a felosztás

�nomításával. Látható, hogy a Magnus-módszer rendje az 1D nemlineáris feladatra

egyre kisebb ∆t értékeket véve tart az egyhez. Erre alkalmazva az aktív Richardson-

extrapolációt, a rend a vártnak megfelel®en eggyel növekszik. Így tehát a (82) fel-

adatra alkalmazott id®beli sémánk, a Magnus-módszer a Richardson-extrapolációval

kombinálva másodrend¶.
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7.5. 2D lineáris sekélyfolyadék-egyenletek

7.5.1. Numerikus módszer

Tekintsük a 2 dimenziós súrlódásmentes sekélyvízi egyenletrendszert a dolgozat

elején ismertetett



∂h

∂t
= −u∂h

∂x
− v∂h

∂y
− h

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
,

∂u

∂t
= −u∂u

∂x
− v∂u

∂y
− g∂h

∂x
− fv,

∂v

∂t
= −u∂v

∂x
− v∂v

∂y
− g∂h

∂y
+ fu

(87)

alakban, az alábbi kezdeti és peremfeltételek mellett:


h(x, y, 0) = h̄+ e−10(x−0.5)2−10(y−0.5)2

u(x, y, 0) = ū

y(x, y, 0) = v̄,

(88)


h(0, 0, t) = h(`, `, t)

u(0, 0, t) = u(`, `, t)

v(0, 0, t) = v(`, `, t) x ∈ [0, `], y ∈ [0, `]

(89)

A g = 9,81m
s2
nehézségi gyorsulás és f = 10−4 1

s
Coriolis-paraméter �x értékei mellett

keressük a három ismeretlen függvény, h(x, y, t), u(x, y, t) és v(x, y, t) értékét. Az

eddigiekt®l eltér®en már van y, azaz észak-dél irányú mozgás is, és emiatt azy irányú

sebesség v is ismeretlen.

Szeretnénk megoldani az egyenletrendszert az eddig megszerzett tudásunkkal

felvértezve. El®ször alkalmazzuk a kis perturbációk módszerét az egyenlet linearizá-

lására. Ekkor a magasság és a sebességek h = h̄+hpert, u = ū+upert és v = v̄+ vpert

alakban írhatók fel, azaz egy átlagos érték amit h̄, ū és v̄ fejeznek ki, illetve az ezekt®l

vett eltérés, azaz a perturbációk értékei, amit az alsó index jelez.
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A linearizálás után az egyenletrendszer a

∂hpert
∂t

= −ū∂hpert
∂x

− v̄ ∂hpert
∂y

− h̄
(
∂upert
∂x

+
∂vpert
∂y

)
,

∂upert
∂t

= −ū∂upert
∂x

− v̄ ∂upert
∂y

− g∂hpert
∂x

− fvpert,

∂vpert
∂t

= −ū∂vpert
∂x

− v̄ ∂vpert
∂y

− g∂hpert
∂y

+ fupert

(90)

alakra hozható. A már ismertetett átlagos értékek � ahogyan az egydimenziós esetnél

is láttuk � állandók, az ismeretlenek pedig a perturbációk, tehát az egyenletrendszer

megoldásával a perturbációk értékét kapjuk.

A feladat ismert, szükséges tehát a mátrix-vektor alak létrehozása, hogy a

Magnus-módszerrel közelíteni tudjuk a megoldást. Képezzük a bal oldalból az

U2Dlin =


hpert

upert

vpert

 (91)

vektort, így a kérdés, hogy melyik az az operátormátrix, amellyel ezt a vektort

szorozva a jobb oldalhoz jutunk. Természetesen a jobb oldali tagok � ahogyan az

1D egyenletek megoldása során is láttuk � mind az advekciós egyenlethez hasonlóak,

így az operátormátrix megadható az

A2Dlin


hpert

upert

vpert

 =



−ū ∂
∂x
− v̄ ∂

∂y
−h̄ ∂

∂x
−h̄ ∂

∂y

−g ∂
∂x

−ū ∂
∂x
− v̄ ∂

∂y
−f

−g ∂
∂y

f −ū ∂
∂x
− v̄ ∂

∂y


(92)

összefüggés alapján. Ez a mátrix tehát egy 3 × 3-as blokkmátrix, melynek minden

blokkja a térbeli diszkretizáció tulajdonságait hordozza. A közelítést elvégezve kap-

juk a konkrét mátrixot, és a (91) adja a vektort, amellyel a Magnus-féle közelítéshez

szükséges mátrixexponenciális-vektor szorzatot meg kell adnunk, minden id®lépés-

ben.

Tehát nincs más hátra, mint a középponti módszerrel elvégezni a 2 dimenziós

diszkretizálást. Itt viszont egy kicsit eltér®en kell gondolkoznunk, hiszen eddig csak
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az x irányban történt mozgás, csak ez a változó határozta meg a diszkretizációt is.

Egyetlen [0, `], ` = 1 intervallum J darab ∆x lépésközönként való felosztása helyett

most egy rácshálónk van, x ∈ [0, 1] és y ∈ [0, 1] alapján a rács a T = [0, 1] × [0, 1]

téglalapon található.

Ezt a téglalapot osztjuk fel x irányban J , és y irányban J darabra. Ez azt

jelenti, hogy J2 pontot de�niálunk a rácson, a (99) megoldásvektor közelítését ennyi

pontban kell majd elvégeznünk. Az eddigiekhez képest tehát h, u és v értékét nem

egy vektor, hanem egy rácsponti értékeket tartalmazó J × J nagyságú mátrix adja

meg Vegyük ezen a téglalapon az ekvidisztáns felosztást, azaz legyen ∆x = ∆y.

7. ábra: A 2 dimenziós rács szemléltetése, J = 3 esetén.

A 7. ábrán szemléletesen látjuk a 2 dimenziós rácsot, J = 3 esetén. Az x irány-

ban 3 és y irányban is 3 részre osztott sík így kapott J2 = 9 rácspontját számozzuk

balról jobbra, fentr®l lefelé. Azonban a célunk továbbra is a Magnus-módszer alkal-

mazása, amihez elengedhetetlen egy mátrixexponenciális-vektor szorzat közelítése.

Jelenleg a (92) mátrix � a térbeli diszkretizációra váró � a mátrixunk, mely-

nek exponenciálisát kell szoroznunk a (91) megoldásvektorral. Ez a megoldásvektor

azonban jelenleg három mátrixból álló blokkmátrix, melynek egy oszlopa és 3 sora

van � a három sorban találhatóak a h-ra, u-ra és v-re vonatkozó blokkok. Ezt elen-

gedhetetlen vektor alakra hozni. De�niáljuk azt a vektort, amelyet az ® mátrixaikból

tudunk képezni.

Tekintsük a 3 × 3-as esetet a 7. ábrán. A föls® sortól indulva képezzük azt

az oszlopvektort, amely minden sor elemét egymás után tartalmazza, balról jobbra

haladunk, tehát ha új sor következik, akkor is az els® elem a bal oldali, az utolsó

pedig a jobb oldali. Így tehát a rácsponton értelmezett értékeket vektorba rendezzük.

A rácson h, u, és v értékét is egyenként egy J×J nagyságú mátrix adja meg. Ezeket

48



vektorba rendezve három J2 hosszúságú vektort kapunk, ezek elemeit pedig az

U2Dlin =



h1

...

hJ

u1

...

uJ

v1

...

vJ



(93)

hosszú vektorba rendezzük. Így már a megoldásvektorunk el®áll olyan alakban, hogy

a Magnus-módszerhez használni tudjuk.

Nincs más hátra, mint hogy megadjuk a (92) mátrix középponti módszerrel

diszkretizált alakját. Ez is némileg eltér® lesz az eddigiekt®l, de a periodikus pe-

remfeltételt most is �gyelembe kell vennünk. Nézzük tehát a 7. ábrán szemléltetett

rácsot. Legyen az x a vízszintes, y pedig a függ®leges irány. A feladat tehát az, hogy

hogyan tudjuk megadni az 1. rácspont értékét a középponti módszer segítségével,

x irányban, illetve hogyan tudjuk ugyanezt megadni y irányban is. Az x irányban

az 1. rácspont értékét a 2. rácspont és a 0. rácspont fogja meghatározni, azonban

ez nincs, és a periodikus perem miatt ez az utolsó, J-edik rácspont lesz, a 7. ábrán

mutatott példán ez a 3. rácsponti érték.

Ilyen módon haladva tovább, minden pontban a
∂

∂x
közelítése megadható az

A2Dlx =
1

2∆x
·



0 1 −1

−1 0 1

1 −1 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 −1

−1 0 1

1 −1 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 −1

−1 0 1

1 −1 0



(94)

alakban. Ez tehát egy tridiagonális blokkmátrix, a f®átlójának blokkjai tartalmaz-

zák a megfelel® értékeket. A (94) mátrix a konkrét J = 3 esetben a
∂

∂x
közelítése.
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Látható, hogy ebben az esetben a mátrix J2 × J2 nagyságú. Tehát, ha J értékét

nagynak választjuk, ez a mátrix egy óriási blokkmátrix lesz, melynek a f®átlójának

blokkjai tartalmazzák a térbeli diszkretizációt. A f®átló blokkjai mindig egyformák.

Egy ilyen blokkban tridiagonális mátrix található, amely a szokott módon, az alsó és

fels® mellékátlóban tartalmazza a nullától különböz® elemeket, illetve a peremfelté-

telnek megfelel®en az els® sor utolsó eleme, illetve az utolsó sor els® eleme különbözik

nullától.

A kérdés az, hogy hová is kerül ez a mátrix, és milyen formában? Tekintsük

a (92) mátrixot. Látjuk, hogy több helyen tartalmazza a
∂

∂x
elemet. Ezen elemek

helyére kell beillesztenünk a (94) mátrixot, a mefelel® szorzóval.

Például a (92) második sor els® eleme −g ∂
∂x

, azaz a (94) mátrixot kell szo-

roznunk −g-vel, és ez kerül a második sor els® elemének pozíciójába. Látszik tehát

az, hogy a (92) mátrixot diszkretizálva egy olyan nagy blokkmátrixot fogunk kapni,

hogy mindegyik blokkja J2 × J2 nagyságú, és további J × J nagyságú blokkokból

állnak.

Szükséges megadnunk a
∂

∂y
közelítését is. Továbbra is vegyük a J = 3 példát, és

tekintsük a 7. ábrát. Most tehát azt kell megmondanunk, hogy hogyan közelítjük az

1. rácspontot a középponti módszerrel a 7. rácspont és a 0. rácspont segítségével. Így

kell végighaladnunk y irányban a rácson, ezen a módon, a periodikus peremfeltétel

�gyelembe vételével kapjuk az

A2Dly =
1

2∆y
·



0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

0 0 0

0 0 0

0 0 0



(95)

blokkmátrixot.

A 7. ábra alapján tehát 9×9-es a mátrix, de általánosabb esetben ez is J2×J2

nagyságú, J darab blokkból álló mátrix. Minden blokkja J×J-s és megfelel® blokkok-

ban található a diszkretizálásból kapott identitásmátrix. A J értékét®l függetlenül

az els® sor utolsó blokkja és az utolsó sor els® blokkja tartalmazza a peremfeltételb®l
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adódó értékeket. A térbeli felosztás értékének növelésével egyre több blokk jelenik

meg, de az elrendezés a (95) szerint alakul.

Fontos látnunk, hogy a
∂

∂y
kapott közelítését a (92) összefüggésben látott

A2Dlin mátrix megfelel® elemeinek helyére kell betennünk, a megfelel® szorzóval.

A (92) mátrix tehát felírható a

A2Dlin =



−ūA2Dlx − v̄A2Dly −h̄A2Dlx −h̄A2Dly

−gA2Dlx −ūA2Dlx − v̄A2Dly −fI

−gA2Dly fI −ūA2Dlx − v̄A2Dly


(96)

alakban, ahol I a J × J nagyságú identitásmátrixot jelöli. A (96) tehát egy J2 ×
J2 nagyságú konstans mátrix, mely csak a kezdetben megadott h̄, ū és v̄ átlagos

értékekt®l függ.

A feladatot ekvidisztáns rácshálón (∆x = ∆y) vizsgáltuk.

7.5.2. Megvalósítás

A [0, 1]× [0, 1] téglalapon a tekintett térbeli felosztással, J = 50 értéke mellett,

illetve a [0, 1] id®intervallumot N = 500 darabra osztottuk. A

∆t ≤ min

(
∆x

max(upert)
,

∆y

max(vpert)

)
(97)

stabilitási feltétel (ahol ∆y = ∆x, upert és vpert pedig a perturbáció értékeire vo-

natkozó vektorok) �gyelembe vételével oldottuk meg a 2D lineáris sekélyfolyadék-

egyenleteket. A kezdeti feltételben meghatározó g = 9,81m
s2

gravitációs gyorsulás

mellett h̄ = 0,7m , ū = 3m
s
, v̄ = 3m

s
értékeket határoztunk meg.

A 8. ábra mutatja, hogy hogyan viselkedik a megoldás a futtatás elején, n = 1,

n = 10, n = 20, n = 30 id®pillanatokban, és a futtatás végén, n = 470, n = 480,

n = 490, n = 500 id®rétegeken. Látható, hogy a de�niált hullám magassága a gravi-

táció hatására csökkenni kezd, majd ez a hullám a térben gy¶r¶sen kezd el terjedni.

A periodikus peremfeltétel miatt a peremet elér® hullám a túloldalon visszajön, mind

az xj, mind yj esetében (xj és yj a 7. ábrán ismertetett rácson az x vízszintes és

y függ®leges irányú pontok). A találkozó hullámok interferálnak, majd újra szétvál-

nak és folytatják útjukat. Az utolsó id®pillanatokban a hullámzást szintén az el®z®

id®pillanatok hullámainak helyzete határozza meg.
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8. ábra: A 2D lineáris sekélyvízi egyenletrendszer megoldása �x térbeli

felosztással, az id® el®rehaladtával.
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7.5.3. Konvergencia

A kétdimenziós, lineáris sekélyfolyadék-egyenletek numerikus megoldása tér-

ben középponti, id®ben Magnus-féle numerikus módszerrel a perturbációk értékét

adja meg. A konvergencia vizsgálatához újra szükség lenne a pontos megoldásra, de

a hiperbolikus parciális di�erenciálegyenletrendszernek egzakt megoldása nincs, így

a rendvizsgálat csak numerikusan történhet.

A már ismertetett módon az id®beli konvergenciarendet szeretnénk meghatá-

rozni, azonban � ahogyan az egydimenziós esetnél is láttuk � a térbeli diszkretizáció

sajátosságait megadó mátrix az id®beli lépések során konstans, id®ben pontosan

integrálunk. A módszer rendjének növeléséhez is szükség lenne az A2Dlin mátrix id®-

függésére. A konvergenciát ezek miatt a következ®kben, azaz a nemlineáris esetben

tárgyaljuk.

7.6. 2D nemlineáris sekélyfolyadék-egyenletek

7.6.1. Numerikus módszer

Tekintsük a kétdimenziós súrlódásmentes sekélyvízi egyenletrendszer

∂h

∂t
= −u∂h

∂x
− v∂h

∂y
− h

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
,

∂u

∂t
= −u∂u

∂x
− v∂u

∂y
− g∂h

∂x
− fv,

∂v

∂t
= −u∂v

∂x
− v∂v

∂y
− g∂h

∂y
+ fu

(98)

alakját a (88) kezdeti feltételek és a (89) peremfeltételek mellett.

A lineáris egyenletrendszer megoldása után cél a nemlineáris rendszer vizsgá-

lata. Keressük tehát a rendszer operátormátrixát, amelyet a

U2Dnemlin =


h

u

v

 (99)

megoldásvektorral szorozva az n-edik id®rétegen megkapjuk a numerikus közelítés

értékét.

A lineáris esetben elvégzett térdiszkretizáció során a
∂

∂x
deriváltat közelít®

(94) mátrix elemei módosulnak. A mátrix mérete nem változik, függ a J értékét®l,
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J2 × J2 nagyságú, de a ahogyan láttuk, lineáris esetben a mátrix állandó, azonban

most minden id®pillanatban az adott blokk értékébe az el®z® id®lépéssel kapott

megoldásvektort kell betenni. Az (n−1)-edik id®lépésben kapott 3J2 hosszú vektort

három részre szedve megkapjuk az (n−1)-edik id®lépésre vonatkozó h, u és v értékét.

Az n-edik id®lépésbeli megoldás értékéhez ®ket kell a jelenleg id®függ®

A2Dnonlin


h

u

v

 =



−u ∂
∂x
− v ∂

∂y
−h ∂

∂x
−h ∂

∂y

−g ∂
∂x

−u ∂
∂x
− v ∂

∂y
−f

−g ∂
∂y

f −u ∂
∂x
− v ∂

∂y


(100)

mátrix megfelel® blokkjaiba tenni.

A kérdés az, hogy hogyan. A g értéke továbbra is állandó, illetve a Coriolis-

paramétert tartalmazó tagok is egyetlen identitásmátrix és az f értékének szorza-

taként állnak el®. Azaz a g és f konstansokat tartalmazó blokkok mátrixai minden

id®lépésben ugyanazok maradnak. Tekintsük az els® sor els® elemét, azaz blokkját.

Itt a −u ∂
∂x
− v ∂

∂y
közelítését adjuk meg úgy, hogy tudjuk, hogy

∂

∂x
a (94) alakban

és
∂

∂y
a (95) alakban áll el®.

A kérdés az, hogy az x szerinti deriváltat közelít®, középponti módszerrel el®-

állított, a periodikus peremfeltételt tartalmazó blokkmátrixba jelen esetben hogyan

tegyük be a −u vektor koordinátáit. A vektor J2 hosszú, válasszuk most a J = 3

esetet. A −u ∂
∂x

-t közelít® mátrix az alábbi alakban írható fel:

A2Dnlx = − 1

2∆x
·



0 u2 −u3

−u1 0 u3

u1 −u2 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 u5 −u6

−u4 0 u6

u4 −u5 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 u8 −u9

−u7 0 u9

u7 −u8 0



.

(101)

Az alsó indexek adják meg, hogy a példánkban J2 = 9 hosszú u vektor melyik

koordinátáját hova kell tennünk. Ezt minden id®lépésben meg kell ismételnünk,
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hogy a következ® id®réteg megoldását megkapjuk. A mátrix el®tt a negatív el®jel a

−u szorzó negatív el®jele.

Szintén felírható a −v ∂
∂y

közelítése:

A2Dnly = − 1

2∆y
·



0 0 0

0 0 0

0 0 0

v4 0 0

0 v5 0

0 0 v6

−v7 0 0

0 −v8 0

0 0 −v9

−v1 0 0

0 −v2 0

0 0 −v3

0 0 0

0 0 0

0 0 0

v7 0 0

0 v8 0

0 0 v9

v1 0 0

0 v2 0

0 0 v3

−v4 0 0

0 −v5 0

0 0 −v6

0 0 0

0 0 0

0 0 0



.

(102)

A mátrix negatív el®jele most is a −v szorzóból adódó negatív el®jel, az alsó indexek
pedig jelzik, hogy a szintén J2 hosszú v vektor melyik koordinátáját kell az adott

helyre írni. A (101) és (102) összeadása után megkapjuk, hogy a (100) mátrix els®

sorának els® eleme milyen nagy blokkmátrixszal írható le. Azoknál a tagoknál, ahol

−h szorzó szerepel, ez szintén elvégezhet®, a h vektor is J2 hosszúságú, minden

id®lépésben az x vagy az y szerinti parciális deriváltat közelít® mátrixba írható az

A2Dlnx és A2Dlny szerint.

Amennyiben J értéke nagy, a blokkmátrixok sorai és oszlopai b®vülnek. Az

A2Dlnx esetén mindig a f®átló blokkjai lesznek nemnulla mátrixok, a peremfelté-

telekkel együtt, az A2Dlny esetén pedig mindig az alsó és fels® mellékátló blokkok

lesznek nemnulla mátrixok, illetve az els® sor utolsó blokkja, és az utolsó sor els®

blokkja adja majd meg a periodikus peremfeltételt.

Nincs más hátra, mint az ismertetett módszert alkalmazni, és közelíteni a

mátrixexponenciális -vektor szorzatot n id®rétegen, azaz megadni a Magnus-féle

megoldást.

7.6.2. Megvalósítás

Válasszuk a g = 9,18m
s2

gravitációs gyorsulás értéket, az f = 10−4 1
s
Coriolis-

paramétert, illetve h̄ = 0m az átlagmagasság, ū = 3m
s
az x irányú átlagsebesség, és

v̄ = 3m
s
az y irányú átlagsebesség. Ezek határozzák meg a (88) kezdeti feltételnek

megfelel® értékeket, ahonnan a numerikus módszert indítjuk.
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Els®ként osszuk fel a [0, 1]× [0, 1] téglalapot x irányban J = 50 és y irányban

is J = 50 részre. Emellett legyen a [0, 1] id®intervallum felosztása N = 500.
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9. ábra: A 2D nemlineáris sekélyvízi egyenletrendszer megoldása �x térbeli,

felosztással, az id® el®rehaladtával, ∆t = 1
500 id®beli lépésközzel.

A 9. ábra mutatja, hogyan viselkedik a megoldás n = 1, és n = 5 id®pillana-

tokban. A kezdeti hullám a gravitáció hatására elindul, azonban még miel®tt teljes

mértékben elindulna a gy¶r¶s szétterjedés, a hullámon belül a sebességkülönbség

alakul ki. A hullám teteje gyorsabban fog mozogni, és a Burgers-egyenlethez és az 1

dimenziós nemlineáris megoldáshoz hasonlóan lökéshullám alakul ki.

Legyen most a [0, 1]× [0, 1] téglalap felosztása változatlan, azaz x és y irányban

is J = 50. Azonban csökkentsük le a ∆t id®beli lépésközt, a [0, 1] id®intervallumot

osszuk tehát N = 1000 részre. Azt szeretnénk, hogy a módszer tovább maradjon

lökéshullám mentes. A 10. ábra mutatja, hogyan változik a Magnus-féle numerikus

megoldás n = 1 és és n = 10 id®rétegeken. Látható tehát, hogy fele akkora ∆t

értékre is igen hamar kialakul a lökéshullám.

Ezek alapján válasszuk a ∆t =
1

4000
értéket. Azaz a [0, 1] id®intervallumot

N = 4000 részre osztottuk fel. A 11. ábra mutatja, hogy a változatlan J = 50 fel-

osztás mellett, ha ∆t elég nagy, hogyan viselkedik a numerikus megoldás, n = 1,

n = 25, n = 50, n = 75, n = 100, n = 135, n = 165, n = 200 id®rétegeken. A

kezdeti hullám gy¶r¶sen terjed szét. Amikor eléri a peremet, a periodikus perem-

feltétel értelmében a megfelel® oldalon � jön vissza� a hullám. Látható, hogy kisebb

fodrozódások kialakulása után már a 200. id®lépésben megjelennek lökéshullámok.
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10. ábra: A 2D nemlineáris sekélyvízi egyenletrendszer megoldása �x térbeli,

felosztással, az id® el®rehaladtával, ∆t = 1
1000 id®beli lépésközzel.

7.6.3. Konvergencia

A feladat tehát a (97) stabilitási feltételnek eleget tesz, kérdés a konvergenciája.

A nemlineáris kétdimenziós feladatban a mátrix, ahogyan láttuk, id®függ®, tehát

minden id®pillanatban változik, nem integrálunk id®ben pontosan.

3. táblázat: A 2D nemlineáris sekélyfolyadék-egyenletek numerikus

megoldásának id®beli rendvizsgálata N id®beli felosztás mellett. (a pt

megoldás rendje a RE - Richardson-extrapolációval kombinálva)

N = 210 N = 212 N = 214

pt RE 4,7264 2,0227 2,007

A 3. táblázat értékei mutatják, hogy a módszer J = 50 részre osztva a síkon

értelmezett téglalapot és az id®beli felosztást �nomítva a Richardson-extrapolációval

kapott konvergenciarend 2, azaz a módszer így másodrend¶.
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11. ábra: A 2D nemlineáris sekélyvízi egyenletrendszer megoldása �x térbeli,

felosztással, az id® el®rehaladtával, ∆t = 1
4000 id®beli lépésközzel.
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8. Összefoglalás

A dolgozatban különböz® di�erenciálegyenletek Magnus-módszerrel történ®

megoldásával foglalkoztunk. A numerikus közelítéseket a matlab programnyelvben

valósítottuk meg, eközben vizsgáltuk a Magnus-féle numerikus módszer konvergen-

ciáját is.

Tudatosan haladva a célunk a kétdimenziós sekélyvízi egyenletrendszer Magnus-

féle módszerrel történ® megoldása felé, el®ször a lineáris advekciós egyenletet oldot-

tuk meg. Ezt követ®en kitértünk a nemlineáris advekció, azaz a Burgers-egyenlet

ismertetésére és megoldására is. Láttuk, hogy ilyen típusú hiperbolikus egyenletek

esetén hogyan kell elvégezni a tér- és id®beli diszkretizációt. A megoldásunk során

a kialakított numerikus módszerünk stabil és els®rendben konvergens volt, majd

Richardson-extrapolációval másodrend¶vé tettük.

Rámutattunk a sekélyfolyadék-egyenletek és a Burgers-egyenlet közötti kap-

csolatra, hiszen az utóbbihoz megírt Magnus-féle közelítés szerves része az egyen-

letrendszer megoldásának. Megállapítottuk, hogy az egydimenziós sekélyfolyadék-

egyenletek megoldásához hasonló mátrixokra van szükség, mint a Burgers-egyenlethez

megalkotott mátrixok.

Ezen eredmények birtokában tekintettük az egydimenziós a sekélyfolyadék-

egyenleteket a megfelel® kezdeti- és peremfeltételekkel. Els®ként a linearizált egyen-

letrendszer feladatára végeztük el a numerikus közelítést. A középponti módszerrel

történ® térbeli diszkretizálást követ®en ismertettük a numerikus megoldást, azaz a

magasság és a sebesség id®beli változását egy adott térbeli felosztás mellett. A line-

áris változat után az id®függ®, azaz a nemlineáris megoldásba ültettük át a megszer-

zett tapasztalatainkat, természetesen a megfelel® változtatásokkal. A lineáris esetben

láttuk, hogy a Magnus-módszer és az id®beli diszkretizációnk pontos, a nemlineá-

ris esetben pedig tapasztaltuk, hogy a módszer els®rend¶, Richardson-extrapoláció

alkalmazásával másodrend¶.

Ezt követ®en elvégeztük a kétdimenziós sekélyvízi egyenletrendszer térbeli diszk-

rezizációját, szintén megfelel® kezdeti és peremfeltételek mellett. Megadtuk a line-

áris hiperbolikus egyenletrendszer numerikus közelítését a Magnus-módszerrel. Ezt

követ®en pedig a nemlineáris sekélyfolyadék-egyenletek numerikus megoldását is el-

végeztük. A lineáris esetben � hasonlóan az egydimenziós esethez � az id®beli pon-

tosságot tapasztaltuk, a nemlineáris esetben pedig az els®rend¶ módszerünket újra

Richardson-extrapolációval javítottuk másodrend¶vé.

59



Minden nemlináris esetben tapasztaltuk azt a jelenséget, hogy az elindított

hullámokban sebességkülönbség alakul ki. Az id® el®rehaladtával a hullám teteje

gyorsabban mozgott, lökéshullám alakult ki rajta, melyet a térbeli diszkretizáció

nem tudott kezelni. Ezen tagok közelítéséhez szükséges a már említett Godunov-

módszerek alkalmazása. Spektráltérben vett közelítéssel a kialakult hullámfrontokat

kezelni tudjuk, így is javítva a numerikus módszeren.

További céljaink között szerepel alkalmas térbeli diszkretizáció keresése a nu-

merikus megoldásban kialakuó front helyes kezelésére.
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