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Stay excited, stay humble, and good things will come.”
Mark McMorris

1. Bevezetés

Az idGjaras-el6rejelzési modellek hasznalatahoz és ezaltal az elérejelzés elké-
szitéséhez nélkiilozhetetlen ismerniink a légkorben felléps hidro-termodinamikai fo-
lyamatokat, kolcsonhatasokat. A kezdeti mezdé ismeretében a fizikai Osszefiiggések
alapjéan felallithatjuk azokat a matematikai egyenleteket, amelyek segitségével szam-
szeriisithetd a rendszer, meghatérozhato az idébeli fejl6dés. Természetesen a légkori
folyamatok nem mindig az el6rejelzett moédon valtoznak az idével, de nagyon fontos
a kiindulasi feladat pontos definidlasa ( Weidinger et al., 2013, chap. 13.).

A dolgozatban elséként megmutatjuk, hogy az ismert fizikai torvényeket hasz-
nalva hogyan jutunk el a sekélyfolyadék-egyenletekhez. A légkor horizontélis kiter-
jedése joval nagyobb, mint a magassiga, ezért — és méas, a dolgozatban felsorolt
egyszerlsité feltevések figyelembe vételével — jo kozelitéssel a légkor is sekélyviz
rendszernek tekinthets. Az egyenletek jellemzik példaul az egész Foldet koriilole-
16 Rossby-hullamokat, amelyek alapvets szerepet jatszanak a nagyskéalaja folyama-
tok leirasdban, a légkori kolcsonhatasok alakitasaban. Tehat a sekélyvizi egyenlet-
rendszer leirja a prognosztika szempontjabol fontos légkori, dinamikai folyamatokat,
azonban matematikailag egy olyan parcidlis differencidlegyenlet-rendszer, melynek
egzakt megoldasat gyakorlatilag lehetetlen megadni, azonban kiilénb6z6 numerikus
modszerekkel kozelithet6 (Hordnyi et al., 1998).

Ilyen a Magnus-moédszer is, amely az idGderivalt kozelitésére hasznalt, igen
pontos és jo numerikus modszer. A dolgozatban bevezetjiik a Magnus-féle kozeli-
tést, majd az eddigi eredményeinkre utalva, és azokbol kiindulva végziink tovabbi
vizsgalatokat. A végss cél a kétdimenzios sekélyfolyadék-egyenletek numerikus meg-
oldésa, egy stabil és konzisztens, tehat konvergens modszerrel. A célhoz vezets uton
tobb helyen megallunk, hogy aztan kénnyebben haladjunk majd tovabb.

Els6nként a linedris advekcids egyenletet oldjuk meg a Magnus-médszerrel,
majd ezt kévetGen ennek nemlinearis valtozatat, a Burgers-egyenletet is. Kapcsolatot
teremtve a Burgers-egyenlet és a sekélyvizi egyenletrendszer kozott, megoldjuk az
egydimenzios sekélyfolyadék-egyenletek linearis, majd nemlinearis valtozatat is. Ezt
kévetGen pedig kitériink a kétdimenzios egyenletrendszer linearis, illetve végiil a

nemlinedris megoldasara is.



2. Irodalmi Attekintés

Az idGjaras elérejelzése napjainkban egy olyan tudoményos tevékenység, amely
nagyban hozzajarul az iparhoz, gazdasighoz és a tarsadalmi joléthez. A néhany
nap milva bekdvetkezd idGjaras prognosztizalasihoz elengedhetetlen a jelen légkori

allapot ismerete.

Az Osszes légkori folyamat ideélis modellje valamilyen parcialis differencial-
egyenlettel adhaté meg, természetesen megfeleld fizikai paraméterek mellett. Tlyen
példaul az advekcios egyenlet, amely megfelelGen irja le a szennyezGanyag terjedést
a légkorben. Ezen parcialis differencidlegyenletek adjik meg a kapcsolatot a nume-
rikus modellezés és a dinamikus meteorologia kozott (Byun, 1998). Segitségiikkel
lefrhatéak a fizikai folyamatok, megoldésukkal megadhato a jovébeli esemény, azaz
az idGjaras elérejelzése.

Sokféle parcialis differencidlegyenlet numerikus megoldasat hasznaljak a lég-
kori folyamatok kozelitésére, tobbek kozott ilyen az advekcids egyenlet is. Képzeljiik
el, hogy egy repiil6t vezetiink a légkor egy olyan tartomanyaban, ahol horizontalis
nyomasi gradiens figyelhet6 meg. Most tételezziik fel, hogy ez a légoszlop, amelyben
repiiliink egyenletesen mozog egy adott sebességgel, és mi egyiitt mozgunk vele. Ek-
kor a légoszlopban a hémérséklet alakuldsat a repiilénk magassagaban — gy, hogy
végig egy magassagban haladunk — egy id6tdl és tértdl fiiggs fiiggvény fogja lefrni. A
probléma felirasara jol hasznalhato az advekcios egyenlet (Lynch, 2008).Elengedhe-
tetlen megemliteni a transzportfolyamatok, specialisan a légszennyezd anyagok ter-
jedésének modelljét, melyet szintén az advekcios egyenlet megoldasaval kozelitiink
(Byun, 1998). Azonban az advekcios parcialis differencidlegyenlet egy elsérendi, hi-
perbolikus egyenlet, mely két tagbol all (Delleur, 2006).

Bonyolultabb légkori folyamatokhoz elengedhetetlen bonyolultabb fizikai 6ssze-
fiiggéseket leir6 matematikai eszk6z6khoz nytlni. Szinte az Gsszes hasznélatban 1évé
elérejelz6 modell folyadékként kozeliti a légkort, az itt zajlo kis- és mezoskalaja fo-
lyamatok tehat leirhatok valamilyen folyadékdinamikai egyenlettel — pl. a sekélyvizi
egyenletrendszerrel — , ahogyan a nagyskalajua folyamatok is (Belousov et al., 2009).
Ilyen az id&jaras egyik fontos befolyasoloja, a globélis Rossby-hullam is, amely jol
kozelithetd a sekélyfolyadék-egyenletekkel, titja és valtozasa ezaltal az egyenletrend-
szer megoldasaval szimulalhato. Természetesen minél pontosabban le tudjuk irni egy
ilyen légkori objektum tulajdonsagait — horizontélis méretét, karakterisztikus idejét,

vagy akar a vertikalis sebességét —, azaz minél pontosabb a szoban forgéd szimulacio,



az elérejelzésiink annal jobb lesz.

Szamos kutato foglalkozott és foglalkozik jelenleg is a sekélyvizi egyenletrend-
szerrel, hiszen egy adott feliilet felett aramlo folyadék jelensége egyike a tudosok
és mérnokok altal gyakran hasznalt fizikai folyamatnak. Az emlitett meteorologiai
vonatkozas mellett széles korben hasznaljak még az arhullamok, arapaly jelenségek
lefrasara, gatszakadas modellezésére is. Annak ellenére, hogy az draml6 viz minden-
napos jelenség, a mozgast leird egyenletek til bonyolultak a gyakorlati hasznalathoz.
Az egyszertisits feltevéseket alkalmazva kapott egyenletrendszer csak nagyon ritkan
oldhaté meg pontosan, és még a numerikus kozelitésekben is nehézségek adddhat-
nak, nem szo6lva az olyan gyakorlati akadalyokrol, mint példaul a valtozé domborzata

meder.

Nagyon sok numerikus modszer sziiletik, azonban kevés olyan van, amely meg-
bizhat6 minden tipusa sekélyfolyadék-egyenletre; egy erds és jo6 numerikus modszer
ugy képes megoldani az egyenletrendszert, hogy figyelembe veszi a valtozé talajt, és

minden més nehezits koriilményt is (George, 2004).

A kutatok korében a széban forgd hiperbolikus egyenletek problémajara na-
gyon elterjedtek a Godunov- és a Riemann-féle modszerek hasznalataval alkotott nu-
merikus megoldasok. Népszertiségiik oka lehet, hogy konnyen kezelhet6 veliik t6bb, a
hiperbolikus tulajdonsagaikbol adédo akadély. Azonban ezen tipust egyenletek nu-
merikus kezelése nehezebb, és més tipust megkdozelitést igényel, mint a parabolikus
és elliptikus feladatok megoldasa. Mégis elengedhetetlen a vizsgalatuk, hiszen ezek
azok az egyenletek, amelyek megfelen sima, szakadédsmentes kezdeti feltétel mellett
is szakadast eredményezhetnek a megoldasban, ezzel pedig jelentGsen torzul a fizikai

valosag modellje, tehat ezt sziikségszertien orvosolnunk kell (Canuto et al., 1998).

LeVeque (LeVeque, 2004) a Godunov-mddszer nagy felbontast verzioit készi-
tette el, ezzel olyan, a sekélyvizi egyenletrendszerhez hasonlé egyenletek megoldéasait
vizsgélta, melyek leirjak a hullAmterjedési- és transzport jelenségeket. Sémadit ere-
detileg a légkorben is gyakran kialakuld 16késhullamok vizsgalatéra készitette, de a
modszerei hasznalhatdéak mas hullimterjedési problémak leirasara is. Jakeman szin-
tén — masodrendi centralis upwind sémara épiil§ — Godunov-modszerrel, emellett
masodrendii Runge-Kutta-modszerrel is megadta az egydimenziés egyenletrendszer
megoldasat (Jakeman, 2006).

T6bb numerikus kisérlet iranyult arra, hogy az egyenletrendszer mellett figye-
lembe vegyenek egy tin. forrastagot is, amely a kiilonb6z6 mederaljzat tulajdonségait

hordozza magaban. Ezaltal a folyadék nem egy teljesen homogén felszin felett aram-



lik, hanem példaul a lejt6 vagy més domborzati viszonyok hatasai is megjelennek,
a gyakorlati probléméatol fiiggéen. George egy olyan, Godunov-tipusi numerikus
megoldéast dolgozott ki, amely igen pozitiv eredményeket ad nagyon sekély aramlas

esetén, a meder figyelembevételével is (George, 2004).

A Godunov tipust moédszerek elényei mellé fontos megjegyezniink egy hatra-
nyukat is: nagy szamitasigényiiket. Broomans kutatésa sordn nagy hangsilyt helye-
zett azon numerikus modszerek vizsgalatara, amelyekkel a memoria és szamitasigény
minimalizalhato, emellett a megoldas pontossaga novelhets (Broomans, 2003). A nu-
merikus sémak célja tehat a minél pontosabb és gyorsabb megoldéasok szolgaltatasa,
ennek érdekében a Godunov mellett szamos mas modszerrel is probalkoztak. Delis
¢s Katsaounis (Delis and Katsaounis, 2005) relaxacios modszereket alkalmaztak. Ez
a séma a klasszikus modszereket és a Runge-Kutta-modszer id6lépcesGit otvozi. Ha-
talmas elénye, hogy alkalmazasa sordn semmilyen Riemann-féle megoldoképlet nem
sziikséges, szamitasigénye ezaltal lecsokken. A relaxacios mellett a véges kiilénbsé-
ges modszerek is igen jonak bizonyulnak a sekélyvizi egyenletrendszer megoldasara,
azaz a hullam magassaganak megadésara és a sebesség meghatarozasara (Crowhurst
and Li, 2013; Hudson, 2009). Ezen modszer hasznélatanak tovabbi elénye, hogy a
racshalo finomitasaval a megoldas folyamatosan javul, a hiba igy minimélisra csok-
kenthetd.

Az eddigiekben emlitett 6sszes numerikus modszer a megoldéas soran horizonta-
lis 1épéskozoket alkalmazott, azonban felmeriilhet a kérdés, hogy egy vertikalis lépés
beépithetG-e valamelyik numerikus modellbe, ezzel is javitva a megoldast. A felszini
gradiens modszer a medret lejtének tekinti, és amennyiben a lejté elég meredek,
a modszer hasonlithat a vertikilis lépéssel valé megoldasra. Zhou munkatarsaival
a valos vertikalis 1épés kezelése céljabol kiterjesztette a felszini gradiens modszert,
ezzel egy Ujabb hatékony és stabil sémaval bovitve a megoldasok tarhazat (Zhou et
al., 2002).

Jelen dolgozat célja a halmaz kiegészitése egy tjabb numerikus modszer, a
Magnus-modszer vizsgalataval. A séma megoldasvektorat egy matrixexponencialis
és egy vektor szorzatanak kozelitésével kapjuk. A megoldas, integratorok végtelen
soraként all elg, melynek minél t6bb tagjat tekintjiik, annal bonyolultabb, de pon-
tosabb sémat kapunk (Magnus, 1954). A Magnus-integratorok megfelelen cson-
kolt valtozatat hasznalva tobb teszt eredményeként elmondhato, hogy a megoldas
képes dnmagat stabilld tenni, ezaltal hatékonyabb séma példaul a Runge-Kutta-

modszernél (Iserles et al., 2001).



A Magnus-féle kozelitést eredetileg matematikai problémék megoldésara mu-
tattak be, azonban Magnus munkajiban leirja, hogy a médszer kvantummechanika-
ban is hasznélatos. Az integratorok konvergenciajanak probléméja Magnus eredeti
cikkében elég homélyosan kezelt, azonban erre tébb kutatast végeztek, az alacso-
nyabb és magasabb rendi séméakra egyarant (Pechukas and Light, 1966; Wei, 1963;
Wei and Norman, 1963; Bdtkai and Sikolya, 2012). A Magnus-modszert a fizika sok
teriiletén alkalmaztak, ilyen példaul a nukleéaris- és az atomfizika is, de a numerikus
eszkozt a hires id6fiiggd Schrodinger-egyenletek megoldéaséara is hasznaltak (Chang
and Light, 1969; Hochbruck and Lubich, 2003). A Magnus-modszer az elektrodinami-
ka teriiletén is bizonyitotta hatékonysagat. Altala ismert egy olyan, méasodrendben
pontos, a Maxwell-egyenletek megoldasara vonatkozé numerikus modszer, amely
képes id6fiiggs anyagi paramétereket — permeabilitast és permittivitast — is kezelni
(Farago et al., 2012).

A legtobb kutatas célja a modszer miikddtetése és konvergenciajanak vizsgala-
ta ujabb és ujabb egyenlettipusokra (Blanes et al., 1998; Casas, 2007). Annak elle-
nére, hogy a sémat eredetileg elsérendd, kozonséges differencidlegyenlet-rendszerek
megoldaséara alkottak, a megoldott feladatok halmaza idékoézben folyamatosan szé-
lesedett példaul Sturm—Liouville-problémak nemlineéaris egyenleteivel is (Blanes et
al., 2009). A legfontosabb, hogy a modszer egy fontos eszkoz a fizikusok szamara,
uton-atfélen bizonyitja, hogy sok jo tulajdonsidga miatt érdemes a kutatés targyava

tenni.

A dolgozat tovabbi célja, ahogyan az eddig emlitett kutatasoké is, hogy a
Magnus-modszerrel megoldott sekélyvizi egyenletrendszer pontos és stabil megol-
déast szolgaltasson, minél kisebb szamitasigénnyel. Ehhez elengedhetetlen a modszer
stabilitasanak és konvergencidjanak vizsgalata, azonban a modszer konvergencija

hiperbolikus tipusi feladatra kevésbé ismert.

A Maxwell-egyenletekre alkalmazott Magnus-modszer masodrendi konvergen-
ciajanak ismeretében (Farago et al., 2012) szeretnénk mi is minél pontosabb koze-
litést adni a konvergenciara. Ismert, hogy a Richardson-extrapolacio alkalmas a ko-
zelités pontossaganak novelésére (Zlatev et al., 2012). Szamos numerikus modszeren
keresztiil, sok feladatra belattak mér, és foglalkoznak vele a jelenben is, hogy az ak-
tiv és a passziv Richardson-extrapolacio jelentGsen javithat a feladat megoldasihoz
valaszott numerikus modszer pontossagan (Burg and Erwin, 2008). Ebbdl kiindulva
cél a sekélyfolyadék-egyenletek minél pontosabb numerikus megoldasa, alkalmazva

a Richardson-extrapolaciot a rend tovabb novelése érdekében.



ElképesztSen sok matematikai eszkoz és kutatas all rendelkezésiinkre, el6ttiink
tehat a megvalositas. Tekintslink gy a Magnus-modszerre, mint egy sok oldala tér-
beli alakzatra. Jelentsen minden oldala egy tjabb, feltarésra keriil6 alkalmazasi le-
hetGséget. Lattuk, hogy megannyi gyors, stabil, tehat hatékony megoldast dolgoztak
ki a séma hasznalataval. Az elképzelt objektumunk tovabbi tjabb oldala a méasod-
rendd Magnus-integratorok vizsgalata parabolikus parciélis differencidlegyenletekre.
Gonzalez ennek kapcsan munkatarsaival igazolta, hogy a kidolgozott moédszeriik,
amely minden lépés soran kétszer kdveteli meg a matrixexponenciélis kiszamitasat
— ezzel is névelve a pontossagot — stabil és konvergens (Gonzdlez et al., 2006), és ez
a konvergencia akar masodrendd is lehet (Gonzdlez and Thalhammer, 2007).

Ezen diplomamunkéaval célunk tjat forditani képzeletbeli alakzatunkon, és a
parabolikus kutatésok utan hiperbolikus parcialis differencidlegyenlet-rendszerre, a

sekélyfolyadék-egyenletekre tesztelni a Magnus-modszert.



3. A sekélyvizi egyenletrendszer

Elssként megmutatjuk, hogy a sekélyvizi egyenletrendszer (shallow water equa-
tions) miként kaphaté meg a megfelel$ fizikai és matematikai 6sszefiiggések felhasz-
nélasaval (Csomds and Winckler, 2014; Havasi, 2000).

Tekintsiink egy M C R? tartomany felett aramlo folyadékot. Az dramlas koz-
ben egy tetszéleges ¢ > 0 id6pontban egy valasztott folyadékelem helyzetét a térben
az (z,y,2) € M x [0, H] C R? helyvektor adja meg, ahol z a kelet-nyugati, y
az észak-déli iranya komponens, z pedig az (x, y)-sikra meréleges, fiiggsleges iranytu
komponens gy, hogy H > 0 a folyadék legnagyobb magassaga. A folyadék mozgasat
minden pontban meghatarozzak az x,y, z iranya u(t, x,y, 2), v(t, x,y, 2), w(t, x, y, 2)
sebességkomponensek.

Ez a descartes-i jelolésrendszer hasznilhaté a mozgasegyenletek leirasara, ame-
lyek kiilonb6z6 valtozoikban egyszertisddnek, ha alkalmazzuk a kdvetkezo feltevése-
ket.

i. Az aramlo folyadék horizontalis kiterjedése joval nagyobb, mint a magassaga.
ii. A folyadék osszenyomhatatlan, stirtisége egy trajektoria mentén allando.
iii. A fels6, szabad hatarfeliilet nyomasa allando.
iv. A bels surlédastol eltekintiink.

v. A folyadék hidrosztatikus egyenstlyban van, azaz a gravitacios er6 egyenstlyt

tart a vertikalis nyomasi gradiens erével.
vi. A horizontalis sebességkomponensek nem fiiggnek a magassagtol.

Ezen egyszertisit6 feltevések mellett a légkor is sekélyfolyadék rendszernek te-
kinthet§. A dolgozat tovabbi részeiben, amennyiben ezek egyértelmiek, eltekintiink

a bevezetett fiiggvények koordinata-fiiggésének jeloléseitsl.

3.1. A mozgasegyenletek

A sekélyfolyadék kozelités egyszertisége miatt igen elterjedt, segitségével lehe-
t6ség nyilik tobbek kozott a légkori nagyskalaju folyamatok leirasara is ( Weidinger
et al., 2013). Ahhoz, hogy a modellt a késGbbiekben mi is hasznalni tudjuk, meg-

mutatjuk, hogyan jutunk el az egyenletrendszerig.
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Alkalmazzuk a fent felsorolt egyszertsits feltételeket a hidro-termodinamikai

egyenletrendszer altalanos alakjara.

3.1.1. Kontinuitas

Zart rendszerben a teljes folyadék mennyisége nem véltozik, érvényes tehat a

kontinuitasi egyenlet:

do ou Ov Ow
E—FQ(%—Fa—yﬁ-g)—o, (1)

ahol o(t, z,y, z) a folyadék stiriisége az (z,y, z) pontban, valamely ¢ id6pontban. Az
d
egyenlet a (ii.) (d—f = konst) feltétel miatt

Ju Ov Ow
i T 2
ox * dy * 0z 0 2)
s P ¢ TR - :
alakban irhato fel. Fejezziik ki 8——t és integraljuk z szerint:
z

ou  Ov
w(t,x,y,z)——z(%—ka—y). (3)

Jelolje h = h(t,z,y) a folyadékréteg magassagat. Hasznaljuk fel, hogy z = h-ra

(Nagy, 1985)
ou Ov
w(taxvyaz) - _h< %+a_y ) )

on - on oh (4)

Innen a két egyenlet jobb oldalat egyenlGvé téve kapjuk a kovetkezGt:

—h @4_@ —%+ %—f‘ % (5)
oxr Oy ) Ot Y or Uay'

Szorozzuk meg mindkét oldalt g-vel, amely a gravitacios gyorsulas allando
értéke. Lathato, hogy megjelenik a gh szorzat. Legyen ® = (¢, z,y) = gh(t,z,y) a
szabad hatarfeliilet geopotencidlja. Ezt felhasznalva, és az egyenl@séget egy oldalra
rendezve jutunk el a

0o 0o 0P ou Ov
E+u%+va—y+®(%+a—y)—0 (6)

Osszefiiggésig.
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3.1.2. Sztatika

Tekintsiik a (iii.) feltételt, miszerint h magasségban a folyadék nyoméasa allan-

do. Ezek alapjan:
p(t, z,y, h) = po, (7)
a szabad hatarfeliilet nyomasa, gy, hogy a koordinata-rendszer z = 0 szintjét a

folyadék alatti felszinhez rogzitjiik. Az (v.) feltételbdl kiovetkezik, hogy érvényes a

sztatika alapegyenlete:

dp
5, = 99 (8)
Ezt z szerint integralva a
p(taxaya Z) = —QgZ+C(t,ZL',y) (9)

egyenletet kapjuk, ahol ¢(t, z,y) az integracios allando. Mivel z szerint integraltunk,

jelenleg c fiiggetlen z-t6l. A (7), (9) Osszefiiggések alapjan lathato, hogy

—ogh + c(t, z,y) = po. (10)

Ebbdl c¢(t, x, y)-t kifejezve és (9)-be helyettesitve kapjuk a kovetkezd egyenletet:

p(t,z,y, z) = —0g9z + po + ogh = og(h — z) + po. (11)

A nyomas tehat a folyadék egy (z,y,z) pontjaban egyenl a hidrosztatikai
nyomas és a szabad hatarfeliilet nyoméasanak Gsszegével. Differencidljuk az imént
kapott egyenletet = és y valtozok szerint, majd hasznaljuk a (6)-ban is alkalmazott
feltételt, igy itt is megjelenik a mar emlitett ®(¢, z,y) fiiggvény.

dp oh 0P

o = an—x = Q%7
dp oh 0P
oy Yoy oy

3.1.3. Az Euler-egyenletek

Nincs més hatra, mint felhasznalni az Fuler-féle horizontélis mozgasegyenletek
ismert alakjat (Czelnai et al., 1991):

ou 10p 1

. _ 227 _ZF 14
o vVu an+fv S (14)
ov 10p 1

o oV -y ZF 1



ahol v = (u,v,w)", F, és F, az F' surlodasi eré x és y irdnya komponensei, ezeket
a tagokat a (iv.) feltétel miatt elhagyhatjuk. Az f = 2wsin ¢ a Coriolis-paraméter,

ahol w jeloli a Fold forgési szogsebességét, ¢ pedig a foldrajzi szélességet. Tovab-

u ov
ba eltiinnek mindkét egyenletben a gradienst kifejezve kapott w— és w— tagok

0z 0z
az u és v fiiggvények z-t6l valo fliggetlensége miatt ((vi.) feltétel). Rendezziik a

tagokat egy oldalra, és helyettesitsiik be a (12) Osszefiiggéseket, igy a horizontalis

mozgasegyenletek a kovetkezd alakra egyszertisodnek:

ou ou ou 0P

E+u%+va—y+%—fv—0, (16)
@+u@+v@+a—q>+fu—0

ot Ox oy Oy -

Fejezziik ki a (6), (16) egyenletekbél a 2 94 9v (erivaltakat.

Bty t’ Bt
(Oh _ _ Oh _ Oh _, (Ou_ Ov
ot~ “or oy or oy )’
ou ou ou oh
ou _ _ Ouw_ oOu_ Oh 17
ot = “ar Yoy Yo v (17)
ov _ _ov_ov_ oh
o Yor U@y g@y u.

A kapott (17) rendszer egyenletei alkotjak a sekélyvizi egyenletrendszert, amely egy
els6rendd nemlinearis parcialis differencidlegyenlet-rendszer. A késébbi felhasznalas
miatt a geopotenciélt ismét kifejeztiik, igy az egyenletrendszer ismeretlen fliggvényei
h(t,z,y),u(t,z,y) és v(t,x,y). A feladatot az ug(x,y), vo(x,y) és ho(x,y) kezdeti és
megfelel6 peremfeltételek mellett szeretnénk numerikusan megoldani az in. Magnus-

modszerrel.
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4. A Magnus-mobdszer

A Magnus-féle numerikus modszer segitségével id6fiiggs matrixa differencidlegyenlet-
rendszerek megoldésait allithatjuk els, alkalmazasat kiilonboéz6 példakon keresztiil
ismertetjiik (Magnus, 1954).

Legyen a megoldandé Cauchy-feladat egy n db egyenletbdl 4116 linearis differenciale-

gyenlet-rendszer a kovetkezd alakban:

V(t) = A(t)b(t)
b(0) = bo.

(18)

Keressiik a b(t) = (b1(t), ba(1), ..., b,y (1)) fiiggvényt, amely egy n komponensi vek-
torértékd fiiggvény. Az A egy t-t6l fiiggd n X n-es méatrix, és a kezdeti feltételben
megadott by egy R"-beli vektor. A probléma megoldésa n értékétdl fiiggden tobb

esetre bomlik.

1. El6szor tekintsiik az n = 1 esetet, azaz A egy 1x 1-es matrix, vagyis A(t) = a,
a € R szam, és tételezziik most fel, hogy ez az a szam nem fiigg ¢t-t6l. A feladat ekkor

V(t) = ab(t) 19

alakban irhato fel, mely igen egyszertien megoldhatd. A keresett fliggvény az expo-
nencialis, hiszen ez a fiiggvény rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy deriviltja
onmaga (jelen esetben egy a valos szammal szorozva). Tehat b(t) = e*by. Ellenériz-
ziik ezt: V' (t) = ae™by = ab(t), b(0) = e%by = €%y = by.

2. A mésodik esetben legyen n > 1, ekkor A mar egy n x n-es matrix, de tegyiik
fel Gjra, hogy elemei ¢-t6l fiiggetlen, adott szdmok.
Példaul n = 2-re egy egyenletrendszer és a hozza tartozdé A matrix:

by =4by — b
1 1 2 (20)
by = 5by + 8by

A:



A megoldas — a példatél eltekintve is — az elsé esethez hasonléan b(t) = e'“by

A

alakban all els. Itt viszont az e mar nem egy szdm, hanem egy n X n méatrix

exponencialisa. Egy matrix exponencidlisan a kévetkezd végtelen Gsszeget értjiik:

1 1
_A2_|__

A
e —I+A—|—2! 3l

A3 4 (21)

ahol I az n X n-es identitasmatrix.
Ez alapjan tehat a megoldasban szerepls e is felithato egy végtelen sor &ssze-

geként, mely Osszeg szintén egy n X n-es matrix lesz:

etA _ ; (t;j') ' (22)

Az A egy matrix, normaja tehat véges, ezért a (22) sornak létezik Gsszege, melyet

az A matrix exponencialisinak neveziink.

3. Az el6z6 két esetben a € R és A € R™*™ t-t6l fiiggetlenek voltak. Vizsgaljuk
most azt az esetet, amikor az A egy t-t6l fliggs méatrix. Ekkor a (18) feladat az alabbi
alakban irhato fel:

b'(t) = A(t)b(t)

b(0) = bo.

(23)

Az els6 két esetbdl kiindulva gondolhatnank, hogy a megoldas tjra el6all

b(t) = etABpy formaban, ez azonban 4ltalanos esetben nem igaz. 1954-ben Mag-

nus foglalkozott azzal, hogy az exponencialis argumentumaban 1év6 szorzatot, és

ezaltal a keresett b(t) fiiggvényt hogyan kozelithetnénk (Magnus, 1954). Az altala

kidolgozott és rola elnevezett Magnus-modszer lényege, hogy a (23) egyenletrendszer
megoldésat

b(t) = W, (24)

alakban keressiik, ahol Q(t) egy t-t6l fiiggs matrix, amely elGall egy végtelen sor
osszegeként. Ez a Magnus-sor, melynek els§ néhany tagja (Bdtkai and Sikolya, 2012):

0) = [ i =3 [ [ At a] as

L] o

ahol [U,V] = UV — VU az U és V matrix kommutatorat jeloli. Az Q(¢) matrix

tagjait ezen analdgia szerint a végtelenig irhatnank, és minél tobb tagot tartalmaz,

(25)
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annal bonyolultabb, de természetesen annél pontosabban is kapjuk meg a megoldas

numerikus kozelitését.

Latjuk, hogy a végtelen sor az A matrix integraljaibol és A kiilonb6z6 helyeken
vett kommutatorainak integraljaibol all. A masodik tagban A(s;), A(s2) kommuta-
torat kell integralnunk, vagyis az A(s;)A(s2) — A(s2)A(sy) kifejezést, figyelembe vé-
ve, hogy egy matrixot elemenként integralunk. Megjegyezziik, hogy a gyakorlatban
a Magnus-integratorokban szerepl§ integralokat altaldban csak kozelitéleg, valami-
lyen numerikus integralasi séma alkalmazasaval tudjuk kiszamolni, ahogy a dolgozat

tovabbi részeiben is tessziik.

Keressiik tehat az €(¢f) matrix valamilyen egyszertibb alaki kozelitését. A
Magnus-sorfejtés els6 tagjaban szerepld integralt a kozépponti modszerrel kozelit-

ve az
t
Qt)y~t-A (5) (26)
kozelitéshez jutunk. Ekkor
b(t) = 2Dy s e 4(5) (27)

Ez a kozelités csak kis t esetén kell6en pontos, ezért a moédszert szakaszonként
alkalmazzuk. Osszuk fel a [0,¢] intervallumot N € N darab 7 = t/N hosszisagu
lépéskozre, igy n7 az a hely, ahol n 1épésszam utan allunk. Alkalmazzuk az n-edik
részintervallumon is a koézépponti modszert. Ekkor a (23) feladat megoldasvektora
felirhat6 b(nt) = e A(n7+3)p, alakban, mely a hatvanyozéas azonossagait felhasznal-
va eloall b(nt) = ™" T2)p((n — 1)7) formaban. Legyen b(nt) =: b,, ezt bevezetve

az eléz6ek alapjan felirhatod a b,.1 megoldasvektor is:

bt = oA+ n=0,1,2... (28)

Ez a megoldasvektor az els6rendti Magnus-féle kozelités. Munkénk soran alkal-
maztuk még az eggyel bonyolultabb iteracios eljarast is. Ez elGszor a t = (tn + %)—
ben szamitja ki a megoldast, majd ezt hasznélja az (n+ 1)-edik 1épés megoldéaséhoz,

a kovetkezé modon:

2 ! (29)
i n=0,1,2...



A numerikus megoldas egy olyan vektort eredményez, amely fiigg a 7 1épéskdz-
t6l. A (29) Osszefiiggéshez megadunk egy by kezdeti értéket, majd ebbdl szamitjuk a
by, ba, ..., b1 megoldasvektorokat, ahol n értékét természetesen mi valasztjuk meg.
Lathato, hogy a szamitiasaink soran sziikségiink van egy — az adott feladattol
fliged — matrix exponencidlisinak megadasara, ezt kovetGen pedig az exponencidlis-
vektor szorzat minél hatékonyabb kiszamitasira, ami a gyakorlatban csak kozelités-

sel lehetséges.
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5. Korabbi eredmények, tijabb célkitiizések

A dolgozat tovabbi részeiben vizsgaljuk a Magnus-modszert. Célunk egy jo
idGbeli numerikus médszer megalkotésa a sekélyvizi egyenletrendszerre.

Egy numerikus kozelités akkor jo, ha:

i. Konzisztens, vagyis az egy id6lépés soran, a pontos kezdeti feltételbdl indulva

elkdvetett hiba a lépéskdz nullahoz tartasaval tart nulldhoz.

ii. Stabil, azaz egy kezdetiérték-feladatban, ha a kezdeti feltétel csak kis hibaval

terhelt, akkor az id6 elérehaladtaval ez a hiba ne ngjon ki a végtelenbe.

iii. Konvergens, azaz 7 nulldhoz tartasaval a numerikus megoldas tart a pontos

megoldashoz.
iv. Hatékony, azaz a lehetd legkisebb a szamitasigény.

Korabbi munkank soran vizsgalatokat végeztiink az egyenletrendszer numeri-
kus megoldésanak gyorsasagara és hatékonysagara vonatkozoan. Els6ként az egydi-
menzios, linearis advekcios egyenlettel foglalkoztunk, mely

9 08

alakban irhato fel, és leirja a légkori transzport folyamatokat £(z, t) ismeretlen fiigg-
vény és c terjedési sebesség esetén. Azért valasztottuk ezt az elsérendi hiperbolikus
parcialis differencidlegyenletet, mert a sekélyfolyadék-egyenletek is ehhez hasonlo
tagokbol allnak.

A (30) egyenlet numerikus megoldasahoz elsgként térbeli diszkretizaciot vé-
geztiink. A cél az volt, hogy a (30) egyenletben szerepld £(x,t)-nek megfeleltessiink
egy olyan m fliggvényt, amely a

dm
T —A. 31
P m (31)
szemidiszkrét feladat megoldasara vezet. Tehat a térbeli [0, 1] intervallumot J db
részre osztottuk, Az lépéskozzel, ilyen modon a j-edik (j = 1,2, .., J) osztopontban,
azaz x;-ben definialtuk a &(t,z;) =: m;(t) értéket. Ezt kivetGen alkalmaztuk a bal
és jobb oldali véges kiilonbségeket (upwind séma), amely a kovetkezs szemi-diszkrét

egyenletekre vezet:
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e hac<0:

Am; = —c- W (32)
x
e hac>0:
Amj = —c- % (33)
x

Jol leolvashato a (32)-(33) egyenletekbdl, hogy A egy tridiagonalis matrix lesz.

A ¢ < 0 esetben a matrix féatlojaban —1-esek, a fels§ mellékatlojaban 1-esek talal-

hatoak, mig ¢ > 0 esetben a f6atlojaban 1-esek, als6 mellékatlojaban pedig —1-esek

taldlhatoak. Ezzel az elkésziilt J x J méatrixxal szorozva a J hosszt m vektort kapjuk
dm

a g értéket, melyre a Magnus-féle kozelitést alkalmazva az

m(t) = e*m(0). (34)

megoldasra jutunk, ahol m(0) a kezdeti feltételbdl szarmazo kezdeti vektor.
A megoldashoz itt is sziikség van immar az idébeli felosztasra, az [a, b] id6-
intervallumot n darabra osztjuk fel At 1épéskozzel, és gy alkalmazzuk a Magnus-

modszert.

A megoldashoz sziikség volt tehat egy matrix exponencialisinak egy vektorral
val6 szorzasara. A Magnus-modszer Osszes alkalmazésat MATLAB programrendszer-
ben végeztiik, ahogyan ezen dolgozat sordn is, és itt a métrixexponencidlis szamita-
sanak hatékonysagara tobb kisérletet végeztiink.

A beépitett expm fiiggvény a méatrixexponencialist kozeliti, nekiink minden
idGlépésben ezt még egy vektorral kell szoroznunk a megoldasvektor meghataroza-
sahoz, azaz minden id6rétegen egy matrixexponencidlis és egy vektor szorzatara van
sziikségiink. Fz motivalta az expmv fliggvény hasznalatat, mely egy métrixexponen-
cialis és egy vektor szorzatat adja eredményiil, igen hatékony modon (Al-Mohy and
Higham, 2011).

Tébbféle feladaton végzett probafuttatasok eredményeként megallapitottuk,
hogy kisméretd matrixok esetén az expm, mig nagyobb méretiiek esetén az expmv
volt hatékonyabb. Megmutattuk tovabba, hogy a sekélyfolyadék-egyenletek megol-
déasa soran a térbeli diszkretizacionkbol igen nagy méretd blokkmétrixok adédnak
— ezt ezen dolgozat tovabbi részében is latni fogjuk —, igy célszertibb az expmv fligg-
vény alkalmazasa. Jelen dolgozatban ezt az eredményt felhasznalva csak az utobbi

fliggvényt hasznaljuk.
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Ezen informaciok tudataban diszkretizaltuk — térben az upwind, idében pe-
dig a Magnus-modszert alkalmazva — az egydimenzios linedris, illetve a nemlinearis
sekélyvizi egyenletrendszert, majd megadtuk ezek megoldasat.

Azt tapasztaltuk, hogy csak igen nagy kezdeti u(z, 0) sebesség és h(z, 0) magas-
sag esetén miikodik a modszer, ez nagyjabol 100-as nagysagrendi értékeket jelentett,
10-es nagysagrendekre oszcillaciot tapasztaltunk. Ezen tul azt lattuk, hogy egyfajta
disszipacio is megjelenik, melyet ugy észleltiink, hogy ha u(x,0) = 0 értékrsl indu-
lunk, adott h(x,0) magassagbol, akkor fizikailag mi egy h magassagu hullamot a
gravitacid hatasara inditunk el, mind lineéris, mind nemlinearis esetben.

Ennek megfelel6en azt szeretnénk, hogy a hullam magassaganak folyamatos
csOkkenése utan valjon szét, és két pupként két irdnyban folytassa az utjat. Ennek
ellenére, a nulla sebességhdl inditva is folyamatos athelyez6dést tapasztaltunk, mi-
kézben a hullam kettévalt. Ezt a térbeli diszkretizacio hibajanak tudtuk be.

Utelagazas el6tt allva ugy dontottiink, megvizsgaljuk a Magnus-modszer stabi-
litasat és konvergencidjat. Ahogyan azt mar emlitettiik, a cél egy jo numerikus mod-
szer megalkotasa, és ahogyan azt az alkalmazott analizis alapkove, a Lax-Richtmeyer
tétel kimondja, ha egy parcidlis differencidlegyenlet numerikus megoldasa — amennyi-
ben a feladat korrekt kittizésti — konzisztens, akkor pontosan akkor konvergens, ha
stabil is (Smith, 2010). Mindemellett, figyelve a szamitasigényre, mar készen is van

a Magnus-modszer a hiperbolikus sekélyvizi egyenletrendszerre.
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6. Konvergencia

6.1. A Magnus-mddszer konvergenciaja

A Magnus-modszer (24)-ben felirt alakjat hasznalva szeretnénk feltételt adni
a konvergenciara.

A Magnus-modszer kiilonlegessége abban rejlik, hogy bar a médszerben hasz-
nalatos Q(t) matrix, melynek exponencialisat kozelitjiik, egy igen hosszas szami-
tasokkal — kommutatorok, és ezek integraljainak Osszegeként, (25) szerint — el6allo
végtelen sor, ez mégsem jelent probléméat. Ugyanis a (25) algoritmus a strukturalis
tulajdonsagait a csonkolas soran is megérzi, igy batran hasznélhaté kevesebb tag is,
nem sziikséges az egész végtelen sor.

Tekintsiik Q4 (t) = [
et al., 1998). Ekkor a modszer konvergenciajara az alabbi feltétel adhaté (Moan et

al., 1999)
At
1,086869
/ﬁ JA(s)lds < =222 (35)

Itt p egy algebrai allando, értéke valos térben 1, a hasznalt norma pedig a Frobenius-

A(s)ds értéket, azaz a végtelen sor els6 elemét (Blanes

norma.

A kovetkeztetés tehat az, hogy a megoldas soran nekiink ahhoz, hogy a nu-
merikus kozelités konvergaljon a pontoshoz, a térbeli diszkretizacié altal adott, a
feladatra vonatkoz6 matrixunk Frobenius-normajara van sziikség. Ennek ismereté-

ben kénnyen kiszamolhato a (35) értéke.

6.2. A konvergencia rendje

A numerikus megoldas létezésén és konvergenciajan kiviil szeretnénk tudni a
konvergencia rendjét is.

Induljunk ki (18)-bol. Legyen b, (t) a numerikus modszer térbeli racshalojan —
melynek lépéskoze T — elGallitott megoldas, és legyen b(t) a feladat pontos megolda-
sa. Mivel parcialis differencidlegyenletrdl van szo, b, (t) és b(t) értékét vektorokként
értelmezziik.

Ekkor azt mondjuk, hogy a numerikus megoldas konvergal a pontos megoldéas-
hoz az értelmezési tartomany egy t* belsé pontjaban, ha t* az idébeli felosztas egy
pontja is, illetve

lg%”b‘r(tn) - b(t*)H =0, (36)
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az id6beli felosztas n-edik pontjaban, ahol n = (t* — o)1, azaz az id&beli felosztas
n-edik pontjaban a 7 1épéskoz finomitasaval a numerikus kozelités a pontoshoz tart.
A numerikus modszer konvergens, ha konvergens minden t* pontban.

Az el6z6 jelolések alapjan a modszer p-ed rendben konvergens, ha
16+ (tn) = (") || = O(7") (37)

teljesiil (Farags and Horvdth , 2013).

Lathato, hogy sziikség van a pontos megoldasra a konvergenciarend kiszamité-
sdhoz. Ez a vizsgalt esetekben csak korlatozottan all rendelkezésre. Tehat a linearis
advekcios egyenlet esetében, illetve a nemlinearis advekcidt leir6 Burgers-egyenlet
esetén (a nemlinearis advekcio) tudjuk vizsgilni a konvergenciat, azonban a se-
kélyvizi egyenletrendszer egy- illetve kétdimenzids valtozatanak nem ismeretes az
analitikus megoldéasa.

Tekintsiik a numerikus kozelitést Ax térbeli és At idébeli 1épéskozzel. Ekkor

térbeli rendre a p,., az idébelire pedig a p; jelolést hasznalva a kozelités felirhato a
bazat(z,tn) = bz, tn) + ri(z, tn)(Ax)Pr + ro(x, ty) (AP + ... (38)

alakban, ahol a magasabb rendi tagokat elhagyhatjuk. Ahogyan eddig is, b(z,tx)
adja a pontos megoldast az utolsé idérétegen, az x térbeli rdcspontban. Az ry és ro

értékel nem fiiggnek a tér- és idébeli diszkretizacidé paramétereitol.

Alkalmazzuk ugyanezt a numerikus modszert, és adjunk megoldast az utolso ¢y
idérétegen a (Az, Aty), (Ax, Aty) 1épéskozoket hasznélva. Azaz alkalmazzunk harom

idébeli 1épéskozt ugyanazon térbeli 1épéskoz mellett. Ekkor a tovabbi két megoldés

a
bazan (T, ty) = b(x,ty) + ri(x, tn) (Az)P* 4+ ro(z, tn) (A1) + ..., (39)
be,At2 (fIJ, tN) = b(m, tN) -+ 7’1(33, tN)(AZL’>pZ -+ 7’2(1’, tN)(AtQ)pt 4+ ...
alakban irhato fel (Richards, 1997).
Felhasznalva (38) és (39) egyenleteket a
b —b APt — (Atq)Pt
|bAz.at = bazan |l [(AD)PE — (Aty)P| (40)

[bac.an = bacanl (At — (Aty)? |

Osszefiiggést kapjuk. Ebben viszont szamunkra csak az idébeli séma konvergenciaja-
nak rendje, azaz p; az ismeretlen, mivel a At, Az, Aty, Aty értékeket a diszkretizacio

soran mi valasztjuk meg, illetve a numerikus megoldés értéke is ismert.
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Tehat olyan feladatoknal, melyeknél a pontos megoldas nem ismert — igy pél-
daul az egy- és kétdimenzios sekélyfolyadék-egyenletek numerikus kozelitése soran
—, hasznéalhaté a (40), mely tehat egy numerikus konvergenciarend szamito séma
(Banks and Aslam, 2013).

Azonban p; értéke analitikus médon nem fejezhetd ki, ezért egy numerikus
iteraciot kell hasznalnunk. A kisérletek soran ehhez a Newton-iteraciot alkalmaztuk,
mely az F'(z) = 0 alaki egyenletek megoldéasat adja meg. Egy tetszdleges xy pontbol
inditva az iteraciot, n db iterdcios lépés utan kellGen kozel keriiliink a megoldashoz,

az

F'(z,)

algoritmust hasznélva. A (40) kifejezést nullara rendezve megkapjuk a sziikséges

(41)

Tpy1 = Tn —

F(p;)-t és az iteracio elvégzése utan az idébeli konvergenciarendet, azaz a p; értékét
is.

Ahhoz, hogy meggy6z&djiink rola, hogy ez a modszer valoban jo rendet ad,
azon feladatokra is végeztiink teszteket, amelyeknek pontos megoldésa ismert, azaz
az advekcios egyenletre. Ezt kovetGen tehat a (40) - (41) Osszefiiggéseket hasznalva
szamitottuk ki a kisérletek soran az egy- ill. kétdimenzios sekélyvizi egyenletrendszer
konvergenciarendjét.

Miutan a Magnus-moédszer konvergenciarendjét méar ismerjiik, olyan modszert
keresiink, amely lehet6vé teszi, hogy még pontosabb megoldast allitsunk elS. Ezzel

foglalkozunk a kovetkezd fejezetben.

6.3. Richardson-extrapolacié (RE)

Ismert tehat a Magnus-moédszer a hiperbolikus feladatra, és tudjuk, hogy p,-ed
rendben konvergens.

A Magnus-modszer idSbeli integralasi modszer, igy legyen most p; a Magnus-
modszer konvergenciarendje. Tekintsiik tjra a ¢t = t,, pontban a At 1épéskozii racson
a

b(t,) = bas(tn) + T(AH)P + O(AEP ) (42)

megoldast.

Az 6tlet az, hogy alkalmazzuk a numerikus megoldast egy finomabb (At; < At)
lépéskozi idGbeli racson is, de a durvabb racson kapott megoldést is hasznaljuk
fel, tehat kombinaljunk egy durvibb és egy finomabb kozelitést egy Gj numerikus

megoldés el6allitasdhoz.
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A finomabb racson vett kozelités kielégiti a
b(tn) = bag, (tn) + (AP + O(AT) (43)
egyenletet. Képezziik a két numerikus megoldas linearis kombinaciojat:

bkomb(tn) - Klet(tn) + KQbAtl (tn) (44)

kombinalt megoldasra vonatkozo Osszefiiggést.
A két numerikus megoldas ismert, a kérdés, hogy a K; és K, stilyokat hogyan

valasszuk meg. A (44) felirhato a
bromb(tn) = (K1 + Ko)b(t,) — (K1 AP + KA )r + O(A#P ) (45)
formulaval. A fentiek alapjan sziikséges:
e 1 + Ky =1 a konvergencidhoz, illetve
o KA + KoAth =0 a p; + 1 rend eléréséhez.

A két feltételbsl kovetkezik, hogy a keresett stulyok a kovetkezdk lesznek:

_ (At
Ky = — Gz any (46)
Ky,=1- Kj.

Specidlisan, ha At; = % akkor, ha a kombinélt modszer
e clsGrendi, azaz p; = 1, ha K1 = —1, Ky = 2,
e masodrendd, azaz p; = 2, ha K; = —%, Ky = %.

Megkiilonboztetiink aktiv és passziv Richardson-extrapoléciot.

A passziv esetén, miutan elkészitettiik mindkét numerikus kozelitést, a At illet-
ve a Aty lépéskdzzel is, elkészitjiik a kombinélt megoldast. Azonban a kdvetkezs id6-
rétegen csak a finom és a durva racshélon elkészitett megoldassal szamolunk tovabb.
Tehat a kombinalt megoldast minden id6rétegen elkészitjiik, de mindig feliilirjuk az
el6z6 idérétegen vett megoldast, anélkiil, hogy azt felhasznalnank az tjhoz.

Az aktiv RE esetén ezzel szemben a durva récs minden egyes id6rétegén a
kombindlt megoldasbol 1épiink tovabb. Tehat aktiv RE esetén a kombinalt értéket

minden idérétegen tjra felhasznaljuk (Burg and Erwin, 2008).
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Jelen dolgozatban a kapott konvergenciarendet az aktiv Richardson-extrapolacioval
kisérletezve vizsgéaltuk, varva a rend névekedését.
A Magnus-modszerre altalunk is alkalmazott aktiv Richardson-extrapolacio a

kovetkezGképpen irhato fel:

bi((n + 1)At) = eAANAI R (47)
bg((n X 1)At) _ e%.A(n+OA5At)€%A(nAt)bO’ (48)
b((n+ 1)At) = 2by((n + 1)At) — bi((n + 1)At). (49)

Hogyan is értelmezhets ez?

A jelolésben tovabbra is b fejezi ki a megoldasvektort, A a diszkretizaciobol
szarmazo6, feladattol fiiggden konstans vagy id6t6l fiiggé matrix, At az idébeli fel-
osztas lépéskoze és n adja meg, hogy hanyadik idGpillanatrol van sz6 a durva idébeli
racson.

Els6ként sziikség van a kezdeti vektorra, amelyet by ad meg. Ezen vektorral
és tudva azt, hogy ez a lépés At hosszisagu, legyartjuk a numerikus modszer meg-
oldasvektorat, ezt b; jeloli. Ugyanezen az idérétegen — egyel6re az elsén —, hasonlo
modon létrehozunk egy masik megoldast, annyi kiilonbséggel, hogy mig elébb At
hosszisagut 1éptiink, most a csizmankkal kisebb 1épésekben meneteliink elére.

A kisérletek soran ez a lépéskoz pontosan % volt, ami persze azt jelenti, hogy
ezt a megoldéast kétszer annyi idérétegen kell majd elGallitani.

Maradjunk elGszor az els idérétegen, itt egy At nagysagu lépéssel, és két darab
% hossztsagn lépéssel kaptunk egy megoldast. Ezek linearis kombinéci¢jaként keriil
ki maga b((n + 1)At) megoldas is, a (49) Osszefiiggés szerint. Ez azonban az els§
idéréteg, mi torténik a tovabbi idépontokban? Hasonldéan all el a megoldés, azzal
a kiilénbséggel, hogy a masodik idérétegen mar nem a kezdeti vektort hasznaljuk,
hanem az els6 durva lépés utan kapott kombinalt megoldést.

Fontos arra is figyelmet szentelni, hogy a matrix, amennyiben id&t6l filigg,
minden id&pillanatban valtozik, At értékétdl is fiiggd objektum. A Richardson-
extrapolaci6 Magnus-modszerbe vald beépitésének numerikus kisérleteirsl részlete-

sen a kovetkezs fejezetekben olvashatunk.
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7. Eredmények

7.1. Az advekcibés egyenlet
7.1.1. Numerikus médszer

Keressiik azt a £ fiiggvényt, amely kielégiti a

%:_C.%7 ceR, xel0n] (50)
egyenletet a
§(z,0) = &(x) (51)
kezdeti feltétel és a
£(0,¢) = ¢(m,t) (52)

periodikus peremfeltétel mellett.

Az els6rendd, hiperbolikus, parcialis differencidlegyenlet numerikus megolda-
sdhoz térbeli, majd idébeli diszkretizaciora van sziikség. Legyen At idébeli 1épcsé
mellett Az > 0 a térbeli ugréas.

Ha a [0, 7] intervallumot J db részre osztjuk, akkor a j-edik osztéopont az x; :=
(j—1)- Az pont lesz (j =1,2,...,J + 1).

Diszkretizaljuk térben a &(x,t) fliggvényt, és vezessiik be az

m;(t) = {(z;,1) (53)
jelolést, valamint definidljuk az m(t) vektort a kovetkezSképpen:

ml(t)

mg(t)

mt)=| . (54)

mJ(t)

A feladatban a Magnus-modszer alkalmazasaval keressiik a (18)-ban mar be-
vezetett alakban az m(t) vektort. Ezek alapjan m(t) idéderivaltja és a megoldas a

kovetkezé modon irhato fel:

(55)



Az (51)-bol £(0) ismert, m(0) ezen £(0) kezdeti, tértdl fiiggs fliggvény racsponti ér-

tékeibdl allo vektor. A kérdés: hogyan all el az A matrix?

Térbeli diszkretizacios sémanknak — a korabbi bal és jobb oldali véges kiilon-
ségek helyett — a kozépponti modszert valasztottuk, amely a kovetkezSképpen all

eld:

dm; _ mjp —m;
dt 2Ax ' (56)

Jol leolvashato, hogy az m(t) vektor j-edik elemének kozelitéséhez milyen értékekre
van sziikség, igy tehat az (56) megadja nekiink az A maétrixot; ez egy olyan tri-
diagonélis matrix, melynek f6atlojaban 0-k, als6 mellékatlojaban —1-esek, a felsG
mellékatlojaban pedig 1-esek talalhatoak. A métrix méretét tekintve J x J nagy-
sagi. Készen van tehat az a matrix, melynek exponencidlisat keressiik, és ezt kell

majd szoroznunk a megoldasvektorral, a Magnus-féle modszer szerint.

Egyetlen dolog hianyzik mar csak, mégpedig az (52) altal megadott peremfel-
tétel beépitése a méatrixba.

Gyakorlatban ezen feladat megoldésa egy, a ¢ értékétdl fiiggs irdnyban mozgd
Gauss-cstics. A periodikus perem azt mondja meg, hogy a jelenleg [0, 7] interval-
lumon megadott megoldas értékek koziil, amennyiben a csiics a 0 felé kozlekedik,

akkor jOjjon vissza a 7 irdnyabol, ha pedig 7 felé, akkor a 0 iranyabol.

A diszkretizacionk alapjan ez az elsd, és az utols6 m; értéket érinti:

dmy  my —mg dmy  myp—my

(57)

dt 2Ar dt 2Ax

Latjuk, hogy m, értékéhez sziikség lenne mq értékére is, azonban az (54) mutatja,
hogy mg nem &ll rendelkezésre. A periodikus peremfeltétel miatt, mg helyett m; ér-
tékét hasznaljuk, hasonléan kell eljarnunk az m; értékének elkészitésekor is, azaz a
vektor utolsé koordinatajahoz sziikség lenne egy utolsé utanira, ami helyett szintén

a periodikus perem miatt az elsé értéket vessziik.

Mindezek alapjan az A matrix egy kicsit megvaltozik; a peremfeltétel beépité-
sével az elsG sor utolséd eleme, illetve az utolso sor elsé eleme 0-t6l kiilonb6z6 értéket

tartalmaz, illetve nem szabad megfeledkezni az ﬁ szorzorol, és az advekci6 iranyat
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meghatarozé c sebességrél sem:

0 0O 0 0 —1
-1 0 1 0 0
c
= — . 0O -1 0 1 58
2Ax (58)
1 0 00 —1 0

Ismert, hogy a feladat pontos megoldasa elGall a kezdeti feltételként megadott
& differencialhato fiiggvény (x — ct) pontban vett értékeként. Legyen a kezdeti fligg-
vény
Eo(t) = e~ 2520 Ly (1 — 7). zo, b € R, (59)
Igy egy tetszéleges helyen és id6pillanatban a pontos megoldas megadhato &(xz,t) =
&o(x — ¢ - t) alakban.

Ez azt jelenti, hogy a kiindulasi fiiggvényiink az id6 el6rehaladtaval ¢ értékétsl
fiiggGen valtozik. Helyben marad, ha ¢ = 0, ha ¢ > 0, akkor az x tengelyen pozitiv
iranyba, ha pedig ¢ < 0, akkor negativ iranyba tolddik el.

Mivel ismert a feladat pontos megoldasa is, ezért a numerikus és a pontos
megoldas hibajabol kiindulva a (37) Osszefiiggést alkalmazva a konvergencia rendje

megadhato. Természetesen hasznélhato a (40) numerikus rendszamitas is.

7.1.2. Megvalo6sitas

Minden utravaloval felvértezve nincs méas hatra, mint megoldani az egyenletet
numerikusan, és vizsgalni a stabilitast, illetve a rendet.
Az 1. d4bra mutatja a kapott eredmény idGbeli valtozasat, iigyelve a stabilitasi
feltételre (Stoyan and Takd, 2008):
Ax

At < —. (60)
]

A [0, 7] térintervallumot 2% részre osztottuk, idében pedig N = 500 lépést tet-
tiink, ¢ = —2 sebesség értéket valasztva. Jol lathato, hogy a pontos és a numerikus
megoldas végig tokéletesen egyiitt mozog. A kezdetben definidlt Gauss-csics a va-

lasztott sebességnek megfelels iranyba, ¢ = —2 miatt most balra indul. A peremet
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1. Abra: A linearis advekcids egyenlet megoldasa térben kdzépponti, idében

Magnus-maddszerrel, n = 4, n = 240 és n = 420 idgpillanatokban.

elérve a periodikus peremfeltétel miatt a mésik oldalon ugyanaz a hullam jon vissza.

Ezt a jelenséget tobb perioduson keresztiil is lathatjuk id6ben kellGen sokat 1épve.
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7.1.3. Konvergencia

Ahogyan az 1. abran is lattuk, a pontos és a numerikus megoldés az id6 el6reha-
ladtaval teljesen egyiitt mozog. Az advekcios egyenlet linearis, a Magnus-moddszerrel
a numerikus megoldas soran teljesen pontosan integralunk, a moédszer ebben az eset-
ben ,végtelen” rendiinek is tekinthetd.

Célunk természetesen a sekélyfolyadék-egyenletek megoldasa és vizsgalata. Tud-
juk, hogy az egyenletrendszerben nemlinearis advekcios tagok szerepelnek, vizsgaljuk

meg tehat, hogy hogyan viselkedik az advekcios egyenlet a nemlinearis esetben.

7.2. A Burgers-egyenlet

A Burgers-egyenlet egy olyan nemlinedris parcialis differencidlegyenlet, melyet
igen sok helyen hasznalnak. Felhasznalasa tobbek kozott a sekélyvizi hullamterje-
désben és a magnetohidrodinamikaban jelentds.

Az egyenlet egy hiperbolikus egyenlet, amely a mar targyalt advekciotol annyi-
ban kiilonbdézik, hogy a ¢ dllandé terjedési sebességet kicseréljiik magéra az ismeret-
len fliggvényre. Ez mar id6fiiggd lesz — az ezzel valo szorzésbol adodik az egyenlet

nemlinearitasa.

Tekintsiik tehét a

O _ .0

= . 1 1
T P x € [0,7] t€0,1] (61)

egyenletet, az alabbi kezdeti és periodikus peremfeltétel mellett:
¢(x,0) = (), (62)

99(0’ t) = 90(7?7 t)' (63)

Az egyenlet kiilonlegessége, hogy szakadasmentes kezdeti feltétel megadasa mellett
a megoldasban szakadast tapasztalhatunk.

Az egyenlet megoldasaban — ahogyan a valésagban is — a hullam egyes részei
nem azonos sebességgel haladnak. A hullam teh&t, ahogyan a linearis advekcios
egyenletnél lattuk, elindul, de egy id6 utan a hullimcsics nagyobb sebességgel halad,
a hullam ebbdl kifolyolag torzulni — délni fog. Ez a sebességkiilonbség és torzulas
akkora is lehet, hogy 16késhullam (shockwave) alakulhat ki (Garabedian, 1964). Ez a

16késhullam egy olyan rész, ahol a sebesség tér szerinti derivaltja a végtelenhez tart.
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A (61) egyenlet pontos megoldasa tehat fiigg az id6tol, és elgall
o(2,t) = gola — (. 1) - 1) (64)

alakban, ahol ¢, az altalunk megadott kezdeti fliggvény, esetiinkben:
po(t) = e 2070 L g (1 — ) zo € R. (65)

Lathaté azonban, hogy a megoldas elGallitasdhoz sziikség van magéara a megoldéasra

is. Ehhez viszont barmelyik iteracios eljaras par 1épését kénnyen eszkoziil vehetjiik.

Tekintsiik tehat a kezdeti ¢, fiiggvényt, legyen 6 a kezdeti vektorunk. Ezt

kovetSen a

- 1) (66)

iteracio par lépését elvégezve a megoldas kozelitSleg: ¢(z,t) = ¢fina(z,t), ahol
O final(2, t) az utolsé iteralt. Egy masik lehetéség a Newton-féle iteracio hasznalata,

mi is ez utdébbit alkalmaztuk.

251

151

o(x.t)

0.5

2. dbra: A Burgers-egyenlet Newton-iteracidoval megadott pontos megoldésa,
n = 4(kék) és n = 135(lila) pontban.

A 2. dbra mutatja, hogy a hullim a vartnak megfelelGen elindul, kialakul a
hullambeli sebességkiilonbség. Késébbi idépontban a megoldason mar észrevehetd

az oszcillacio, ami a lokéshullam kialakulasét jelenti.
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7.2.1. Megvalo6sitas

Természetesen a cél az egyenlet numerikus megoldasa térben kézépponti, id6-
ben Magnus-modszerrel.

Ujra szeretnénk elvégezni a tér- és idébeli diszkretizaciot, hogy tudjuk alkal-
mazni a Magnus-féle kozelitést. Ahogyan mar ismertettiik, igy jutunk a numerikus
megoldashoz, hogy térben J db felosztast készitve, egy J hosszusagu vektort kell egy
J x J nagysagli méatrixszal szoroznunk N-szer, ahol N az idGintervallum felosztésa.

Szerencsére ismét az a kérdés, hogy mi ez a méatrix, amivel a vektort N-szer
szorozva a megoldas elGall. A valasz pedig kénnyen megadhaté, hasonlé alakban irjuk
fel, mint az (58)-ban tettiik, viszont {igyelniink kell arra, hogy eddig egy A id&tdl
fiiggetlen matrixunk volt, most azonban egy A(t¢) dinamikusan valtoz6 matrixszal
kell dolgoznunk. Az (58) méatrix elemeit ugy kell kicserélniink, hogy ¢ € R konstans
érték helyett most p(x,t) érték szerepeljen.

Jelolje a ¢ J darab racsponti értékét a y vektor, a j-edik racsponton vett
értékét pedig x;. Ez a x vektor tehat minden idérétegen szamitando, és az (i+1)-edik
idéréteg megoldasahoz az i-edikre sziikség van, nemcsak a méatrix-vektor szorzatban
1év6 vektor miatt, hanem az egyenlet nemlinearitdsa miatt is, hiszen a matrixban az

elemek minden idérétegen tjra és ijra cserélédnek az alabbi alapjan:

0 v 0 0 0 ... —xy
1
A=———-1 0 - 0 0 ... 0 [. 67
| e “
yi 0 ... 0 0 ... 0

Természetesen most sem szabad elfeledkezniink a ﬁ szorzorol, ahol a negativ
eljel az egyenletbél adodik. Ujra rendelkezésiinkre all minden sziikséges informacio
a numerikus megoldas elkészitéséhez. Az eredményeket a 3. dbra mutatja. A nu-
merikus és a pontos megoldas mar nem halad teljesen egyiitt. Megfigyelhetd a 68.

id6lépés utan a lokéshullam kialakuldsa a numerikus megoldasban is.

7.2.2. Konvergencia

A Burgers-egyenletnél, mivel nemlinearis, mar nem integralunk pontosan az
id6ben. A numerikus konvergenciavizsgéalat eredményét az 1. tablazat mutatja, id6-

ben 210, 211 ¢s 212 lépést téve. A vizsgalat soran a térbeli felosztas tovabbra is J = 28
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3+ 4
== =pontos
m— umerikus

sr == =pontos il
m—Umerikus

251

151

¢ (x1)

3. dbra: A Burgers egyenlet pontos és numerikus megoldasa a t =4 és t = 54

idépontban.

1. tablazat: A Burgers-egyenlet numerikus megoldasanak idébeli
rendvizsgalata N idébeli felosztas mellett. (p; - megoldas rendje, RE -

Richardson-extrapolacié)

N = 210 N = 211 212
Dy 1,7678 0,9520 | 0,9862
p: RE | 2,8022 2,6493 | 2,2364

volt, és a tablazat els6 sora mutatja, hogy hany idérétegen kozelitettiik a Magnus-féle
megoldést.

A moédszer tehat a hiperbolikus, nemlinearis Burgers-egyenletre elsérendii, mig
aktiv Richardson-extrapolaci6 alkalmazasa esetén a rend eggyel javul, id6ben ma-

sodrend(i kozelitést kapunk.
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7.2.3. Kapcsolat a sekélyfolyadék-egyenletekkel

Eredeti célunk a sekélyvizi egyenletrendszer sikeres megoldasa a Magnus-modszerrel.
Miutan lattuk a sziikséges eszkozoket, irjuk at a 3. fejezetben ismertetett egyenlet-

rendszert a kovetkezé alakra:

=—u——v——nh

@ oh oh ou Ov
ot Ox oy ’

Ou Ju ou oh
ot Ox dy

(ot Oz oy gay '

Keressiik a h(z,y,t), u(z,y,t), v(z,y,t) fiiggvényeket t > 0, (x,y) € M C R?
mellett. Az egyenletekben szerepld f a Coriolis-paraméter, f = 2w sin ¢, mely értéke
a kozepes foldrajzi szélességen kozelitéleg 10_45 Szintén az egyenletrendszerben
szerepl6 g a gravitacios gyorsulas értéke, g ~ 9,81%.

Végezziink el a (68) egyenletrendszerre is egy megfelel§ diszkretizaciot, mely
utan a kapott feladatot kompaktabb formaban irhatjuk fel. Cél egy operatorméatrix
és egy vektor szorzatat képezni, igy alkalmazhaté lesz a Magnus-féle numerikus

kozelités.

Legyen U : R? — R? az alabbi:

h(z,y,t)
Ux,y,t) = | u(x,y,t) |, t>0, (z,y)eMC R2 (69)

v(x,y,t)

A (68)-ban felirt egyenletrendszer a (69)-ben szerepld fiiggvények parcialis de-

rivaltjait tartalmazza, azaz sziikségilink van az U id6 szerinti derivaltjara.

Ezt a kifejezést fel tudjuk irni az advekcios egyenlet esetében is ismertetett
modon, tehat egy megfeleld matrix és az U szorzataként. Ismét felirhato a keresett A
méatrix, ez egy olyan 3 X 3-as operatormatrix, amellyel az U-t megszorozva a (68)-ben

felirt parcialis differencialegyenlet-rendszert kapjuk. Az A elemei azok az operatorok,
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amelyek h,u és v fliggvényre hatnak:

0 0 0 0
0 0 0
o 00
gay ox dy

Vegyiik észre, hogy a (68) egyenletrendszer minden tagja nagyon hasonlit a (61)
egyenletre. Igy tehat konnyen latszik, hogy ha a 3 egyenletet az U vektor és az
A operatormatrix szorzataként szeretnénk felirni, akkor tokéletesen hasznalhatjuk
kiindul6pontként a mar ismertetett matrix-vektor alakot.

Azaz az advekcios egyenlet és a Burgers-egyenlet esetében definialt matrixok
segitségével elGallithato egy olyan 3 x 3-as blokkmatrix, melynek egyes blokkjai rend-
re tridiagondlis matrixok, kiilonboz6 egyiitthatokkal. Az eddigiekben id6tdl fiigget-
len és id6tdl fiiggd tesztpéldakkal dolgoztunk, most az A elemei szintén fiiggnek a
keresett h,u,v fiiggvényekt6l, tehat implicit moédon az id6tél is.

Az A operatorméatrixbol térbeli diszkretizacié utédn tehat egy nagy méreti A
blokkmatrix &all el6, mellyel alkalmazhat6 lesz a Magnus-modszer. Lattuk, hogy a
blokkokban 1évé tridiagonalis métrixok mérete valtozik aszerint, hogy mennyire fi-
nomitjuk a felosztést. Ez a blokkmatrix egydimenziés esetben — tehéat ha csak az x
szerinti valtozast tekintjiik — nagyon megnd, hiszen minden blokkja J x J, ezt pedig

minden id6lépésben szamitva a futasi id6 nagyon elnytlhat.

A tovabbiakban a nehezebb és Gsszetettebb feladatok soran igyeksziink a sza-
mitasigényt optimalisan csokkenteni, a stabilitis és a megfelels finomsag megtartasa
mellett. Ezek miatt az egydimenzios és a kétdimenzios sekélyvizi egyenletrendszer
térbeli felosztasa és a Magnus-modszerrel vett idérétegek szama egyre kevesebb lesz,

de ez nem befolyasolja a megoldas josagat.
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7.3. 1D linearis sekélyfolyadék-egyenletek
7.3.1. Numerikus médszer

Tekintsiik a (17) egyenletrendszer egydimenzios alakjat:

oh  Oh  du

P Nl
ot Yor ox
(71)
ou _ _ou_ Ok
o Oz ox’
az alabbi kezdeti feltétellel:
h(z,0) = e
(z,0) (72)
u(z,0) =0,
és a kovetkezs periodikus peremfeltételek mellett:
h(0,t) = h(l,t
(0,2) = h(l,1) 73)

u(0, 1)

u(l,1) x € [0,/ leR

Ekkor a mozgas fiiggetlen az y koordinatatol, csak egy sikban torténik. Ha ezt a
Foldon lejatszodo folyamatként értelmezziik, akkor most egy kelet-nyugati iranyta
mozgast egy adott x € [0, /] pontban és t > 0 iddpillanatban leir6 h(z,t) magassag
és u(x,t) sebességfiiggvény az ismeretlen fiiggvények.

Végezziik most el a (71) egyenletrendszer linearizélasat a dinamikus meteo-
rologiaban legelterjedtebb modszerrel, az tn. kis perturbaciok modszerével. Ez a
modszer olyan légkori hullimmozgasok leirdsara hasznéalhato, amelyeknek az éalla-
pothatarozok mezGiben lényegesen kisebb az amplituddja, mint az adott allapotha-
tarozé atlagos értéke a légkorben. Ezt a viszonylagos kicsinységi feltételt a légkori
hullamok tobbsége kielégiti. Igy tehat az egyenletrendszerben szereplé allapotha-
tarozok felbonthatok az atlagos mezék (alapallapot) és az ezekhez viszonyitott kis
perturbaciok mezdinek Osszegére (Prdger, 1982).

Az egydimenzids egyenletrendszerben szerepld sebesség- és magassagértékek
tehat u = U + Upert €s b = h + hpere alakban irhatoak fel. A perturbacios tagokrol
feltessziik, hogy legalabb egy nagysagrenddel kisebbek, mint az atlagolt tagok. Az
egyenletrendszerbe behelyettesitve ezeket az értékeket a tagok tjabb tagokra esnek
szét. Ezeket pedig harom csoportra tudjuk osztani. Az elsG az atlagértékekbdl és azok
szorzataibol allo tagok, a masodik a perturbaciés mennyiségek és azok szorzataibol
képzett tagok és a harmadik — szdmunkra fontos — a perturbéacidés mennyiségek és

ezek atlagértékekkel vett szorzataibol allo tagok.
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Az egyenletrendszert egy oldalra rendezve belathatd, hogy az azonos csoportba
tartozo tagok kozelit6leg kompenzaljak egyméast. Ez alapjan egy 1j egyenletrendszert

nyeriink, a kis perturbaciokra vonatkozo sekélyfolyadék- egyenleteket:

8hpe?“t o _aahpert . Baupert

ot ox Ox
(74)
8upert o aupert ahpert
o or  Tor

ennek megfelelGen kell megadnunk a kezdeti és a peremfeltételeket is. A (74) egyen-
letrendszerben et €s hyere jelzi, hogy az egyenletek a perturbéciokra vonatkoznak,
felirdsuk utan célunk megadni a fper €5 Upers fliggvények, mint megoldasvektorok

értékét— tehat a perturbaciok viselkedését.

Szeretnénk a feladatot a Magnus-modszerrel megoldani, ehhez pedig meg kell
adnunk az A matrix azon alakjat, ami az egydimenzios egyenletrendszerre vonatko-

zik. Ez az operatormatrix most egy 2 x 2-es blokkméatrix, amely az

22 39
Ppert ox ox
AlDlm = (75)
Upert 0 B 0
95 ag

alakban irhat6 fel. Ez tehat egy olyan blokkmatrix, amelynek minden blokkja az

advekcios egyenlet megoldasa soran hasznalt diszkretizacidé eredménye lesz.

Fontos latni, hogy az A;py;, matrixban szereplé blokkokat meghatarozza egy
konstans érték is, ebben is hasonlit a feladat az advekciohoz. Linearis esetben a (75)
matrix jobb oldalan h és @ szerepelnek, melyek a linearizalas soran kapott atlagos
értékek. Ezeket mi adjuk meg, tetszélegesen valasztott valos értékekként, igy tehat

a matrix a megoldas soran végig allandé marad, nem fiigg az id6t6l.

Megadhatjuk, hogy az altalunk valasztott magassagi és sebességi folyadék
mozgéasa hogyan alakul az id6 elérehaladtéaval, iigyelve arra, hogy h értéke megfe-
lelGen kicsi legyen a horizontalis kiterjedéshez képest, példaul egy Rossby-hullam

mozgasat figyelve a h legyen koriilbeliil az m—ad része a horizontalis kiterjedésnek.

Nincs mas hatra, mint elgallitani az A4 py;,, matrixot, majd kézeliteni az exponenciélis-

vektor szorzatot. A térbeli diszkretizdcidohoz Gjra a kozépponti modszert hasznaltuk.
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Azok a tagok, amelyek az u értékével szorzodnak, az

1 0 -1 0O @ O —1u
-1 0 0 —u 0 u
u 1
i=———-1 0 =1 0 = —— 0o - 0
¢ 2Ax . Ax “ (76)
1 0 u 0
alakban, azok pedig, amelyeket a h értékkel kell szoroznunk az
0 1 0 —1 0 h 0 —h
. -1 0 1 0 ~h 0 h
1 _
Aa=——1 0 -1 0 0O l=——1 0 —=h O 77
h 2Ax _ 2Ax (77)
1 0 h 0

alakban irhatoak fel. Sziikség lesz egy olyan métrixra is, amely g-vel szorzodik,
ez tehat a (77) matrixhoz képest csak egy pici véltoztatas; h értékei helyett g =
9,81% szintén fix értékek keriilnek a megfelel6 helyre. A matrixok fiiggnek a térbeli
felosztastol, rendre J x J nagysaguak, J tovabbra is a térbeli felosztasok szama.
Azonban nem szabad elfeledkezniink a kezdeti és peremfeltételekrél sem.

A periodikus perem értelmében a térintervallum bal és jobb oldali végpont-
jat egyenlévé tessziik. A sekélyfolyadék modell fontos tulajdonsiga, hogy a folyadék
horizontalis kiterjedése joval nagyobb, mint a vertikalis. A geoid alakt Foldon lejét-
sz6d6 mozgasformak modellezéséhez ez a peremfeltétel természetes valasztas: a bal
oldal ,0sszeér” a jobb oldallal, ha az x koordinata egy szélességi kér mentén valto-
zik. Ahogyan az (58) méatrix esetében lattuk, most is kiegésziil az A operatormétrix
minden blokkja a peremfeltétellel. A (76) és (77) métrixok elsé soranak utolsé eleme
és az utolso sordnak elsd eleme keriil kiegészitésre a kozépponti modszer sajatossaga

miatt. Természetesen a g altal meghatarozott blokkra is igaz a kiegésziilés, igy az

0 20 ... —a |0 h O ... —h

-2 0@ ... 0 |=h 0O h ... O

1 a 0 0 0 h 0 0 0
Alplin = —=— - - - (78)

2Ax 0 g O —qg 0 w O —U

—qg 0 g 0 —u 0 u 0

g 00 0 a 0 0 0
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matrix megadja a teljes rendszer operatormatrixat.

A Magnus-modszer hasznalata el6tt az utolsd kérdés, hogy a méar ismertetett
(78) blokkmatrixot, amely 2J x 2.J nagysagu, a (72) kezdeti feltételek ismeretében
milyen vektorral szorozzuk, hogy a lineéris egyenletrendszert visszakapjuk. Leolvas-
hato, hogy a h(x,t) és u(z,t) figgvényeket térben diszkretizalva egy hosszu oszlop-
vektorba rendezhetjiik
pi(t)
pa2(t)

pt) =1 ps(t) (79)
pr1(t)

P2y (t)

modon, ahol

p](t) = hpert(ta (] - 1) : Al’), ] = 172a .. ->J

(80)
pj(t) = upert(ta (j_l)Al'), j: J+1,,2J,

azaz a hosszli vektor els6 J elemét a hpe,¢, masodik J elemét pedig az upe,+ pertur-
bacios értékek adjak. Ez a vektor 2J hossztusagt, megfelels dimenzi6ja ahhoz, hogy
a (78) matrixxal szorozzuk, tehat a kovetkezs lépés a matrixexponencialis-vektor
szorzat kozelitése a Magnus-mddszerrel.

Ezzel minden id6rétegen megkapjuk a megoldést, az el6z6 id6lépésben kapott
megoldast mindig felhasznéljuk a kovetkezd idSlépésben, azonban az Aqpj;, matrix

végig alland6 marad.

7.3.2. Megvalositas

A 4. dbra mutatja az egydimenzids sekélyfolyadék-egyenletek térben kozép-
ponti, id6ben Magnus-féle numerikus moédszerrel torténé megoldasat az n = 1,n =
25,n = 50,n = 160,n = 185, n = 200, n = 285, n = 300 idépillanatokban.

A fix térbeli felosztast (J = 200) alkalmaztunk. Az dbran az u = 0 sebesség,
h = 100 magassag értékek és g = 9,817 gravitacios gyorsulas melletti megoldas
lathatd. A kezdeti vizmagassag az id6 elérehaladtaval kettévalik, és a két cstics két
kiilon iranyba indul. Folyamatosan tavolodnak egyméstol, mig a peremet el nem érik.
A periodikus peremfeltétel miatt talalkoznak, interferalnak, majd szétvalnak és tjra

két iranyba indulnak el. Ezt kdvetGen egy kés6bbi id6pontban tjra taldlkoznak. FEzt a
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h(x,t), u(x,t)
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h(x,t), u(x,t)
h(x,t), u(xt)

h(x,t), u(x,t)
h(x,t), u(x,t)
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h(x,t), u(x,t)
h(x,t), u(x,t)
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4. dbra: Az 1D linearis sekélyvizi egyenletrendszer megoldasa fix térbeli

felosztassal, az idd el6rehaladtaval.

fajta mozgast ismétlik az id6lépések szaméatol fiiggden. A 4. abrat N = 1000 id6lépés

melletti futtatas soran vett idérétegeken lathatjuk. Az ismertetett viselkedést akkor
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is megkapjuk, ha h értékét csokkentjiik, és @ értékét tetszélegesen valtoztatjuk.
A modszerhez tartozo stabilitasi feltételt természetesen minden esetben ellen-

Orizniink kell, tehat teljesiilnie kell a

Az

At < ——— (81)
@+ v/ ghl

feltételnek. A 4. abran latott futtatas esetén At < 1,6 - 1073 feltételnek kellett

teljesiilnie, ezt minden probafuttatas esetén ellendriztiik.

7.3.3. Konvergencia

A modszer — ahogyan azt mar lattuk — nagyon hasonlit az advekcios egyenletre
kialakitott numerikus modszerre. Ez a konvergencia szempontjabol azt jelenti, hogy
a feladat linearitasabol adéddan pontosan integralunk. A Richardson-extrapolaciot
alkalmazva nem kapunk megfelel6en jo eredményt, hiszen a matrix nem fiigg az
id6t6l, minden id6lépésben és barmilyen idébeli felosztés mellett konstans matrix-

szal kell dolgoznunk. Emiatt a (49) dsszefiiggésben ismertetett konvergencia névelést

jelenleg nem tudjuk alkalmazni, hiszen a % esetén szamitott matrix értéke megegye-
zik a At esetén szamitott matrixéval. A konvergenciarend valtozasara a nemlinearis

esetben szamitunk.
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7.4. 1D nemlinearis sekélyfolyadék-egyenletek
7.4.1. Numerikus moédszer

Tekintsiik most Gjra az egyenletrendszer el6z6ekben mar latott egydimenzids

alakjat, a kovetkez6 kezdeti és peremfeltétel mellett:

oh_ oo
ot~ “or ox
(82)
Ou __ du _ 0Oh
ot “ax g@x’
h(z,0) =h+e ™
(z,0) e (83)
u(z,0) =0,
h(0,t) = h(l,t
(0.0) = h(e.1) ™

u(0,t) = u(¢,t). z € [0,/]

A linearis feladathoz képest fontos valtozés, hogy a (82) rendszerben szerepld h(z,t)
és u(x,t) értékek mar nem a linearizdlas eredményeképpen kapott perturbaciokra
vonatkoznak, hanem az adott pontban vett tényleges értékeket jelolik. A linearis
eset (78) matrixdhoz képest ujra valtoztatasokat kell tenniink.

A nemlinearis Ajpnemiin matrixban a négy blokkbol hdromban, a h és az u
blokkjaiban, az als6 és fels¢ mellékatlokban, illetve a peremfeltétel altal megha-
tarozott helyeken méar h és @ helyett h(z,t) és u(z,t) értékek szerepelnek. Tehat
a matrixban szereplé konstans értékek helyett mér helytdl és id6tol fiiggs értékek
lesznek. A helyfiiggést a matrixban meghatarozott indexiik adja meg — szintén ko-
zépponti modszert alkalmazva —, az id&fiiggésiik miatt viszont minden lépésben a
Magnus-modszerrel kapott megoldasvektort kell felhasznalnunk.

Ahhoz tehét, hogy az n-edik id6lépcsében is megkapjuk a nemlinearis egyen-
letrendszer megoldasat, szét kell szedniink az (n — 1)-edik lépésben kapott hosszi
vektort, amelyet elkészitettiink, hogy kozeliteni tudjuk a matrixexponenciélis-vektor
szorzatot. Az n — 1-edik Iépésben kapott vektorbol h és u értékeit kell beiiltetniink
az A matrix megfelel§ helyeire.

Természetesen nem szabad elfeledkezniink a peremfeltételrél sem, azonban a
diszkretizaciot felirva lathatjuk, hogy az el6z6 idéréteg megoldésvektoranak mely u

és h értékét milyen helyre kell tenniink. A nemlinearis egydimenzios egyenletrendszer
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térbeli diszkretizacioja utan kapott matrix tehat az

0 U9 0 ... —Uy 0 hQ 0 ... _hJ
A B 1 vy 0 0 ... 0 hy 0 0 ... O (85)
Honemtin 2Ax 0 g 0 ... —g 0 w 0 ... —uy
—g 0 g ... 0 —up 0 us ... 0
g 00 ... 0 w 0 0 ... 0

alakban frhaté fel. A kézépponti modszer sajatossiga miatt sziikséges az A1 pnemiin
métrixot 5i--el szorozni, a negativ elgjel pedig a (82) dsszefiiggésbdl adodik. A g
értéke tovabbra is allando, igy jelen esetben az az egyetlen blokk, amely minden
idGlépésben allando és ugyanaz marad.

Kérdés tehat, hogy mi alapjan kell az u és h értékeitdl fiiggs blokkokat feltolteni
minden 1épésben. A (85) matrix jol mutatja, hogy az (57) Osszefiiggést felhasznalva
a matrix melyik soraba melyik érték kell, hogy keriiljon — az als6 index az u és h
vektorok elemeit jelzik —, azaz hogyan all el6 a matrix minden idérétegen. Fontos
természetesen a peremfeltétel értéke is, ami szintén az (57)-bsl adodik.

Ismerjiik tehat ajra a méatrixot, mellyel a matrixexponencialis-vektor szorzat

kozelitése a feladat, tehat a Magnus-féle megoldas elkészitése n db id6rétegen.

7.4.2. Megvalositas

Az 5. 4bra mutatja, hogy fix térbeli felosztas, J = 100 mellett hogyan viselkedik
a h(z,t) értéke az id§ elérehadtéaval, n = 1,n = 40,n = 90, n = 140 idérétegeken. A
g értéke tovabbra is 9,81%, a h = 0 (ez a kezdeti feltétel miatt meghatarozo) és a
kezdeti sebesség is u = 0. A maximalis id6lépés N = 500 mellett a

Ax

At <
~ max(u)

(86)

stabilitasi feltétel teljesiilésével vizsgaljuk a rendszer miikodését, ahol max(u) értéke
térben és id6ben egyarant értendd, azonban id6ben nem tudjuk el6re meghatarozni.

A Burgers-egyenletnél mar tapasztaltuk, hogy barmilyen sima kezdeti feltétel
ellenére a hullamon beliil sebességkiilonbség alakul ki, és a hullam tetején l6kés-
hullam keletkezik. Hasonlo6 jelenséget tapasztalunk. A t = 1 id6pillanatbol inditott

hullam elkezd laposodni. A lineéaris esethez hasonléan két irdnyba indul, azonban
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5. dbra: Az 1D nemlinearis sekélyvizi egyenletrendszer megoldasanak

magassagértékei fix térbeli felosztassal, az id6 eldrehaladtaval.

mielGtt teljesen szétvalna, megjelenik a vart 16késhullam, amely a n = 140 id&pil-
lanatban méar lathat6. Nagyobb n értékre, tehat kisebb At id6lépésenként kozelitve
a megoldast tovabb megmarad a simasag. A 6. abran lathatjuk a magassag értékek
mellé az u(x,t) sebesség valtozasat is. Az emlitett 16késhullam kialakulasa a sebes-
séggorbén is jol kdvethetd, kirajzolodik a sebességkiilonbség, ami a hullamon beliil

figyelhet6 meg.

7.4.3. Konvergencia

A nemlinearis sekélyfolyadék-egyenletek numerikus kozelitése sordn a matrix
minden idglépésben valtozik, n-edik id6lépésben fiigg az (n — 1)-edik id6rétegen
kapott értéktsl. Emiatt az idébeli integralas nem pontos, sziikséges és értelmes a
konvergenciarend vizsgalata. Ehhez elengedhetetlen lenne a pontos megoldés isme-
rete, azonban a (82) hiperbolikus egyenletrendszer pontos megoldasat nem ismerjiik.
Ennek tudatdban most is a (40) numerikus rendvizsgéalattal kerestiik a p; idébeli ren-
det, és a Richardson-extrapolacioval szerettiink volna javitani rajta. A 2. tablazat

mutatja a numerikus rendvizsgalat eredményeit, J = 2% térbeli felosztas mellett,
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6. abra: Az 1D nemlinearis sekélyvizi egyenletrendszer megoldasa fix térbeli

felosztassal, az id6 eldrehaladtaval.

2. tablazat: Az 1D nemlinearis sekélyfolyadék-egyenletek idgbeli
konvergenciajanak rendvizsgalata N idébeli felosztas mellett (p; - megoldas

rendje, RE - Richardson-extrapolacié.

N=20| N=2"| N=2m
pi 12147 | 1,0983 | 1,0265
pe RE | 19545 | 1,9841 | 1,9973

az idébeli felosztast N = 210 N = 211 N = 2!2 értékeknek véve, azaz a felosztas
finomitasaval. Lathato, hogy a Magnus-modszer rendje az 1D nemlinearis feladatra
egyre kisebb At értékeket véve tart az egyhez. Erre alkalmazva az aktiv Richardson-
extrapolaciot, a rend a vartnak megfelelGen eggyel novekszik. Igy tehat a (82) fel-
adatra alkalmazott id6beli sémank, a Magnus-modszer a Richardson-extrapolacioval

kombinélva méasodrendd.
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7.5. 2D linearis sekélyfolyadék-egyenletek

7.5.1. Numerikus modszer

Tekintsiik a 2 dimenzios surlodasmentes sekélyvizi egyenletrendszert a dolgozat

elején ismertetett

(8h__@h_ 8h_h 8u+(%
o~ “or oy dr | Oy
ou _ _ow_Ou_ 00
ot~ “or oy Jor TV
ov _ _ov_ov_ o
ot = Yor Yoy oy T

alakban, az alabbi kezdeti és peremfeltételek mellett:

h(0,0,1t)
u(0,0,1)
v(0,0,1)

h(il?, Y, 0) = B + e—IO(m—0.5)2_1o(y_0.5)2

u(z,y,0) =u

y(l', Y, 0) =,

h(l,0,t)
u(l, 0, t)

v(l, 0, ) xz € [0,4],y € [0,/

(87)

(89)

A g = 9,815 nehézségi gyorsulas és f = 10*‘% Coriolis-paraméter fix értékei mellett

keressiik a harom ismeretlen fiiggvény, h(x,y,t), u(x,y,t) és v(x,y,t) értékét. Az

eddigiektdl eltéren mar van y, azaz észak-dél irAnyd mozgas is, és emiatt azy iranyt

sebesség v is ismeretlen.

Szeretnénk megoldani az egyenletrendszert az eddig megszerzett tudésunkkal

felvértezve. Elgszor alkalmazzuk a kis perturbaciok modszerét az egyenlet lineariza-

lasara. Ekkor a magassag és a sebességek h = 4 Npers, U = U+ Upert €5 U = U+ Upery

alakban irhatok fel, azaz egy atlagos érték amit h, @ és v fejeznek ki, illetve az ezektol

vett eltérés, azaz a perturbaciok értékei, amit az alsé index jelez.
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A linearizalas utan az egyenletrendszer a

( ahpe*/’t _ _aahpert . @ah’pert 7 aupert + aUpert ’
ot ox dy ox dy
aupert _ aupert _ 8upert 8hpm
= - - - - 90
ot Y or Y oy I ox S per; (90)
avpe?'t = 0 Upert _ aUpert 0 hpert
. ot " ox dy oy + ftpert

alakra hozhat6. A mar ismertetett atlagos értékek — ahogyan az egydimenzios esetnél
is lattuk — allandok, az ismeretlenek pedig a perturbaciok, tehat az egyenletrendszer
megoldasaval a perturbaciok értékét kapjuk.

A feladat ismert, sziikséges tehat a matrix-vektor alak létrehozasa, hogy a

Magnus-modszerrel kozeliteni tudjuk a megoldast. Képezziik a bal oldalbol az

hpert
Uspiin, = Upert (91)

Upert

vektort, igy a kérdés, hogy melyik az az operdtormatrix, amellyel ezt a vektort
szorozva a jobb oldalhoz jutunk. Természetesen a jobb oldali tagok — ahogyan az
1D egyenletek megoldasa soran is lattuk — mind az advekcids egyenlethez hasonldak,

igy az operatorméatrix megadhato az

0 0 -0 o,
hpert
0 0 0
-/42Dlin Upert = _g% _ﬂ% - ,Da_y _f (92)
Upert
— 2 f —l_bg — @2
gay ox dy

Osszefiiggés alapjan. Ez a matrix tehat egy 3 x 3-as blokkmatrix, melynek minden
blokkja a térbeli diszkretizacié tulajdonsagait hordozza. A kozelitést elvégezve kap-
juk a konkrét méatrixot, és a (91) adja a vektort, amellyel a Magnus-féle kozelitéshez
sziikséges matrixexponencidlis-vektor szorzatot meg kell adnunk, minden idGlépés-
ben.

Tehat nincs méas hatra, mint a kozépponti modszerrel elvégezni a 2 dimenzios

diszkretizalast. Itt viszont egy kicsit eltérden kell gondolkoznunk, hiszen eddig csak
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az x iranyban tortént mozgas, csak ez a valtozé hatarozta meg a diszkretizaciot is.
Egyetlen [0, /], ¢ = 1 intervallum J darab Az lépéskozonként valo felosztasa helyett
most egy racshalonk van, x € [0,1] és y € [0,1] alapjan a racs a T = [0, 1] x [0, 1]
téglalapon talalhato.

Ezt a téglalapot osztjuk fel x irAnyban J, és y iranyban J darabra. Ez azt
jelenti, hogy J? pontot definialunk a racson, a (99) megoldasvektor kozelitését ennyi
pontban kell majd elvégezniink. Az eddigiekhez képest tehat h, u és v értékét nem
egy vektor, hanem egy racsponti értékeket tartalmazo J x J nagysagi méatrix adja

meg Vegyiik ezen a téglalapon az ekvidisztans felosztast, azaz legyen Ax = Ay.

.
n
=7}
[wmw‘mm#‘wm—k}

7. 4bra: A 2 dimenzids racs szemléltetése, J = 3 esetén.

A 7. abran szemléletesen latjuk a 2 dimenzids racsot, J = 3 esetén. Az x irany-
ban 3 és y irAnyban is 3 részre osztott sik igy kapott J? = 9 racspontjat szdmozzuk
balrél jobbra, fentrdl lefelé. Azonban a célunk tovabbra is a Magnus-modszer alkal-

mazasa, amihez elengedhetetlen egy méatrixexponencialis-vektor szorzat kozelitése.

Jelenleg a (92) matrix — a térbeli diszkretizaciora varé — a matrixunk, mely-
nek exponencialisat kell szoroznunk a (91) megoldasvektorral. Ez a megoldasvektor
azonban jelenleg harom matrixbol allo6 blokkmatrix, melynek egy oszlopa és 3 sora
van — a harom sorban talalhatéak a h-ra, u-ra és v-re vonatkozo6 blokkok. Ezt elen-
gedhetetlen vektor alakra hozni. Definidljuk azt a vektort, amelyet az § matrixaikbol

tudunk képezni.

Tekintsiik a 3 x 3-as esetet a 7. abran. A fols6 sortél indulva képezziik azt
az oszlopvektort, amely minden sor elemét egymés utan tartalmazza, balrél jobbra
haladunk, tehat ha j sor kévetkezik, akkor is az els§ elem a bal oldali, az utolsoé
pedig a jobb oldali. Igy tehat a racsponton értelmezett értékeket vektorba rendezziik.

A récson h, u, és v értékét is egyenként egy J x J nagysagi matrix adja meg. Ezeket

48



vektorba rendezve harom J? hosszisagi vektort kapunk, ezek elemeit pedig az
hy

h,
Uy
Uspiin = | (93)
Uy

U1

Vy

hosszt vektorba rendezziik. Igy mar a megoldasvektorunk elsall olyan alakban, hogy
a Magnus-modszerhez hasznalni tudjuk.

Nincs mas hatra, mint hogy megadjuk a (92) méatrix kézépponti modszerrel
diszkretizalt alakjat. Ez is némileg eltérs lesz az eddigiektél, de a periodikus pe-
remfeltételt most is figyelembe kell venniink. Nézziik tehat a 7. Abran szemléltetett
racsot. Legyen az  a vizszintes, y pedig a fiigg6leges irany. A feladat tehat az, hogy
hogyan tudjuk megadni az 1. racspont értékét a kozépponti modszer segitségével,
x irdnyban, illetve hogyan tudjuk ugyanezt megadni y irdnyban is. Az x irdnyban
az 1. rdcspont értékét a 2. racspont és a 0. racspont fogja meghatarozni, azonban
ez nincs, és a periodikus perem miatt ez az utolséd, J-edik racspont lesz, a 7. abran
mutatott példan ez a 3. racsponti érték.

0
Ilyen médon haladva tovabb, minden pontban a 9 kozelitése megadhato az

s
0 -1 10 0 0 0 0
-1 0 1 |0 o0 0 0 0
1 -1 0 0O O O |O 0 O
o 0 0|0 1 —-1/0 0 O
Aspiz = ﬁ O 0 0 |-1 0 1 0 0 0 (94)
o 0 0 |1 -1 0 |0 0 O
0O 0 0 |0 o |0 1 -1
0 0 0 |0 0 |[—-1 0 1
0O 0 0 |0 0 |1 —1 0

alakban. Ez tehat egy tridiagonalis blokkméatrix, a f6atlojanak blokkjai tartalmaz-

zak a megfelel értékeket. A (94) métrix a konkrét J = 3 esetben a — kozelitése.

ox
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Lathato, hogy ebben az esetben a matrix J2 x J? nagysagi. Tehat, ha J értékét
nagynak valasztjuk, ez a méatrix egy oriasi blokkmatrix lesz, melynek a féatlojanak
blokkjai tartalmazzak a térbeli diszkretizaciot. A {6atlo blokkjai mindig egyformak.
Egy ilyen blokkban tridiagonalis méatrix talalhat6, amely a szokott moédon, az als6 és
fels6 mellékatloban tartalmazza a nullatol kiilonb6zé elemeket, illetve a peremfelté-
telnek megfelelGen az elsé sor utolséd eleme, illetve az utolsé sor elsé eleme kiilonbozik
nullatol.

A kérdés az, hogy hova is keriil ez a matrix, és milyen formaban? Tekintsiik
a (92) matrixot. Latjuk, hogy tobb helyen tartalmazza a p elemet. Ezen elemek

x
helyére kell beilleszteniink a (94) métrixot, a mefelels szorzoval.

Példaul a (92) méasodik sor elsé eleme —g%, azaz a (94) méatrixot kell szo-
az, hogy a (92) matrixot diszkretizalva egy olyan nagy blokkmatrixot fogunk kapni,
hogy mindegyik blokkja J? x J? nagysagi, és tovabbi J x J nagysagt blokkokbol
allnak.

Sziikséges megadnunk a 2 kozelitését is. Tovabbra is vegyiik a J = 3 példat, és
tekintsiik a 7. Abrat. Most tehég azt kell megmondanunk, hogy hogyan kozelitjiik az
1. racspontot a kozépponti modszerrel a 7. racspont és a 0. racspont segitségével. Igy
kell végighaladnunk y irdnyban a racson, ezen a modon, a periodikus peremfeltétel

figyelembe vételével kapjuk az

0 0 0 1 0 0 -1 0

0 0 0 0 1 0 0 -1

0 0 0 0 0 1 0 0 -1
-1 0 O 0 0 0 1 0 0

Aaply = L o -1 0 |0 O O 0 1 0 (95)
2Ay

0 0 —-110 0 0 0 0 1

1 0 0 -1 0 0 0 0 0

0 1 0 —1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 —-11]0 0 0

blokkmétrixot.

A 7. abra alapjan tehat 9 x 9-es a matrix, de altalanosabb esetben ez is J? x J?
nagysagu, J darab blokkbol all6 matrix. Minden blokkja J x J-s és megfelel6 blokkok-
ban taldlhato a diszkretizalasbol kapott identitasmatrix. A J értékétdl fliggetleniil

az elsd sor utolsd blokkja és az utolso sor elsé blokkja tartalmazza a peremfeltételbdl
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adodo értékeket. A térbeli felosztas értékének novelésével egyre tobb blokk jelenik
meg, de az elrendezés a (95) szerint alakul.

Fontos latnunk, hogy a 02 kapott kozelitését a (92) Osszefiiggésben latott
Asprin méatrix megfelel6 elemeinek helyére kell betenniink, a megfelel§ szorzoval.
A (92) matrix tehat felirhato a

—UAspiz — VAapiy —hAspis _BAQDly
Aapiin = —gAopig —UAspiz — VAapiy —f1 (96)
—gAapiy I —UAspie — VAzpiy

alakban, ahol T a J x J nagysagt identitasmatrixot jeloli. A (96) tehat egy J? x
J? nagysagt konstans matrix, mely csak a kezdetben megadott h, @ és ¥ atlagos
értékektol fiigg.

A feladatot ekvidisztans racshalon (Ax = Ay) vizsgaltuk.

7.5.2. Megvalositas

A [0, 1] x [0, 1] téglalapon a tekintett térbeli felosztassal, J = 50 értéke mellett,
illetve a [0, 1] id6intervallumot N = 500 darabra osztottuk. A

Az Ay )

max (Upert) Max(Vpert)

At < min < (97)

stabilitasi feltétel (ahol Ay = Az, Upert €S Uperr pedig a perturbacio értékeire vo-
natkozo vektorok) figyelembe vételével oldottuk meg a 2D linearis sekélyfolyadék-
egyenleteket. A kezdeti feltételben meghataroz6 g = 9,817 gravitacios gyorsulds
mellett h = 0,7m , @ = 37, v = 37 értékeket hataroztunk meg.

A 8. 4bra mutatja, hogy hogyan viselkedik a megoldés a futtatas elején, n = 1,
n = 10, n = 20, n = 30 id6pillanatokban, és a futtatas végén, n = 470, n = 480,
n = 490, n = 500 id6rétegeken. Lathato, hogy a definidlt hullam magasséga a gravi-
tacio hatasara csokkenni kezd, majd ez a hullam a térben gytrisen kezd el terjedni.
A periodikus peremfeltétel miatt a peremet eléré hullam a tiloldalon visszajon, mind
az x;, mind y; esetében (z; és y,; a 7. Abran ismertetett racson az x vizszintes és
y fiiggleges iranyt pontok). A talalkozo hullamok interferalnak, majd jra szétval-
nak és folytatjak utjukat. Az utolsé idépillanatokban a hullamzast szintén az el6z6

id6pillanatok hullamainak helyzete hatarozza meg.
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8. dbra: A 2D linearis sekélyvizi egyenletrendszer megoldasa fix térbeli

felosztassal, az id6 el6rehaladtaval.
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7.5.3. Konvergencia

A kétdimenzios, linearis sekélyfolyadék-egyenletek numerikus megoldasa tér-
ben kozépponti, id6ben Magnus-féle numerikus modszerrel a perturbaciok értékét
adja meg. A konvergencia vizsgalatahoz jra sziikség lenne a pontos megoldasra, de
a hiperbolikus parcialis differencidlegyenletrendszernek egzakt megoldésa nincs, igy
a rendvizsgilat csak numerikusan torténhet.

A mar ismertetett modon az idGbeli konvergenciarendet szeretnénk meghata-
rozni, azonban — ahogyan az egydimenzios esetnél is lattuk — a térbeli diszkretizacio
sajatossagait megad6 matrix az idGbeli lépések soran konstans, id6ben pontosan
integralunk. A modszer rendjének noveléséhez is sziikség lenne az Aspy;, matrix id6-
fiiggésére. A konvergenciat ezek miatt a kdvetkezSkben, azaz a nemlinearis esetben

targyaljuk.

7.6. 2D nemlinearis sekélyfolyadék-egyenletek
7.6.1. Numerikus médszer

Tekintsiik a kétdimenzios sirlodasmentes sekélyvizi egyenletrendszer

(Oh oh Oh (au 81})

8:E+8_y

=—u——v——nh

ot ox dy

ou ou ou oh

B Y P I P 98
ot~ Yar Vay Yar v (%8)
Lot Oz dy g@y

alakjat a (88) kezdeti feltételek és a (89) peremfeltételek mellett.
A lineéris egyenletrendszer megoldasa utéan cél a nemlinearis rendszer vizsga-

lata. Keressiik tehat a rendszer operatorméatrixat, amelyet a

h
u2Dnemlin = ]1u (99)

(Y

megoldéasvektorral szorozva az n-edik idérétegen megkapjuk a numerikus kozelités
értékét. 5
A linearis esetben elvégzett térdiszkretizacid sordn a — derivaltat kozelitd

ox

(94) matrix elemei modosulnak. A méatrix mérete nem valtozik, fiigg a J értékétdl,

93



J? x J? nagysagi, de a ahogyan lattuk, linearis esetben a matrix dllando, azonban
most minden id&pillanatban az adott blokk értékébe az el6z§ idSlépéssel kapott
megoldasvektort kell betenni. Az (n —1)-edik id6lépésben kapott 3.J2 hossza vektort
hérom részre szedve megkapjuk az (n—1)-edik id6lépésre vonatkozo h, u és v értékét.

Az n-edik id6lépésbeli megoldas értékéhez ket kell a jelenleg id6fiiggs

0 0 0 0
o ey e 5y
h 0 0 0
Aopnoniin | v | = 95 —um— Ua—y —f (100)
v
0 0 0
5y / g T Yoy

matrix megfelel§ blokkjaiba tenni.

A kérdés az, hogy hogyan. A g értéke tovabbra is allando, illetve a Coriolis-
paramétert tartalmazo tagok is egyetlen identitdsmétrix és az f értékének szorza-
taként allnak el6. Azaz a g és f konstansokat tartalmazé blokkok métrixai minden
id6lépésben ugyanazok maradnak. Tekintsiik az els§ sor els6 elemét, azaz blokkjat.

Itt a —u— — v— kozelitését adjuk meg gy, hogy tudjuk, hogy — a (94) alakban
ox dy ox

és Gg a (95) alakban all el6.

A kérdés az, hogy az x szerinti derivaltat kozelits, kdzépponti modszerrel els-
allitott, a periodikus peremfeltételt tartalmazé blokkmatrixba jelen esetben hogyan
tegyiik be a —u vektor koordinatait. A vektor J* hosszu, véalasszuk most a J = 3

esetet. A —u—-t kozelitd matrix az alabbi alakban irhato fel:

ox
0 Uy — —Ug3 0O 0 O 0O 0 O
—u; 0 Us 0O 0 O
uy  —ug 0 0 0 0
. 0O 0 O 0 Us  —Ug 0O 0 O
Azpnis = — 55— 0 0 0 —ug 0 ug 0 0 0
0O 0 O uy —us 0 0O 0 O
0 0 0 0 ug  —Ug
0O 0 O 0O 0 O —uy; 0 Ug
0O 0 O 0O 0 O u; —ug 0

(101)
Az als6 indexek adjak meg, hogy a példankban J? = 9 hosszii u vektor melyik

koordinatajat hova kell tenniink. Ezt minden idélépésben meg kell ismételniink,
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hogy a kovetkezd idéréteg megoldasat megkapjuk. A matrix el6tt a negativ elGjel a

—u szorz6 negativ elGjele.

Szintén felirhat6 a —va— kozelitése:

Y
0 Uy 0 —v; 0 0
0 0 Vs 0 0 —-wg O
0 0 Vg 0 0 —vg
. —v; 0 0 0 VU7 0 0
Aopniy = “3A, 0 —vy 0 0 0 vy O
0 0 —wvs 0 0 0 0 Vg
(2 0 0 —vy 0 0 0 0
0 Vg 0 0 —vs O 0
0 Vs 0 0 —wg 0

(102)
A matrix negativ elGjele most is a —v szorzébol adodod negativ el6jel, az als6 indexek
pedig jelzik, hogy a szintén J? hosszii v vektor melyik koordinatajat kell az adott
helyre irni. A (101) és (102) Gsszeaddsa utan megkapjuk, hogy a (100) matrix elsé
soranak elsé eleme milyen nagy blokkméatrixszal irhaté le. Azoknal a tagoknal, ahol
—h szorzo szerepel, ez szintén elvégezhets, a h vektor is J? hosszisagi, minden
id6lépéshben az x vagy az y szerinti parcidlis derivaltat kozelité matrixba irhato az
Aoping €8 Aapiny szerint.

Amennyiben J értéke nagy, a blokkméatrixok sorai és oszlopai béviilnek. Az
Aopine esetén mindig a f6atlo blokkjai lesznek nemnulla métrixok, a peremfelté-
telekkel egyiitt, az Aspiy, esetén pedig mindig az also és fels6 mellékatlo blokkok
lesznek nemnulla matrixok, illetve az els6 sor utols6é blokkja, és az utolsé sor elsé
blokkja adja majd meg a periodikus peremfeltételt.

Nincs mas hatra, mint az ismertetett modszert alkalmazni, és kozeliteni a
matrixexponencialis -vektor szorzatot n id6rétegen, azaz megadni a Magnus-féle

megoldast.

7.6.2. Megvalositas

Valasszuk a g = 9,187 gravitacios gyorsulas értéket, az [ = 10_‘% Coriolis-
paramétert, illetve h = Om az atlagmagassag, i = 37 az v iranyu atlagsebesség, és
v = 3% az y irdnyt atlagsebesség. Ezek hatarozzak meg a (88) kezdeti feltételnek

megfelel§ értékeket, ahonnan a numerikus modszert inditjuk.
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Elscként osszuk fel a [0,1] x [0, 1] téglalapot = irdnyban J = 50 és y irdnyban
is J = 50 részre. Emellett legyen a [0, 1] id6intervallum felosztasa N = 500.

h(x.t)

0.8 0.8
0.5 06 0.5 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
, racspont 0 o X, racspont ¥ racspont 0 o X, racspont

9. abra: A 2D nemlinearis sekélyvizi egyenletrendszer megoldasa fix térbeli,

felosztassal, az id6 el6rehaladtaval, At = ﬁ iddbeli 1épéskozzel.

A 9. dbra mutatja, hogyan viselkedik a megoldds n = 1, és n = 5 idGpillana-
tokban. A kezdeti hullam a graviticié hatésara elindul, azonban még miel6tt teljes
mértékben elindulna a gytrts szétterjedés, a hullamon beliil a sebességkiilonbség
alakul ki. A hullam teteje gyorsabban fog mozogni, és a Burgers-egyenlethez és az 1

dimenziés nemlinedris megoldashoz hasonléan lokéshullam alakul ki.

Legyen most a [0, 1] x [0, 1] téglalap felosztésa valtozatlan, azaz x és y irAnyban
is J = 50. Azonban csokkentsiik le a At id6beli 1épéskozt, a [0, 1] idGintervallumot
osszuk tehat N = 1000 részre. Azt szeretnénk, hogy a modszer tovabb maradjon
16késhullam mentes. A 10. 4bra mutatja, hogyan valtozik a Magnus-féle numerikus
megoldas n = 1 és és n = 10 idérétegeken. Lathato tehat, hogy fele akkora At

értékre is igen hamar kialakul a 16késhullam.

Ezek alapjan valasszuk a At = értéket. Azaz a [0,1] idGintervallumot

1
4000
N = 4000 részre osztottuk fel. A 11. Abra mutatja, hogy a véltozatlan J = 50 fel-
osztas mellett, ha At elég nagy, hogyan viselkedik a numerikus megoldas, n = 1,
n =25 n=>50,n =75 n =100, n = 135, n = 165, n = 200 idérétegeken. A
kezdeti hullam gyftirtisen terjed szét. Amikor eléri a peremet, a periodikus perem-
feltétel értelmében a megfelels oldalon ,,jon vissza” a hullam. Lathaté, hogy kisebb

fodrozodasok kialakuldsa utan mar a 200. id6lépésben megjelennek 16késhullamok.
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10. abra: A 2D nemlinearis sekélyvizi egyenletrendszer megoldasa fix térbeli,

felosztassal, az id6 el6rehaladtaval, At = Tloo iddbeli 1épéskozzel.

7.6.3. Konvergencia

A feladat tehat a (97) stabilitasi feltételnek eleget tesz, kérdés a konvergencija.
A nemlinearis kétdimenzios feladatban a matrix, ahogyan lattuk, idéfiiggs, tehat

minden idGpillanatban valtozik, nem integrdlunk idében pontosan.

3. tablazat: A 2D nemlinearis sekélyfolyadék-egyenletek numerikus
megoldasanak id6beli rendvizsgalata N idébeli felosztas mellett. (a p;

megoldas rendje a RE - Richardson-extrapolaciéval kombinalva)

N=20|N=22|N=2!
pe RE | 47264 | 2,0227 | 2,007

A 3. tablazat értékei mutatjik, hogy a médszer J = 50 részre osztva a stkon

értelmezett téglalapot és az idébeli felosztast finomitva a Richardson-extrapolacioval

kapott konvergenciarend 2, azaz a modszer igy masodrendqi.
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11. d4bra: A 2D nemlinearis sekélyvizi egyenletrendszer megoldasa fix térbeli,

felosztassal, az 1d6 el6rehaladtaval, At = ﬁ idébeli 1épéskozzel.
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8. Osszefoglalas

A dolgozatban kiilonb&z6 differencidlegyenletek Magnus-moédszerrel torténd
megoldasaval foglalkoztunk. A numerikus kozelitéseket a MATLAB programnyelvben
valositottuk meg, ekozben vizsgaltuk a Magnus-féle numerikus modszer konvergen-
ciajat is.

Tudatosan haladva a célunk a kétdimenzios sekélyvizi egyenletrendszer Magnus-
féle modszerrel torténd megoldasa felé, el6szor a linearis advekcios egyenletet oldot-
tuk meg. Ezt kovetGen kitértiink a nemlineédris advekcio, azaz a Burgers-egyenlet
ismertetésére és megoldasara is. Lattuk, hogy ilyen tipusa hiperbolikus egyenletek
esetén hogyan kell elvégezni a tér- és idébeli diszkretizaciot. A megoldasunk soran
a kialakitott numerikus modszeriink stabil és elsGrendben konvergens volt, majd

Richardson-extrapolacioval masodrendiivé tettiik.

Ramutattunk a sekélyfolyadék-egyenletek és a Burgers-egyenlet kézotti kap-
csolatra, hiszen az utdébbihoz megirt Magnus-féle kozelités szerves része az egyen-
letrendszer megoldasdnak. Megallapitottuk, hogy az egydimenzios sekélyfolyadék-
egyenletek megoldasahoz hasonlé matrixokra van sziikség, mint a Burgers-egyenlethez

megalkotott matrixok.

Ezen eredmények birtokdban tekintettiik az egydimenzios a sekélyfolyadék-
egyenleteket a megfelel§ kezdeti- és peremfeltételekkel. Els6ként a linearizalt egyen-
letrendszer feladatara végeztiik el a numerikus kozelitést. A kozépponti modszerrel
torténd térbeli diszkretizalast kovetGen ismertettiik a numerikus megoldast, azaz a
magassag és a sebesség idSbeli valtozasat egy adott térbeli felosztas mellett. A line-
aris valtozat utan az idéfiiggs, azaz a nemlinearis megoldésba iiltettiik 4t a megszer-
zett tapasztalatainkat, természetesen a megfelel§ valtoztatasokkal. A linearis esetben
lattuk, hogy a Magnus-modszer és az id6beli diszkretizacionk pontos, a nemlinea-
ris esetben pedig tapasztaltuk, hogy a moédszer els6rendi, Richardson-extrapoléacio

alkalmazasaval masodrendii.

Ezt kdvetGen elvégeztiik a kétdimenzios sekélyvizi egyenletrendszer térbeli diszk-
rezizacidjat, szintén megfelel§ kezdeti és peremfeltételek mellett. Megadtuk a line-
aris hiperbolikus egyenletrendszer numerikus kozelitését a Magnus-modszerrel. Ezt
kovetGen pedig a nemlineéris sekélyfolyadék-egyenletek numerikus megoldasat is el-
végeztiik. A linearis esetben — hasonldéan az egydimenzios esethez — az idGbeli pon-
tossagot tapasztaltuk, a nemlineéris esetben pedig az elsérendd modszeriinket djra

Richardson-extrapolacioval javitottuk méasodrendiivé.
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Minden nemlinaris esetben tapasztaltuk azt a jelenséget, hogy az elinditott
hullamokban sebességkiilonbség alakul ki. Az id6 elérehaladtaval a hullam teteje
gyorsabban mozgott, lokéshullam alakult ki rajta, melyet a térbeli diszkretizacid
nem tudott kezelni. Ezen tagok kozelitéséhez sziikséges a mér emlitett Godunov-
modszerek alkalmazasa. Spektraltérben vett kozelitéssel a kialakult hullamfrontokat
kezelni tudjuk, igy is javitva a numerikus modszeren.

Tovabbi céljaink kozott szerepel alkalmas térbeli diszkretizacio keresése a nu-

merikus megoldasban kialakué front helyes kezelésére.
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