1. Geometriai vektorok

Ebben a bevezets fejezetben a kozépiskolaban tanult vektorfogalmat ("irdnyitott sza-
kasz") ismételjiik at, és kiegészitjiikk néhany 1j fogalommal. A késGbbiekben a vektornak
altalanosabb értelmezést adunk. Ezért a késébb definidlando vektorfogalomtol valo meg-

kiilénboztetésiil az irdnyitott szakaszokat geometriai vektoroknak fogjuk nevezni.

1.1. A geometriai vektor fogalma

A kozépiskolai definici szerint a vektor nem més, mint iranyitott szakasz, a sikon vagy a
térben. (A sik és a tér alapfogalmak a geometridban, ezeket nem definidljuk. A szakasz
egy egyenes két pontja kozé ess része (azaz ponthalmaz).) Az irdnyitas azt jelenti, hogy
a szakasz két széls6 pontjat megkiilonboztetjiik: az egyiket kijel6ljiik kezd6pontnak, a
mésik a végpont. (Abrazolaskor a végpontba nyilat rajzolunk.) A vektorokat altalaban
kisbettivel és alahtizassal fogjuk jeldlni, pl. a.

A geometriai vektoroknak van hosszuk és iranyuk. Ertelmezziik ezeket a fogalmakat
a matematika nyelvén!

A sikon egy a vektor hosszat a kovetkezSképpen értelmezziik. Felvesziink egy egyenest,
amely dtmegy a vektor kezdépontjan. Ezutén felvesziink még egy egyenest az elGbbire me-
rélegesen, szintén a kezdGponton keresztiil. Az iranyitott szakasznak képezziik a vetiiletét
mindkét egyenesre (jelolje ezeket a vetiileteket x és y), és a vetiiletek hosszabol a keletkezd
derékszogii haromszogben Pitagorasz-tétellel kapott szamot nevezziik a tovabbiakban a

vektor hosszanak. Az a vektor hosszat jelolje |a|. Tehéat

ja] = v/ + g2,

(A merdlegesség és a vetiilet fogalmat a geometriabol ismertnek tételezziik fel.)

A geometriai vektor irdnyat is tudjuk szamszeriien jellemezni: pl. annak a ¢ forgés-
szognek a megadasaval amelyet az iranyitott szakasz az egyik rogzitett egyenes valamelyik
féltengelyével bezar. (0 és 360° kozotti szog.)

Megjegyezziik, hogy térvektorok hosszat szintén értelmezhetjiik a Pitagorasz-tétellel
egy harmadik, az el6zGekre merdleges egyenes felvételével (|a| = /22 + y2 + 22), az iranyt
pedig két szog segitségével tudjuk megadni.

A tovabbiakban azokat a geometriai vektorokat, amelyeknek megegyezik a hosszuk
és az iranyuk, nem tekintjiik kiilonb6z6nek. Ebbdl kovetkezik, hogy ha a sikon/a tér-
ben rogzitiink egy pontot (nevezziik ezt origonak és jeldljiik O-val), akkor minden egyes
geometriai vektor azonosithato egy olyan vektorral, amelynek az origd a kiindul6pontja.

Ezért a tovabbiakban elegendé csak az origobdl kiindul6 vektorokkal foglalkozni.



1.1 Megjegyzés. A sik dsszes vektordt (a sikvektorokat) a tovdbbiakban jeldlje &, a tér
0sszes vektordt (a térvektorokat) pedig Es. Hangsiulyozzuk, hogy a térben végtelen sok sik
van, de "a sik" és "eqy sik a térben" két kilonbozd dolog. A sik mem része a térnek, és

19y a mi értelmezésiinkben az E halmaz sem részhalmaza az E3 halmaznak.

Mindkét vektorhalmazt, a sik Gsszes vektorat és a tér Osszes vektorat is kiegészitjiik egy-
egy kiilonleges elemmel: egy olyan "szakasszal", amelynek nemcsak a kezdd-, hanem a
végpontja is az origo, ezt nevezziik nullvektornak. Jelolése: 0. (A sik nullvektora és
a tér nullvektora nem azonos, de jelolésben nem tesziink kozottiik kiilonbséget, mert a
szovegkornyezetbdl mindig vilagos, hogy melyik halmaznak a nullvektorardl van sz6.)
Fontos nevezetes vektorok az tn. descartes-i egységvektorok. Ezek értelmezéséhez
nevezziikk x- és y-tengelynek (térvektorok esetén z-, y- és z-tengelynek) az origon &t-
mend, egymasra merGlegesen felvett segédegyeneseket. Az egyenesek origoval elvalasztott
darabjait nevezziik ki pozitiv és negativ féltengelynek tgy, hogy a pozitiv féltengelyek
jobbsodrést rendszert alkossanak. Az ezek irdnyaba esé egységvektorokat jelolje , j (ill.
k). (Bar a jelolés ugyanaz, ismételten hansilyozzuk, hogy a sik i egységvektora nem
ugyanaz, mint a tér ¢ egységvektora, hiszen két kiilonb6z6 alaphalmazbdl vett vektorokrol

van szo.)

1.2. Miiveletek geometriai vektorokkal

A geometriai vektorok korében sokfajta miiveletet értelmeziink. Ezek koziil a legalap-
vet6bbek az Gsszeadas és a skalarral (valos szammal) valo szorzéas (a kozépiskolaban ta-
nult modon). Emlékeztetdiil: két vektort a paralelogramma-szaballyal adunk Gssze, az
a vektor A\ szamszorosan pedig azt a vektort értjiik (jelolése Aa), amelynek a nagysaga
|Aa| = |A|-]al, irAnya pedig a irdnyaval megegyezs, ha A > 0, és azzal ellentétes, ha A < 0.
A =0 esetén X\ -a = 0, toviabba a nullvektort barmely szdmmal szorozva a nullvektort
kapjuk. Vegyiik észre, hogy mindkét mivelet felfoghato egy-egy leképezésként. Az Gssze-
adasnal két vektor parjahoz egy harmadik vektort rendeliink: az 6sszegiiket. Ez tehat egy
En X En — &, (n = 2 vagy 3) tipusi leképezés. A skalarral valo szorzasnél egy vektor és
egy valos szam parjahoz rendeliink egy vektort, a skalarral vald szorzas tehdt nem mas,
mint egy &, x IR — &, tipust leképezés.

A két miveletre igaz a kovetkezd hét tulajdonsag:

l.a+b=b+a Va,b € E,(n = 2,3) (az 6sszeadds kommutativ)
2. (a+b)+c=a+(b+¢) Va,b,c € E,(n = 2,3) (az dsszeadas asszociativ)

3. A nullvektor egy olyan vektor, amely azzal a tulajdonsiaggal rendelkezik, hogy béar-
mely a € &,(n = 2,3) vektorhoz adva a-t kapjuk, azaz a + 0 = a.



4. Minden a € &,(n = 2,3) vektorhoz létezik olyan vektor, amelyet a-hoz adva a
nullvektort kapjuk: ez az a-val ellentétes irany, vele megegyezd hosszusagu vektor.

Ezt a vektort jelolje —a, és elnevezése: ellentett vektor.

5. Vektorok 6sszegét tagonként szorozhatjuk:
A(a+b)=X-a+A-b Va,b € E,(n =2,3) és YA € IR (vektordisztributivités)

6. Két valds szam Osszegével barmely vektort tagonként megszorozhatunk :
A+p)-a=X-a+p-a Vae&(n=23)és VA pe R (skalardisztributivitas)

7. Két valos szammal tetsz6leges sorrendben szorozhatunk:
A(p-a)=p-(A-a)=Au)-a Vae&(n=2,3)és VA € IR (skalarasszocia-
tivitas)

Megjegyzés: A fentiek segitségével értelmezhetd a kivonas: a —b := a+ (—b) és a skalarral
valo osztas (ha A #0): £ :=+-a

Feladat. Legyen a # 0. Milyen hosszi az % vektor?

Megoldds: || = I al = g1 lal = g -lal =1

1.3. Linearis kombinaci6, linearis osszefiiggdség

1.2 Definicié. Az aq,a,, ... ,a,, geometriai vektorok linearis kombinaci6jdn valamely

a;, 1 =1,2, ...p valds szamok mellett az ay - a; + az - ay + ... + oy - a, vektort értjik.

Megjegyzés: egy darab a vektor linearis kombinacioi az « - a szorzatok.

PlL. egy a és egy b vektornak linearis kombinacioi: 2a + 00, %Q + 10b, wa — 2b stb.
Héany linearis kombinaciot lehet gyartani? Végtelen sokat.
Mi lesz a linearis kombinécio, ha mindkét vektort 0-val szorozzuk? 0Oa + 00 = 0 (un.

trivialis linearis kombinacio)

Fontos kérdés: Adott a;,a,, ..., a, vektorokbol hogyan kaphatjuk meg lineéris kombinéci-
oval a nullvektort? Nyilvanval6an, ha mindegyik «; = 0, akkor megkapjuk a nullvektort.

De vajon van mas lehet&ség is?

1.3 Definici6. Az ay,a,,...,a, vektorokat linearisan fiiggetleneknek nevezzik, ha li-
nedris kombindciojuk csak akkor lehet egyenld a nullvektorral, ha minden vektort nulldval

szorzunk. (Réviden: ayay + anag + ... +opa, =0 a; =0Vi=1,2,...,p.)

Ennek ellentéte a lineéris Osszefiiggdség:



1.4 Definici6. Az ay,a,...,a, vektorokat linearisan Osszefiigg8knek nevezzik, ha li-
nedris kombindcidjuk gy 1s eqyenld lehet a nullvektorral, ha valamelyik vektort nemnulla

szammal szorozzuk.

A tovabbiakban sokat foglalkozunk vektorokbol 4ll6 halmazokkal (an. vektorhalmaz vagy
vektorrendszer). Ertelemszertien, ha azt a kifejezést hasznaljuk, hogy az {a,, as, ... , G, )
vektorhalmaz linedrisan Osszefiiggs/fiiggetlen, akkor azon azt kell érteni, hogy az a,

Qy, - .., a, vektorok linedrisan Gsszefiiggdek /fiiggetlenek.

Feladat. Lineérisan Osszefiiggé-e az {a,0} vektorhalmaz, ahol a € &,a # 0 tetszéle-
ges?

Megoldds: Milyen egyiitthatokkal allhat fenn: aja + a0 = 07 Ha ay = 0, akkor ay tet-
sz6legesen megvalaszthatd = a vektorhalmaz linearisan Osszefiiggd.

(Hasonl6an meggondolhat6, hogy minden olyan vektorrendszer linearisan dsszefiiggs, amely-

ben benne van a nullvektor.)

Annak eldontéséhez, hogy egy vektorhalmaz linearisan Osszefiiggé vagy fliggetlen-e, sok

esetben fel tudjuk hasznélni a kovetkezd tételt.

1.5 Allitas. Az ay,a,,... , a,, vektorok pontosan akkor linedrisan dsszefiiggoek, ha lega-

labb egyikiik eldallithato a tobbi vektor linedris kombindcidjaként.

Biz.: A bizonyitas két részbdl all.
1. (=) Tegyiik fel, hogy a;,a,,...,q, linedrisan sszefiiggbek. Ekkor léteznek olyan

ap, o, ..., ap € IR szamok, amelyekkel
Q1) + oy + ... + apa, =0,

és legalabb az egyik egyiitthato nem nulla, legyen «; egy ilyen egyiitthat6. Ekkor ezen

a;-vel eloszthatjuk az egyenléség mindkét oldalat. Atrendezve:

S (&%)’ Q1 Q1 oy
=74~ —ly— ...~ L S e Y

Q; Q; Q; Q; Q;

a;

vagyis a; kifejezhets a tobbi vektor linearis kombinéciojaként.
2. («=) Tegyiik fel, hogy valamely a, vektor kifejezhetd a tobbi vektor linearis kombinaci-

6jaként, azaz

a; = o0y + ety + ..o F Q10 )+ Q8 .+ .



Ekkor

Lra; —onay —anay — o0 — @10y — QG189 — -0 — apa, = 0.

A bal oldalon egy nemtrivialis linearis kombinécio all (a legels§ egyiitthato 1), igy a

vektorok linearisan Osszefiiggéek.

1.6 Kovetkezmény. Azay,a,,...,a, vektorok pontosan akkor linedrisan fiiggetlenek, ha

eqyikiik sem dllithato eld a tobbi vektor linedris kombindciojaként.

Mindezek alapjan belathatok a kovetkezo allitasok.

1. Két nemnulla vektor pontosan akkor linearisan Gsszefiiggd, ha kollinearisak (azaz

egy egyenesbe esgk).

2. Harom nemnulla vektor pontosan akkor linedrisan Osszefiiggd, ha komplanarisak

(azaz egy sikba esdk).
3. Négy vagy tobb geometriai vektor mar mindig linearisan &sszefiiggd.
Fontos kovetkezmények:
e 2. = A sikon harom vektor mindig linearisan 6sszefiiggs (hiszen egy sikban vannak).
e 1. = A sikon az i, j descartes-i egységvektorok linearisan fiiggetlenek.

e 2. = Atérben az i, j, k descartes-i egységvektorok linearisan fiiggetlenek (paronként

merdlegesek egymasra, igy nem esnek egy sikba).

1.4. Geometriai vektorterek

Vegyiik észre, hogy E-re igaz a kovetkezd két tulajdonsag:

1. Lattuk, hogy a sikvektorok Gsszeadasa & x &5 — & tipusu miivelet. Kovetkezésképpen,
haa € & és b € &, akkor a + b € &, azaz barmely két sikvektor Osszege is sikvektor,
tehat szintén az £ halmazban van. Mas széval az £ halmaz zart az Osszeadasra.
(Egy példa arra, amikor egy halmaz nem zart valamilyen miiveletre: a pozitiv szamok
halmaza nem zart a kivonasra, hiszen pl. 2 — 10 = —8, ami méar nem pozitiv szam.)

2. A sikvektorok skalarral valo szorzasa & x IR — &, tipust mivelet. Igy, ha a € &,
akkor minden A valés szamra A - a € &, azaz barmely sikvektor tetszéleges szamszorosa
is sikvektor, tehat szintén az & halmazban van. Az & halmaz tehat zart a skalarral
valé szorzasra.

Ugyanezek igazak Es-ra is, azaz barmely két térvektor Gsszege és barmely térvektor tet-

sz6leges szamszorosa is magaban a halmazban, azaz £s-ban van.



1.7 Definicié. (Geometriai vektortér)

Ha geometriai vektorok eqy V' halmazdra igaz, hogy
1. minden a,b €V eseténa+beV, és

2. minden a €'V és A € IR esetén Aa € V,

akkor a V' halmazt geometriai vektortérnek nevezziik.

Geometriai vektorterek-e a kovetkez6 halmazok?

a) Hy = {i, j} C &

Nem, ugyanis pl. i + j nincs benne Hj-ben.

b.) Hy :={v e & v | u ue & rogztett}, azaz azon sikvektorok halmaza, ame-
lyek kollineéarisak egy rogzitett u sikvektorral.
Legyen v, és v, két tetszGleges vektor a Hy-ben. Ekkor v, || u és v, || u. Egy egyenesbe

es6 vektorok Gsszege is ugyanabban az egyenesben van. Igy
vy vy || u, azaz vy + v, € Hy.

Legyen tovabba A € IR tetszGleges. Ekkor A - v || v és v || w (hiszen v € Hs), kivetkezés-
képpen A-v || u, azaz A-v € Hy. Tehat a Hy halmazra mar igaz 1. és 2., tehat geometriai

vektortér.

1.8 Megjegyzés. Ha eqy V geometriai vektortér valamely V részhalmazdra teljesiil, hogy
maga 1s geometriai vektortér, akkor V-t aV alterének nevezziik. Igy a fenti Hy geometriai

vektortér altere az E5-nek.

1.9 Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy geometriai vektortér dimenzidja k, ha taldlhato
benne k darab vektorbol dallo linedrisan figgetlen rendszer, k + 1 darabbdl dllé azonban

mar nem.

Pl. dim& = 2, ugyanis a sikon két nem egy egyenesbe esé vektor linearisan fiiggetlen
rendszert alkot, harom egy sikba esG vektor azonban mar linearisan sszefiiggs. Hason-
16an belathato: dimHy = 1,dimé& = 3. Tehat dim&, = n(n = 2, 3).

Kérdés: Tudunk-e egy vektortérben olyan elemeket talalni, amelyek linearis kombinacioi
kiadjak a teljes vektorteret? Az ilyen elemek halmazanak nevet is adunk:

1.10 Definicié. Az U C V halmazt a V vektortér generalérendszer ének nevezzik, ha

V' minden eleme eldallithato U elemeinek linedris kombindcidjdval.



Feladatok. A megadott V' vektortereknek generalorendszerei-e az aldbbi U halmazok?
1.) V.= H,

a.) U ={a}, ahol a € Hy, a # 0 tetsz. igen

) U ={a,b}, ahol a,b € Hy tetsz. igen

) V=&

) U={a}, ahol a € &, a # 0 tetsz. nem

) U={a,b}, ahol a,b €&, alfb  igen

) U=A{a,b}, ahol a,b € &, a |l b nem

)

) U={a,b,c}, ahol a,b,c € &, és a,b,c paronként hegyesszoget zar be igen

Latszik: sokféle generalorendszer megadhato. De ezek kiilonbozhetnek abban, hogy be-
16liik hogyan allithatok el§ a vektortér elemei! Hasonlitsuk Gssze az 1./a.) és b.) példat.
Hogyan allithato el6 pl. a ¢ = 2a vektor az a.) és a b.) generalorendszer segitségével?
a.) ¢ = 2a az egyetlen elGallitas

b.) Legyen b = —a. Ekkor végtelen sok lehetGség van:
c=2a+0b=3a+ 1b=4a+ 2b stb.

El6ny6s, ha az elGallitas egyértelmi. Vajon a generalérendszer melyik tulajdonsiga biz-
tositja, hogy a vektorokat egyértelmtiien lehessen a generalérendszerbdl elgallitani? Mint

latni fogjuk, ez a linearis fiiggetlenség. Ezért bevezetjiik a kovetkez6 definiciot.

1.11 Definicié. A linedrisan fiiggetlen generdlorendszert bdzisnak nevezziik.

Egy bazisnak nem lehet akdrhédny eleme. Errdl szol a kovetkezs allités.

1.12 Allitas. Ha V geometriai vektortér, és B C V bdzis V-ben, akkor B elemszima
dimV -vel egyenld.

Biz.: Legyen V dimenzi6ja n. Belatjuk, hogy B-nek nem lehet sem n-nél kevesebb, sem
n-nél tobb eleme.

1. Tegyiik fel, hogy B elemszama k, és k < n. Jeldlje az elemeit by, . ..D,. Mivel dimV = n,
igy V-ben talalhato n darab linearisan fiiggetlen vektor, jelolje ezeket a,,...qa,. B bazis,

kovetkezésképpen az a, vektor elgallithatd B elemeinek linearis kombinaci¢jaként, azaz
a; = arby + ...+ agby.

A jobb oldalon biztos, hogy valamelyik egyiitthat6 nem nulla, kiilonben a jobb oldalon

a nullvektor allna, a bal oldali vektor viszont nem nullvektor (hiszen linearisan fiiggetlen



vektorhalmaz eleme). Legyen ez a nemnulla egyiitthato pl. az oy. Ekkor ag-gyel oszt-

hatunk, és igy b, kifejezhetd aq,b,, ..., b, linearis kombinaciojaként. = {ay, by, ..., b}
generalorendszere V-nek. Akkor viszont pl. a, kifejezhetd ay,b,, ..., b, linearis kombina-
ciojaként:

Qg = 61@1 + 52@2 + ...+ 5k[_)k

A jobb oldalon valamelyik b, egyiitthatéja biztos nem nulla, kiilonben a, és a; linearisan

Osszefliggd volna. Legyen ez pl. a by. = {a;,a,,b5...,0,} generalorendszer. Folytatva
az eljarast, arra jutunk, hogy {a,,a,,...,a,} generalorendszer V-ben. Ez azonban nem

lehet, mert pl. az a, vektor nem &llithat6 el6 ezen vektorok linearis kombinaci6jaként,
hiszen lineédrisan fiiggetlen téliik.

2. Tegyiik fel, hogy B-nek k > n darab eleme van.

dimV = n miatt V-ben nem taldlhato n+1 darab linearisan fiiggetlen vektor, tehat k > n
darab vektor nem lehet linearisan fiiggetlen, igy B nem lehet bazis. Ezzel az allitast be-
lattuk.

Az allitas alapjan Es-ben két vektorbol, £s-ban harom vektorbol, és a Hs vektortérben
egy vektorbol allnak a béazisok.

Igaz a kovetkezo allitas is.

1.13 Allitas. Ha V geometriai vektortér, B C V linedrisan figgetlen és B elemszima

dimV -vel eqyenld, akkor B bdzis V -ben.

Biz.: A feltevés szerint B linearisan fiiggetlen, tehat mar csak azt kell megmutatni, hogy
generdlorendszer is. Ha V dimenzidja dimV, akkor V-ben dimV + 1 darab linearisan
fiiggetlen vektor mar nem taldlhato, vagyis B-hez tetszGleges v € V' elemet hozzavéve
linearisan Osszefiiggs vektorrendszert kapunk. A hozzavett elem elGallithatd B elemeibdl.
(Ennek bizonyitasa hasonlo az 1. gyakorlo példasor 8. példajanak bizonyitasahoz.) Tehéat

V' tetszGleges eleme elGallithatd a B elemeibdl, vagyis B generalérendszere V-nek.

Ebbdl koévetkezik, hogy a sikon barmely két linearisan fiiggetlen vektor, a térben barmely
harom lineédrisan fiiggetlen vektor, a Hy vektortérben pedig barmely nemnulla vektor bé-
zist alkot. Speciélisan, a sikvektorok kozott bazist alkotnak az i és j, a térvektorok kozott

az 1,j és k descartes-i egységvektorok (in. descartes-i bazis a sikon/térben).

1.14 Allitas. Ha B bdzis a V geometriai vektortérben, akkor B elemeibdl minden v € V

vektor egyértelmien (azaz csak egyféleképpen) dllithato eld linedris kombindcidval.



Bizonyitas helyett egy példan szemléltetjiik, hogy mindez miért éppen a linearis fiigget-
lenségen muilik.

Legyen V' az & vektortér. Tekintsiik azt az a vektort, amelynek az x és y-tengelyre esG
vetiilete 3 ill. 2 hosszusagu, és az els6 siknegyedben van. Az el6zGek értelmében az £>-ben
az {1, j} halmaz bézis, hiszen két linearisan fiiggetlen vektor a sikon bazist alkot. (Ez a
leggyakrabban hasznalt, tin. descartes-i bazis az £-ben.) Vilagos, hogy a el6all 3i + 2j
alakban. Gondoljuk meg, hogy miért nem lehetnek itt masok az egyiitthatok! Tegyiik
fel, hogy az a az ayi + ayj alakban is felirhato, ahol oy # 3 és ay # 2. Ekkor egyszerre

fennallna a kovetkezd két egyenlGség:

Vonjuk ki az els§ egyenletbdl a masodikat:

0=0B—-a1)i+(2—a2)j.

A jobb oldalon az i és a j vektorok lineéris kombinécioja van. Mivel i és j linedrisan
fliggetlen rendszert alkot, ezért linearis kombinécidjuk csak akkor adhatja a nullvektort,

ha mindkét vektor egyiitthatoja nulla, azaz
3—a; =0 és 2—ay=0.

Ez viszont azt jelenti, hogy a; = 3 és ay = 2, azaz ellentmondésba keriiltiink azzal a
feltevéssel, hogy a; # 3 és ay # 2. Igy tehat nincs mas elGallitas. A fentiekbdl lathato,
hogy ez a tény a béziselemek linearis fiiggetlenségének a kévetkezménye.

Miért jo az egyértelmi elGallitas? Mivel minden egyes v € & vektort csak egyfélekép-
pen lehet az a1b; + agb, alakban felirni, ezért a v vektort egyértelmiien azonositja az oy
és g szdm. Mivel nem mindegy, hogy ezek koziil melyik a b;, és melyik a b, egyiittha-
toja, ezért a két szdmot rendezett szamparként (IR*-beli elem) adjuk meg: mindig elére
irjuk az elsé baziselem (b,) és hatra a masodik baziselem (b,) egyiitthatojat. Igy pl. az
a = 3i+ 2j vektort egyértelmtien megadhatjuk a (3,2) szampérral. Az a; és ay szamot a
vektornak az adott bazisra vonatkozo koordinatainak, az a0, és asb, vektorokat pedig
a vektor komponenseinek (0sszeteviinek) nevezziik. A descartes-i bazisban a sikvektor
koordinéatai az x-és y-tengelyre ess elGjeles vetiiletek, ami igen egyszertivé teszi ezen bazis
hasznalatat.

A koordinatédk és a komponensek természetesen fiiggnek a bazistol. Tekintsiik pl. az

a = 3i+2j vektort az {i,b} bazisban, ahol legyen most b = —j. Ekkor a = 3i — 2b, vagyis



az a vektorhoz ebben a bazisban a (3, —2) szampart rendelhetjiik hozza.
A térvektorokat ugyanilyen modon szamhérmasokkal (IR?-beli elemekkel) azonosithat-

juk.

1.5. A polarkoordinata-rendszer

Sikvektorokat gyakran kényelmes tin. polarkoordinatdkkal megadni: az r hosszisaggal és

a ¢ iranyszoggel (¢ € [0,27), ahol az intervallum balrél zart, jobbrol nyilt!):

at— (7’, ¢)P

(Vigyazat: itt nem bazisvektorokhoz tartozo egyiitthatokrol van szo!)
Feladat: a.) Adjuk meg az a = i + j vektor polarkoordinitas alakjat!

™
,—

r:\/r:\/i ¢ = 4)p

% (45°) = a polarkoordinatas alakja: (v/2

b.) Ha egy a vektor polarkoordinatas alakja (4, 3),, akkor mik a Descartes-koordinatai?

r=rcos¢=4cosf =2

y=rsing =4sin 7 = 2v/3

= a Descartes-koordinatas alakja: (2,2v/3)

2. Az R" vektortér

Ebben a fejezetben kibdvitjiik a vektortér fogalmat.

Feladat: Adjuk meg sikbeli vektorok

a.) Osszegének,

b.) skalarszorosanak

Descartes-koordinatéait!

a.) Legyen a = a1+ apj és b= B1i + Paj két Ex-beli vektor. Ekkor

a+b=(a1i+ agj) + (Bri+ Baj) = (a1 + B1)i+ (a2 + B2)],

amib6l a + b koordinatai: (ay + 51, as + fo). Azaz Gsszeadasnal a megfelels koordinatak
Osszeadodnak.

b.) Legyen a = a1i + aaj és A € IR tetszGleges. Ekkor

)\'Q:/\'(Oéli‘f—agi) = ()\&1)1‘{‘()\0&2)2
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Ebbdl a A - a vektor Descartes-koordinatéi: (A - aq, A - ag). Vagyis az a vektor mind-
két Descartes-koordinataja A-val szorzodik. Konnyen meggondolhato, hogy ez nemcsak a

Descartes-féle, hanem tetszdleges béazisvektorok esetén is igaz. (A levezetés ugyanez.)

Tekintsiik most IR?-t 6nmagdban. Ez a rendezett valos szampéarok halmaza. Vezessiink

be ezen a halmazon két miiveletet:
1. Osszeadason értsiik a kovetkezét: (a,b) @ (c,d) == (a + ¢, b+ d);
2. Skalarral valo szorzéason pedig a kovetkezot: A © (a,b) := (Aa, \b).

Belathato, hogy ez a két mitvelet ugyanazzal a hét tulajdonsidggal rendelkezik, mint a
geometriai vektorok Osszeadasa és skalarral valo szorzasa! Mutassuk meg pl., hogy az

osszeadas kommutativ:

(a,b) ® (¢, d) = (c,d) & (a,b)!

Ez igaz, mert (a,b) ® (¢,d) = (a +¢,b+d) = (¢ + a,d+ b) = (¢,d) & (a,b). (A masodik
egyenlgség azért all fenn, mert a valos szamok Osszeadasa kommutativ.)

A nullvektor tulajdonsagaval rendelkezik a (0,0) szampéar: (a,b) & (0,0) = (a,b)

(A maradék 6t tulajdonsagot lassuk be 6nalloan.)

Igaz tovabba, hogy az 0sszeadas és a skalarral valo szorzas eredménye is mindig szampar,
azaz benne van IR%-ben. Igy jogos IR%-t (a fenti két miivelettel ellitva!) szintén vek-
tortérnek nevezni, elemeit, a valos szampéarokat pedig vektoroknak. Vegyiik észre, hogy
most mar IR?-ben is van értelme a kovetkezs fogalmaknak: linearis kombinacio, lineéris

osszefiiggdség /fiiggetlenség, generalorendszer, bazis, dimenzio.

Feladat: Adjunk meg bazist IR?-ben!
Példaul
B :={(1,0),(0,1)}

Ez egyrészt generdlorendszere IR% -nek, mivel barmely (a,b) € IR? szampar felirhato ezen

két szampar linearis kombinécidjaként, mégpedig az a és b egyiitthatokkal:
(a,0) =a® (1,0)® b (0,1).
Belatand6 még, hogy B linearisan fiiggetlen rendszer: igaz-e, hogy

a® (1,003 86 (0,1) = (0,0) < a, 8 =07
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A bal oldalon elvégezve a miiveleteket:

(a70> S (Oaﬁ) = (070)7

(o, ) = (0,0) & «, 5 = 0.

(A tovabbiakban a karikdkat elhagyjuk a miveletek jelolésénél.)

Az IR? vektortér szoros kapcsolatban van a sikvektorokkal: lattuk, hogy adott bazist
véalasztva kolcsondsen egyértelmiien megfeleltethetk egymasnak a két halmaz elemei. Ez
a bijekcio (kolesondsen egyértelmii megfeleltetés) raadasul mivelettarto is, ami a kovet-
kezGt jelenti. Ha az a és b vektoroknak az (aj,as) és a (b1, bs) szampar felel meg, akkor
az a + b Osszegnek éppen az a szampar felel meg, amelyet igy kapunk, hogy az IR?>-n
definialt Osszeadasi szabéllyal osszeadjuk az (a1,as2) és a (b1, by) szampéart. Hasonloan, a
A - a vektornak az a szampér felel meg, amelyet gy kapunk, hogy az IR%-n definialt szor-
zési szabalyt kovetve megszorozzuk az (ay, as) szampéart A-val. Ez a miivelettarto bijekcio
biztositja, hogy a sikvektorok helyett szamolhatunk a nekik megfeleltetett szamparokkal.

Egy szampar és a megfelels sikvektor kozé egyenlGségjelet tesziink.

Feladat: Legyen @ = i +2j és b = —2i — j. Adjuk meg a 3(a + b) vektor Descartes-

koordindta-rendszerbeli alakjat.
1. 3a+b)=3(@+2j—2i—j)=3(—i+j)=—-3i+3j =(-3,3)

Hasonléan bevezethetSk az IR?, IR?, . .. IR" vektorterek. (A térvektorok vektortere IR*-mal
azonosithato, a tobbit azonban nem tudjuk geometriai vektortérrel azonositani.) Mikoz-
ben a geometriai vektorterek kézott nem tudtunk 3-nal tébbdimenziosat taldlni, az IR™

vektortér n-dimenzios, igy most mar tudunk mondani tetszdéleges dimenzioju vektorteret.

2.1 Megjegyzés. A vektortér egészen dltalanos definicigjaval a kévetkezd félévben fogunk
részletesen foglalkozni. Itt csak megemlitjik, hogy dltaldnosan vektortérnek neveziink min-
den olyan halmazt, amelyen értelmezve van ugyanolyan tulajdonsdgu két mivelet, mint a
geometriai vektorok dsszeaddsa €s skaldrral valo szorzdsa. Az egzakt definicio a kiovetke-

z0képpen szol.

2.2 Definicié. Legyen X eqy tetszdleges halmaz, amelyen értelmezve van eqy @ : X X
X = X éseqy ©: X xR — X midvelet a kévetkezd tulajdonsdgokkal:

lL.Lz2dby=ydxr Vr,ye X

12



2. (z®yY)®z=2®d(ydz2) Vr,y,z€X
3. Létezik nullelem (nullvektor), azaz olyan Ox € X elem, amelyre t®0x =x Ve e X

4. Minden v € X elemhez létezik negativ elem, azaz olyan elem (jelolje -z), amelyre

@ (—z) = 0x, ahol Ox a 3. tulajdonsdg szerini nullvektor.
5. A 0@y =A0x)d(A0y) Vr,ye X ésVielR
6. A+p)or=A0r)®(pnor) VeeX éVAipelR
T.AOeor)=Aper=p0Aozr) VreX éV\ueckR

Ekkor az (X, ®,®) rendezett hdarmast vektortérnek, az X elemeit pedig vektoroknak ne-

vezzik.

Az eddigiekben csak azon specidlis vektorterekkel foglalkoztunk, amelyekben az X halmaz
valamilyen geometriai vektortér ill. IR™ wvolt. Léteznek azonban eqyéb vektorterek is, pl.
olyanok, ahol az X halmaz fligguényekbdl dll. Ilyen vektorterekkel szintén a kovetkezd
félévben taldlkozunk. Megjeqyezziik, hogy a legtobb vektortérben értelmezhetd az elemek

hosszisdga, az irdny azonban kizdrolag a geometriai vektorok sajdtossdaga.

3. Geometriai vektorok skalaris, vektorialis és vegyes

szorzata

Térjiink vissza a geometriai vektorokra! Ezek korében tovabbi miiveleteket értelmeziink,

amelyek bevezetését a fizikai alkalmazasok is indokoljak.

3.1. Skalaris szorzat

3.1 Definicié. Legyenek a,b € &, (n =2 vagy 3). Az a és b vektor a-b-vel jelolt skaldris
szorzatdan az

a-b:=lal-[b] - cosy
valds szamot értyiik, ahol v az a és b vektorok kdzrezart szoge.

A kozrezart szogen azt a legkisebb abszolut értéki forgasszoget értjiik, amellyel az egyik
vektor a masikba beforgathato.
Vegyiik észre, hogy a skalaris szorzasnal két vektorhoz egy valds szamot rendeliink

hozza. A skalaris szorzéas miivelete tehat egy &€, X &, — IR (n = 2 vagy 3) tipust leképezés.
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Pl 1. |a| = V3, |b] =2, v = 30°
a-b=+v3-2-cos30°=3

b
|- 10]

IS

A definici6 alapjan a skalaris szorzatb6l meghatarozhato a kdzbezart szog: cosy =

Is)

Héarom esetet kiilonboztethetiink meg:
1. a-b > 0= 7 hegyesszog;
2. a-b=0= v derékszog;
3. a-b< 0= tompa- vagy egyenesszog.

j + k vektor?

Pl. 2. Mekkora szoget zar be aza =i+ k ésa b=
1
=—-=v=060°

1
al=v2=10b, a-b=1 = cosy=——
al 6, a8 K V22 2

Konnyen lathato, hogy mindegyik descartes-i egységvektor énmagaval vett skalaris szo-

raza 1, két kiilonb6z6 descartes-i egységvektor skalaris szorzata pedig 0.

Miiveleti tulajdonsagok: barmely a,b,c € &, (n=2 vagy 3) vektorra és a € IR szamra

l.a-b=b-a

Igaz-e, hogy a(b-¢) = (a-b)c? Altaldban nem, ugyanis az elébbi vektor a-val egyiranyt,
a masodik pedig c-vel! Ha tehat a és ¢ nem esik egy egyenesbe, akkor nem &llhat fenn az
egyenlGség.

A miveleti tulajdonsagokat kihasznalva megmutathat6, hogy tetszéleges két vektor

skalaris szorzata Descartes-koordinatakkal: a-b=>""  a;b;.

3.2. Vektorialis szorzat

Az a és b € & térvektorok a x b-vel jelolt vektorialis szorzatan azt a térvektort értjik,
amelyre |a % b| = |a| - |b] - sinv, tovabba a x b L a, a x b L b gy, hogy a, b, a x
b jobbsodrasu rendszert alkot.

A vektoridlis szorzat tehat olyan vektor, amelynek hossza a két vektor altal kifeszitett
paralelogramma teriilete, irdnya merdleges mindkét vektorra, iranyitédsat pedig a jobb-
kézszabéallyal talalhatjuk ki.
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A vektorialis szorzasnal két térvektorhoz egy térvektort rendeliink hozza. A vektorialis

szorzas mivelete tehat egy &3 x &3 — &3 tipusu leképezés.

Miveleti tulajdonsagok: barmely a, b, c € & vektorra és a € IR szamra

l.axb=—-bx

2

2. (a+b)xc=axc+bxc
3. (aa) x b=afa xb) =ax (ab)
4. (axb) xc=(c-a)b—(b-c)a (kifejteési tétel)

A vektorialis szorzat a Descartes-koordinatakkal:
Ha a = (a17 as, a3)7 Q = (b17 b?u b3>a akkOI'

a x b= (agbs — aszby)i + (azby — a1bs)j + (ar1by — azby)k

Kiszamitasdhoz érdemes elkésziteni az aldbbi tablazatot:

i j ok
ay ag as
by by b3

Nevezziik a bal felsg sarokbol kiindul6 atlot f6atlonak, a masikat mellékatlonak. A szabaly
a kovetkezG: vessziik a fatlobeli elemek szorzatat, majd hozzédadjuk az els6 oszlop legalso
elemének, az els§ sor masodik elemének, valamint a harmadik oszlop masodik elemének
a szorzatat, illetve a kapott eredményhez ismét hozzidadjuk az eddig kimaradt elemek
szorzatat. Ebbdl az eredménybdl ezutan kivonjuk a mellékatld elemeinek szorzatat, majd
— az el6bbi moédon — az elsG sor elsé elemének, a masodik sor utolso elemének, illetve a
harmadik sor k6zéps6 (méasodik) elemének a szorzatat, legvégiil pedig az eddig kimaradt

elemek szorzatéat.

Pl a=(3,2,1), b= (4,5,6)

NGOV EN
—_— Ot N .
>

axb=(12—5)i+ (4—18)j + (15 — 8)k = (7, —14,7)

15



3.3. Vegyes (triadikus) szorzat

3.2 Definicié. Az a,b, c € & térvektorok vegyes (vagy triadikus) szorzatdn

(a,b,c) = (a xDb)-c skalart értjiik.

Ez a mivelet tehat nem més mint egy & x & x & — IR tipusi leképezés. A vegyes
szorzat abszolut értékben véve a harom vektor altal kifeszitett paralelepipedon térfogatat
adja meg.

Vegyiik észre, hogy a vektorok sorrendje befolyasolja a vegyes szorzat értékét. A harom
vektor Osszesen hat kiilonbo6z6 sorrendben irhaté fel. A sorrend megvaltoztatasaval a
vegyes szorzatnak csak az elGjele valtozhat meg. A kiilonb6z6 sorrendii vegyes szorzatok

kozotti Osszefiiggést fogalmazza meg a kovetkezd, un. felcserélési tétel.

3.3 Tétel. Az a,b,c € & wvektorokra (a,b,c) = (c,a,b) = (b,c,a) = —(ba,c) =
_(Qagab) - _(Q,Z_),Q)

Az (a,b, c) vegyes szorzat kiszamitasa Descartes-koordinatakkal egyszertien elvégezhetd

az alabbi tablazat segitségével, a vektorialis szorzasnal tanult szabaly alkalmazasaval:

a1 as as
by by b3
C1 Cy C3

Pl. a =(1,0,1), b=(2,-1,6), ¢ =(0,2,5)

(a,b,c)=1-(-1)-54+0-6-0+2-2-1—-1-(-1)-0—-1-2:6—-0-2-5=—13

Feladatok.

1. Lassuk be, hogy a vektoridlis szorzas 2. tulajdonsiga a kdvetkezd sorrendben is
fennall:

ax(b+c)=axbtaxc

Megoldds: ax (b+c) =+ " —(b+c)xa =% " —(bxa+cxa) = —bxa—cxa ="'t

axb+taxc

2. Lassuk be a kovetkezd azonossagot: (a x b) x (¢ x d) = (¢,d,a)b — (¢, d,b)a

Megoldas: Jelolje e a ¢ x d vektort.
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xb)x(cxd)=(axb)xe=(e-a)b—(b-e)a= ((cxd)-a)b—(b-(cxd))a=
(¢,d,a)b— (c,d,b)a

4. A komplex szamtest

Ebben a fejezetben egy kis kitérdt tesziink.

Lattuk, hogy ha az IR? halmazt ellatjuk az Osszeadas és a skalarral valo szorzas mii-
veletével, akkor az IR? ugyanazokkal a tulajdonsagokkal rendelkezik, mint a geometriai
vektorterek. Ezért IR?-t ezen két miivelettel ellatva vektortérnek neveztiik. A skalarral
val6 szorzés miiveletét gy is nevezhetjiik, hogy kiils6 szamtesttel valo szorzas, mert a
szampéarokat nem szamparokkal, hanem az IR halmaz (szamtest) elemeivel szoroztuk.

Most induljunk ki az IR? halmazbdl, és definidljunk rajta mas médon miveleteket:
1. Osszeadason értsiik ugyanazt, mint a vektortérben: (a,b) + (c,d) := (a + ¢, b+ d).

2. Két elem egymassal valo szorzatan (belss szorzas!) értsiik a kovetkez6t:
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + bc)

Az 6sszeadas tulajdonsagai igy megegyeznek a valos szamok Osszeadasanak tulajdonsaga-
ival. A bels6 szorzast azért definidljuk ilyen bonyolult médon, mert csak igy lehet elérni,
hogy ez a mivelet egyszerre rendelkezzen a valés szamok szorzasanak kovetkezd négy

tulajdonsagaval:
1. kommutativ
2. asszociativ

3. van olyan szampar (un. egységelem), amellyel barmely (a,b) szampart szorozva
(a,b)-t kapjuk: ez az (1,0);

4. minden (a, b) # (0,0) szamparhoz létezik olyan szampéar (in. reciprok elem), amely-

lyel megszorozva az (1,0)-t kapjuk.

Mivel tehét ezekkel a miiveletekkel az IR? elemei ugyanolyan tulajdonsagokkal rendelkez-
nek, mint a valés szamtest, ezért IR?-t ezen két miivelettel ellatva komplex szamtestnek
nevezziik. A komplex szamtestet C-vel jeloljiik, és € elemeit komplex szamoknak ne-
vezziikk. Az z = (a,b) komplex szamban a-t a komplex szam valos részének (jel.: Re z),
b-t a komplex szam képzetes részének (Im z) nevezziik. A valos és a komplex szamtest
kozott fontos kiilonbség, hogy a valos szamokkal ellentétben a komplex szamokon nincsen

rendezés, azaz nincs kisebb és nagyobb komplex szam.
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A valos szamok a komplex szamok részének tekinthet6k: az a valos szamot azonosit-
hatjuk az (a,0) komplex szammal. Ezt az azonositast az indokolja, hogy a valos szamok
és a nulla képzetes részii komplex szamok koézott miivelettarto bijekcio van. Ezért egy a
valos szam és az (a,0) komplex szam kozé a tovabbiakban egyenlGségjelet tesziink.

Egy (a,b) komplex szam (a, b) konjugéltjan az (a, —b) komplex szamot értjiik. Pl. (2,—-3) =
(2,3).

Az (a,b) komplex szam abszolut értékén az |(a,b)| := va? + b? szamot értjiik.

Feladatok:

1. Szamitsuk ki az (5,2) és a (4, 3) komplex szamok Osszegét és szorzatat.
(5,2) + (4,3) = (9,5), (5,2) - (4,3) = (5-4—2-3,5-3+2-4) = (14,23)

2. Nevezetes komplex szam a (0, 1) (ian. képzetes egység), amelyet i-vel jeloliink. Sza-

mitsuk ki ¢ négyzetét!
z‘2:(0,1).(0,1):(0.0_1.170.1_1.0):(_1’0):_1

(Az utolso lépésben azt hasznaltuk fel, hogy a kapott komplex szam a korabbiak ér-
telmében azonosithato a —1 valos szammal, igy a kettd kozé egyenldségjelet irtunk.)
Van tehat olyan komplex szam, amelynek a négyzete —1, mikozben a valés szamok

kozott nem lehetett ilyet talalni!

3. Mutassuk meg, hogy egy (a, b) komplex szam felirhato a+ib alakban (algebrai alak)!

a+ib = (a,0)+(0,1)-(b,0) = (a,0)+(0-b—1-0,0-0+1-b) = (a,0)+(0,b) = (a, b)

4. Az algebrai alakkal kényelmes szamolni. Pl. az (5,2) és a (4, 3) szam szorzatat igy

is kiszamithatjuk:

(5+2i)-(443i) = 5-442i-4+5-3i +2i-3i = 20+ 23i +6i> = 20+23i — 6 = 14+ 23

5. Adjuk meg a kovetkez$ komplex szdmok algebrai alakjat:
a.) z=1i% b)) z=1+1i ¢c)z= 32_ iz
Megoldds:
a) (i2)%7 = (—1)%7 = -1

b) v2

18



3—4i 3—4i 2+i  (3-4i)(2+i)  (3—4i)(2+4)  6—8i+3i— 4

2—i  2—14 241i 4 — 42 5 5

Komplex szamokat ugyaniugy szokasos az abszolat érték és az iranyszog segitségével meg-
adni, ahogy a sikvektorokat. Ha az (a,b) komplex szam abszolut értéke r, szoge ¢, akkor
(a,b) = (rcos¢,rsing) = rcos¢ + irsin ¢ = r(cos ¢ + isin ¢) (trigonometrikus alak). A

trigonometrikus alakkal igen kényelmesen elvégezhets a szorzas és az osztas:

r(cosa +isina) - p(cos B+ isin B) = rp(cos(a + B) + isin(a + 3))

a3+ fanp) ~ 50 =9 sl = )

Pl legyen z; = 2(cos45? + isin45°), zo = 3(cos5° + isinb5°). Mivel egyenls z; - 29 és
2q
Z2
. 21 2 ..
21 - 29 = 6(cos 50° + isin 50°), — = g(cos 40° + i sin 40°)
Z2

A szorzasbol kovetkezik az egész kitevss hatvany képlete:
2" = [r(cos ¢ +isin¢)|" = r"(cosng + i sinne)

Egy komplex szam n-edik hatvanya egyértelmii, n-edik gyokbdl azonban n db van (ezek

kozott lehetnek egyenldk is):

p+k2r . ¢+ k2m
m —-—--

{L/E:{L/;(cos——kis ), k=0,1,...n—1
n

n

Pl Vi=?

Mivel 7 = cos 90° + 7 sin 90°, igy

o4 k. o o4 k. o
\/g:ﬁ(coswﬂsmw) k=01,

2 2
: V2 V2
azaz \/;:j:<7+27).

Masodfoku egyenleteknek mindig van két megoldasuk a komplex szamok halmazan. A
szokasos megoldoképletet haszndlhatjuk. Mig negativ diszkrimindns esetén nincs valos
megoldéas, komplex megoldasbol kettd is van, mert egy negativ szdmnak két komplex

négyzetgyoke van. A -1 gyokei pl. a +i és a —i.
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Pl. Oldjuk meg a 2% + 3z + 4 = 0 egyenletet!

—3++/0-16 -3+/-1V7 3 VT
2 - 2 - 2

212 =

5. Matrixszamitas

A matrix a lineéaris algebra egyik alapfogalma. Mint latni fogjuk, a méatrixok szoros
kapcsolatban vannak bizonyos fajta linearis leképezésekkel, és hasznosak — tébbek kozott
— a linearis egyenletrendszerek targyaldsanal. Ezért elGszor definidljuk a linearis leképezés

(linearis fiiggvény) fogalmat.

5.1. Linearis leképezések

Tekintsiik azt a fiiggvényt, amely minden valés szimhoz hozzarendeli az 6tszorosét!
fR—=R, f(z)=>5z
Ellenérizziik, hogy mit rendel hozza ez a fiiggvény két szam Osszegéhez?
1,29 € R, f(z1+ x2) = 5(x1 + 22) = by + bae = f(x1) + f(22)

Azaz két szam Osszegéhez a megfelels fliggvényértékek osszegét rendeli.

Mit rendel egy szadm A-szorosahoz?
reRAeR, f(A-2)=5-(A-z)=A-br=X\-f(x).

Azaz egy v szam A-szorosédhoz az x-beli fiiggvényérték A-szorosat rendeli.

5.1 Definicié. (Valds linedris figguény)
Ha egy f: IR — R fiigguényre igaz az aldbbi két tulajdonsdg:

1. f(!L‘l + .172) = f(ZL‘l) + f(l’Q) Vdfl,l'g € IR, és
2. f(x) = Af(x) VxelR,VAeER,
akkor az f fligguényt linedris fligguénynek nevezzik.

Linearisak-e a kovetkezd valos fiiggvények?
a.) f(zr) =0V e R
Legyen 1, z2, 2\ € R tetszéleges. Ekkor f(xq +22) = 0= f(z1)+ f(22), és f(Ax) =0 =
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A - f(z). Tehat f linearis.

b.) f(z)=1Vx e R

Legyen x1, 25 € R. Ekkor f(z1 + x3) = 1, azonban f(xy) + f(x2) =14+ 1=2%# 1. Azaz
az azonosan 1 fiiggvény nem linearis.

c.) fz) =a?

Ez sem linearis, hiszen pl. f(2z) = (22)% = 42* # 2 - f(x) = 222

d.) f(xz) =sinx - szintén nem linearis, hiszen pl. sin(2 - 90°) = 0 # 2sin(90°) = 2

e.) f(z) =bx+2

[l + x2) = 5(x1 + 22) +2 = by + 5wy + 2, de f(x1) + f(w2) = 521 + 2+ 520+ 2 =
bx1 + bxy + 4 # Sxy + by + 2

Tehéat ez sem linearis! Ezt a fliggvényt helyesen linearis inhomogén fiiggvénynek nevez-
ziik, utalva arra, hogy a valodi linearis fiiggvénytdl csak annyiban kiilonbozik, hogy egy
nemnulla konstanst hozzaadtunk.

Belathato, hogy az IR — 1R fiiggvények korében csak az f(x) = a-x alakiak linearisak,
ahol a € R rogzitett szam. (Az vilagos az el6z6ekbdl, hogy az ilyen fiiggvény linearis, de
az is konnyen meggondolhato, hogy ha egy valos fiiggvény linearis, akkor csak ilyen alakt
lehet. Ugyanis ha f linearis, akkor f(z) = f(1-2z) = f(1) -z =a-x, ahol a = f(1).)

Tekintsiik most az f : IR? — IR leképezéseket. Ezek a szamparokhoz valos szamokat
rendelnek hozza:

fi(x,z)—yelR

Az ilyen fliggvényeket a kovetkezGképpen szemléltethetjiik. Az értelmezési tartomany
(x1, z2) pontjanak megfeleltetjiik az zy-sik egy pontjat, majd az erre meréleges z tengelyen
felmérjiik az f(z1,x9) fiiggvényértéket.

A linearis fiiggvény fogalma az f : IR? — IR fiiggvényekre is kiterjeszhets: f-et akkor

nevezziik linearisnak, ha egyszerre teljesiil ra a kovetkezd két tulajdonsig:
1 flz+2)=f(z)+ f(Z) VYz,2€R?
2. f(hx) = \f(z) Vz e R*VIeR.

5.2 Tétel. Egy f: IR?> — IR fiigguény pontosan akkor linedris, ha f(x1,xs) = a121 + asxs

alaki, ahol ay,as € IR réogzitett szamok.

Biz.:
(<) Ha az f fiiggvény f(z1,22) = a121 + agxy alaki, akkor
1.
f(x1, 22) + (21,%2)) = f(z1 + T1, 22 + T2) = a1 (1 + T1) + az(x2 + To)

= (@121 + asx2) + (131 + asZs) = f(x1, x2) + f(Z1, T2)
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\V/(l’l, Ig), (i’l,.fQ) - ]R,z esetén,
2.
fO - (z1,22)) = f(Axy, Awa) = a1 Axy + asA\xe = ANa1z1 + agws) = Af (21, x2)

V(z1,79) € R% VA € IR esetén. Tehét f linearis.
(=) Belatjuk, hogy ha f linearis, akkor csak a fenti alakti lehet. Tudjuk, hogy IR*-ben
bézist alkotnak az (1,0), (0,1) elemek. Ezek segitségével felirhatjuk:

[y, 0) = [y - (1,0) + 22 - (0,1))

Mivel f linearis, ezért tagonként alkalmazhatjuk f-et, és az x; és zo szorz6 kihozhato:
fz1-(1,0) + 29 - (0,1)) = 1 - f(1,0) + 22 - f(0,1).

Vezessiik be az a; := f(1,0),as := f(0,1) jeloléseket. Ezzel f(x1,x2) = ajx1 + agxs.

Ez azt jelenti, hogy az f : IR? — IR linearis leképezések megadhatok két szammal:
a1 és ag, hozzatéve, hogy melyik az x; és melyik az x5 egyilitthatoja, vagyis egy ren-
dezett szamparral: (a;,az). (Itt megallapodas szerint elére irjuk az x; egyiitthatojat,
és hatulra az zy egyiitthatojat. A sorrend fontos, hiszen pl. az f(z1,22) = 21 + 329
és az f(x1,x2) = 3x1 + 225 fliggvény két kiilonbozd linearis fiiggvény!) Masképpen, az
x = (x1,13), a = (a1, as) jelolések bevezetésével egy f: IR? — IR fiiggvény pontosan ak-
kor lineéris, ha f(z) = a-z alaki, ahol a pont az R?-beli skalaris szorzést jelenti. (Vegyiik
észre a valos linearis fiiggvényekkel valo hasonlosagot!)

Térjiink at az f : IR? — IR? leképezésekre. Ezek mar szamparokhoz szamparokat

rendelnek:

f(x1,22) = (Y1, 92)

Pl f(21,22) = (221 + 2, 32173).

Vil4gos, hogy a képvektor y; és y, koordindtaja is x; és x5 fiiggvénye:

= fi(z1,22), Y2 = fa@1,22),

ahol az f; és f, fiiggvények IR? — IR tipusiak, és tgy nevezziik Sket, hogy f els6 és
masodik koordinata-fiiggvénye. (A megadott konkrét példaban fi(xy,xe) = 221 + x9, ill.
fowy, m9) = 3z123.)

Nem nehéz latni, hogy a linearis fiiggvény definicioja az f : IR? — IR? leképezésekre is
atvihets. Mivel az IR%-beli vektorok egyenlGsége a megfelels elemeik egyenldségét jelenti,

igy egy f : IR? — IR? fiiggvény pontosan akkor lesz lineéris, ha f, és f, is linearis, azaz
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ha a fiiggvény

f(z1,22) = (a1121 + 122, a2171 + a22%2)

alakfl, ahol 11, A12, 21, A22 € R rogzitett szamok.
Lathato, hogy az f : IR? — IR? linearis leképezések négy szammal adhatok meg: aiq, aio,
ao1, ag. Mivel fontos az is, hogy melyik szam hol all, ezért ezeket a szadmokat egy két

sorbol és két oszlopbol allo szamtablazattal, in. 2 x 2-es matrixszal adjuk meg:

ailz Aaig
a1 Q22

Mindig az els§ sorba irjuk az y;-ben szerepls egyiitthatokat: az els6 helyre az 1, a masodik
helyre az x5 egyiitthatojat, és a masodik sorba az y, egyiitthatoit, szintén az elsG helyre
az x, a masodik helyre az z, egyiitthatojat. Hanstlyozzuk, hogy minden f : IR? — IR?
linearis fiiggvényhez egyértelmten hozza tudunk rendelni egy ilyen 2 x 2-es "tablazatot",
és ez forditva is igaz: minden 2 X 2-es tablazatnak egyértelmtien megfeleltethets egy
f : IR? — IR? linearis fiiggvény.

A gyakorlatban fontos az f : IR™ — IR™ tipusu leképezések vizsgalata, ahol n,m € IN
tetszGleges. Ilyenkor a fiiggvény n-véaltozos, és értéke minden R"-beli pontban egy m-

dimenzi6s vektor:

fi($1,l‘2,...,$n) — (ylng,---,ym)'

A képvektor mindegyik koordinataja xq,xo, ..., z, fliggvénye, azaz
Y1 = fl('rlyx27"'7xn)
v2 = folwr, 70, .. 10)
Ym = fm(xlvx%"'axn)

ahol az f;,i=1,2,...,m fiiggvények R™ — IR tipustiak (f koordinata-fiiggvényei).
A linearitas az ilyen tipusu fiiggvények korében is értelmezhets, és belathato, hogy

egy f: IR™ — IR™ fiiggvény pontosan akkor linearis, amikor

Y = a1 + 199 4+ ...+ A1y
Yo = G21T1 + G%2 + ...+ A2, Ty
Ym = Qm1T1 + oo + ..o ATy
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alakt, ahol a;;, 1 =1,2,...,m, j =1,2,...,nrogzitett valos szdmok. Itt mar m-n darab

valos szam hatarozza meg a leképezést, pontosabban egy m x n-es matrix:

a1 a1 ... Qip
21  dg2 ... Q2p
Am1 Am2 ... OOmn

Ugy is szokas fogalmazni, hogy egy f : IR" — IR™ linearis leképezés reprezentalhato egy

m X n-es matrixszal.

Az m x n-es matrixok halmazat IR™*" jeloli. A matrixokat nagybettivel (pl. A), a matrix

i-edik soranak j-edik elemét pedig a megfeleld kisbettivel és indexelve (a;;) szokasos jelolni.
Megjegyezziik, hogy a linearis fiiggvény fogalma egészen édltaldnosan a kovetkezGkép-

pen értelmezhetd:

5.3 Definicio. Legyen (X1, ®1,®1) és (Xa, Do, ©2) két tetszdleges vektortér. Az f : Xy —

Xy leképezést linedrisnak nevezzik, ha igaz rd a kévetkezd két tulajdonsdg:
1. flz1 @1 22) = f(21) B2 f(22) Vi, 22 € V4,

2. fAGO1z) =A®s f(x) Vo e X ,VAelR.

5.2. Specialis matrixok
e Az 1 X n-es matrixokat sormatrixnak nevezziik.
e Az n X l-es matrixokat oszlopmatrixnak nevezziik.

e Az n X n-es matrixokat négyzetes (kvadratikus) matrixnak nevezziik. A gyakor-

latban ez utobbiak a legfontosabbak.

A négyzetes méatrixokon beliil tovabbi specidlis matrixokat definialunk.

e Diagonalis matrix: a;; = 0, ha ¢ # j, pl. identitAsmatrix vagy egységmatrix

(a foatloban egyesek)

e Szimmetrikus matrix: a;; = a;;, i,j = 1,2...,n (a f6atlora szimmetrikusak az
elemek)
e Antiszimmetrikus matrix: a;; = —a;;, 1,5 = 1,2...,n (a f6atlora szimmetriku-

san elhelyezkedd elemek egymas (—1)-szeresei, a f6atloban nullak vannak!)

e Hiromszégmatrixok: fels6haromszog-matrix: a;; = 0, hai > 7, ill. alsoharomszog-

matrix: a;; = 0, ha ¢ < j.
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5.3. Miiveletek matrixokkal

A matrixok korében tobbféle miveletet értelmeziink. Lattuk, hogy a métrixok azért
fontosak, mert segitségiikkel egyszertien megadhatjuk az f : IR™ — IR™ hato linearis le-
képezéseket. Az ilyen leképezéseknek létezik Gsszege, skalarszorosa, kompozicioja. Eppen
ezért a matrixok kozotti miveleteket nem oncélian értelmezziik, hanem ugy, hogy szoros

kapcsolatban legyenek a linearis leképezések korében végzett miveletekkel.

5.3.1. MaAatrixok Osszeadasa

Célunk: tgy értelmezni az 6sszeadast matrixok kozott, hogy két matrix 6sszege a megfeleld
linearis leképezések Osszegét reprezentélja.
Tekintsiink két IR? — IR? linearis leképezést:

f(z1,22) = (a1121 + 122, a2171 + a22%2),

és

g(x1, x9) = (b11x1 + b1oxa, b1y + boaws).

. ai; a bii b
(Igy tehat az f leképezés matrixa e , a g leképezésé pedig e )
G21  G22 ba1 b
Képezziik f és g Osszegét, szem elGtt tartva, hogy két fiiggvényt mindig tgy adunk

Ossze, hogy az értelmezési tartomény minden egyes pontjaban Osszeadjuk a két fiigg-

vényértéket:
(f+9)(z1,22) = f(x1, 22)+g(x1,22) = (a1171+a12T2, A1 T1+a22T2, b11T1+b19T0, b1 T1+boaws).

Lathato, hogy eredményiil szintén f : IR? — IR? linearis leképezést kaptunk, amelynek
matrixa
aiy + b1 az + bio

ag1 + ba1  ag + by

Vegyiik észre, hogy az f és g leképezés matrixanak megfelel6 elemei Osszeadodtak. Ez
altalanosabban, IR™ — IR™ linearis leképezésekre is igaz. Ez motivalja a kovetkezd defi-
niciot:

5.4 Definici6é. Az A, B € R™*" mdtrizok A + B dsszegén azt a C € IR™*™ mdtrizot
értyik, amelynek elemeire

C,;jZ:CLij—f—bij, i:172,...,m,j:1,2,...,n.

Egyszertibben fogalmazva: m X n-es matrix csak m x n-es matrixszal adhato Ossze, és az
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Osszeadast elemenként végezziik. A matrixok Osszeadésa a kovetkezd miiveleti tulajdon-

sagokkal rendelkezik:
e Kommutativ, azaz A+ B=B+ A VA BeR™"
e Asszociativ, azaz (A+ B)+C =A+ (B+(C) VA,B,C € R™*"

e A csupa nulla elem m x n-es matrix (jeldlje most 0) rendelkezik azzal a tulajdon-

saggal, hogy barmely matrixhoz adva az illeté métrixok kapjuk vissza: A+ 0 = A.
e Minden A = (a;;) € R™ " matrixhoz létezik negativ matrix: —A = (—a;;) € R™*™.

Vegyiik észre, hogy ezek a tulajdonsigok megegyeznek a vektorok Osszeadasanak tulaj-

donsagaival.

5.5 Megjegyzés. Csak azonos méretd mdtrizokat lehet dsszeadni, ugyanis a megfeleld

f, g fiigguények dsszeaddsdnak csak igy van értelme!

5.3.2. Matrixok szorzasa skalarral

Célunk ugy értelmezni a matrix skalarszorosat, hogy az a métrixnak megfelel§ linearis
leképezés skalarszorosat reprezentalja.
Képezziik az

f(z1,22) = (a1171 + a19%2, A211 + a90%2)

linearis leképezés A € IR skalarszorosat. Figyelembe véve, hogy egy fliggvény skalarral
vald szorzésa azt jelenti, hogy a fiiggvényértéket minden helyen megszorozzuk az adott

szdmmal:

A )(@1,22) = X f(z,22) = X - (a1 + a12%2, A9121 + Axls) =

= (Aap1x1 + Aa1axs, Aag1 1 + Aagnts).
Lathato, hogy linearis leképezést kaptunk (IR* — IR?), amelynek méatrixa
Aair Aaig
[ Az Aag ] '
Vagyis az f linearis leképezés matrixanak minden eleme A-val szorzodik. Ugyanezt a meg-

figyelést tehetjiik, ha tetszéleges, R — IR™ linearis leképezés skalarszorosat vizsgaljuk.

Ez motivalja a kévetkez6 definiciot:
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5.6 Definicio. Az A = (a;) € R™™ mdtriznak o X € R skaldrszorosin azt az A =
(a;;) € R™™ madtrizot értjik, amelyre a;; = A-a;j,i=1,2...,m,j =1,2,...,n. Jeldlése:

A - A vagy egyszeribben AA.

Matrixot tehat tgy szorzunk valos szammal, hogy a métrix minden elemét megszorozzuk
az adott szammal. A matrixok skalarral valé szorzasa az alabbi miiveleti tulajdonsagokkal

rendelkezik.
e M(A+B)=MA+ B VA BecR™" VAe€R;
e AN+ u)A=XA+puA VAeIR™" VA ue€R;
o \MuA)=(A)A YAe R™" VA puelR.

Vegyiik észre, hogy ezek megegyeznek a vektorok skalarral valo szorzasanak tulajdonsa-
gaival. Megéllapithatjuk tehat, hogy IR™*™ az el6bb értelmezett Osszeadassal és skalarral

valos szorzassal vektorteret alkot.

5.3.3. MaAtrixszorzas

A métrixok kozotti szorzasmiveletet igy szeretnénk értelmezni, hogy két matrix szorzata
a megfeleld linearis leképezések kompoziciojat reprezentalja.

Nyilvanvaloan, ha egy f lineéris (vagy nem lineéris) leképezés pl. IR"-b6l R™-be képez,
akkor ennek csak abban az esetben képezhetjiik a kompozicijat egy masik hasonlo tipusu
leképezéssel g o f sorrendben, ha ¢ : IR™ — IR!. Itt [ tetsz6leges pozitiv egész lehet, de
m nem tetsz6leges: az IR™ az f fiiggvény képtere. Mit lehet mondani egy f : IR® — IR™
és egy g : IR™ — IR! lineéris leképezés kompoziciojarol? Az egyszertiség kedvéért azt az
esetet nézziik meg részletesebben, amikor n = m = [ = 2, azaz mindkét linearis leképezés

IR? — IR? tipust. Legyen tehat
f(z1,22) = (a1121 + @122, a2 21 + a2222)

és
9(y1,92) = (b11y1 + biaya, ba1yr + basys).

A g o f kompozici6 felirasdhoz a ¢ fiiggvény argumentumaban y; és yo helyébe helyette-

sitsiik be az (1, z5) f-képét:

(gof) (w1, x2) = (b1 (a1 x1+aiaz2)+bia(agx1+a0xs), bar(a11214+a122)+boz (a21 21 +a2012))
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Az eredmény koordinata-fiiggvényeiben z; és x5 egyiitthatoit leolvasva lathato, hogy go f

szintén linearis leképezés IR? — IR?, és a kovetkezd matrixszal azonosithato:

biiair + bigagr  biiaiz + biaag

ba1a11 + baoaar  borars + bagase

Ennek a matrixnak az i-edik soraban és j-edik oszlopaban (i,7 = 1,2) 1évs elemét tugy
kaphatjuk meg, hogy a B matrix i-edik soraban 1év6 vektort skalarisan szorozzuk az A
matrix j-edik oszlopaban 1év6 vektorral. Altalaban pedig, ha f : IR® — IR™ és g : R™ —
IR! linearis leképezések, akkor (go f) : IR*® — IR! linearis leképezés lesz, amelynek métrixa
[ x n-es, és i-edik soranak j-edik eleme a > )" byag;,t = 1,...,1, j = 1,...n képlettel
adhato meg.

Két matrix egymassal vald szorzatat csak arra az esetre értelmezziik, amikor a meg-
felels linearis leképezéseknek értelmes a kompozicidja, és gy definidljuk, hogy a szorzat-

méatrix a kompozicidleképezést reprezentalja.

5.7 Definicio. Az A € R>™ és B € R™*™ mdtrizok A - B szorzatdin azt a C € IR

mdtrizot értjik, amelynek elemeire
cij =Y apby, i=1,2,...,1, j=12_.n
k=1

Vegyiik észre, hogy ha adva van egy f linearis leképezés IR"-bél IR™-be, akkor egy x € IR”
vektor képét (vagyis az f(z) vektort) is meg tudjuk kapni matrixszorzas segitségével: a
leképezés matrixaval megszorozzuk az x vektort mint n X l-es oszlopmatrixot. Egy IR"-
b6l IR™-be képezd linearis leképezés tehat nem maéas, mint egy m X n-es méatrixszal valo
SZOT'ZA4s.

A métrixok szorzasa az alabbi miveleti tulajdonsdgokkal rendelkezik.

e Nem kommutativ, vagyis nem igaz az, hogy minden A € IR™*™ és B € R™"
matrixra AB = BA.

e Asszociativ, azaz (AB)C = A(BC) minden olyan A, B, C' métrixra, amelyekre ér-

telmes a két oldal.

e Disztributiv, azaz (A + B)C = AC + BC és C(A + B) = CA+ CB minden olyan

A, B, C matrixra, amelyekre értelmes a két oldal.

5.4. Az inverz matrix

A matrixok szorzasa kapcsan bevezetjiik az inverz matrix fogalmat.
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5.8 Definici6é. Az A € R™" mdtrizot invertalhatonak nevezzik, ha létezik olyan X €
R™™ matriz, amelyre A- X = I, ahol I az n x n-es identitdismdtriz. Ekkor az X mdtrizot

az A mdtriz inverzének nevezzik és A~1-gyel jeloljiik.

Megjegyzés. Belathato, hogy ha A - X = I, akkor X - A = [ is automatikusan teljesiil,
tehat az inverz matrixra A- A™! =1 és A~'- A = 1. Ha az A métrix az f : R® — IR"
linearis leképezért reprezentdlja, akkor A™! ezen fiiggvény inverzét reprezentalja, vagyis
azt az f~!:IR" — IR" fiiggényt, amelyre fo f~! =id és f~lo f =id.

Az inverz matrix létezésének feltételeivel és elemeinek kiszamitasaval késébb (a deter-

minans definidlasa utan) foglalkozunk.

5.5. A transzponalt matrix

5.9 Definicié. Az A € R™*" mdtriz transzpondaltjinak nevezziik azt az AT € R™™

mdtrizot, amelynek elemeire

a;i=aj, 1=12...n 53=12..,m.

Ez tehat az a matrix, amelyet A sorainak és oszlopainak a felcserélésével kapunk.

6. Linearis algebrai egyenletrendszerek

6.1 Definicid. Linedris algebrai egyenletrendszernek (roviden linedris egyenletrendszer-

nek) nevezzik az

1121 + Ao + ... + a1, = bl

911 + Q999 + ... + Aonly — bg
(1)

U1 T1 + ApoXo + ...+ GspTp, = by,
alaki egyenletrendszereket, ahol x1,xs, ..., x, az ismeretlen valds (vagy komplex) szdmok,
a; (1 =1,...,m,j = 1,...,n) (az ismeretlenek egyitthatdi), és by,by... by (az un.

szabad tagok) adott valds (vagy komplex) szamok.

Pl. a kdvetkezs egyenletrendszer egy két egyenletbdl allo (m = 2) kétismeretlenes (n = 2)

linearis egyenletrendszer:

T+ Ty = 3

21’1 +2[E2 = 5
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6.2 Definicioé. Az (1) linedris egyenletrendszer egy megolddsdinak nevezzik az n szdmbdl
alle Ay, gy ..., Ay rendszert, ha az x; = N; (1 = 1,2,...,n) helyettesitéssel mindegyik

egyenletben azonossdgot kapunk.

A lineéris egyenletrendszerekkel kapcsolatban a kovetkezd alapkérdéseket fogalmazhatjuk

meg:
1. Megoldhato-e az egyenletrendszer?

2. Ha igen, hany megoldasa van? (Megoldani az egyenletrendszert azt jelenti, hogy

meghatarozzuk az dsszes megoldasat!)
3. Hogyan hatarozhato(k) meg a megoldas(ok)?

6.3 Definici6é. (Homogén és inhomogén linedris egyenletrendszer)
Ha b, =0, i =1,2,...,m (vagyis az dsszes szabad tag nulla az egyenletrendszerben),

akkor homogén, egyébként inhomogén linedris eqyenletrendszerrdl beszéliink.

A tovabbiakban gyakran alkalmazzuk az egyenletrendszer roviditett jelolésmodjat.

6.4 Definici6é. Az

a1 a12 e A1p
A — 921 929 ... Qop c ]Ran
Am1 Am2 ... Qmn

matrizot az (1) linedris egyenletrendszer egyitthatomdtrizanak nevezzik.

Vezessiik be az

T bl

x
2 by
x:= | T3 és b:= )
bm

Tn

jeloléseket is. Ezek segitségével (1) felirhato
Az =D (2)

alakban, és az egyenletrendszer megoldéasa azt jelenti, hogy meghatarozzuk mindazon z

vektorokat, amelyek kielégitik a (2) egyenlséget.
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Pl. 1. Mely egyenletrendszernek felel meg az Ax = b egyenlet, ha

R ERE ésb:?)?
01 2 0

Megoldds:

3$1+l’2+4$3 =3
ZE2+2Z‘3 =0

2. Irjuk fel az

T+ X2 =

egyenletrendszer egyiitthatomatrixat!
Megoldas:

A:

01
11
Az egyenletrendszer megoldhatosaganak vizsgalataban sziikségiink lesz egy, a négyzetes

matrixokhoz rendelhetd szam, az tun. determinans ismeretére. A tovabbiakban ennek

értelmezésével foglalkozunk.

6.1. Masod- és harmadrendii determininsok

Tekintsiik az

1171 + ajprs = by (3)

a21T1 + agery = by (4)

linearis egyenletrendszert. Ennek egyiitthatométrixa az

A=

@11 A2
c IR2><2
Q21 Aa22

matrix.
Kozépiskolabol ismert megoldasi modszer az dllando egyiitthatok modszere: kikiiszo-

boljiik az egyik ismeretlent a kovetkez6 modon: az egyenleteket megfelel6 szamokkal szo-

31



rozva elérjiik, hogy az egyik ismeretlen egyiitthatoja mindkét egyenletben ugyanaz legyen,
és az egyenleteket kivonjuk egymésbol. Kiiszoboljiik ki az xo-t. Ehhez az els6 egyenletet

age-vel, a masodikat ais-vel kell megszoroznunk, és eredményiil az

(Clnazz - G21G12)I1 = bjags — baaio (5)
egyenletet kapjuk. Ha z1-et kiiszoboljik ki ((4) - a11 — (3) - ag1), akkor az

(CL11CL22 - a21a12)I2 = byay; — brag (6)

egyenlethez jutunk.

Lathato: az (3)-(4) egyenletrendszer megoldhatosaga szempontjabol harom eset van:

e Ha ajja00 — asia12 # 0, akkor 1 és xo kifejezhetd, egy (azaz egyértelmii) megoldas

van.

e Ha aj1a90 — asya12 = 0, akkor két eset lehetséges:
1. Ha (5) és (6) jobb oldala is 0, akkor végtelen sok megoldas van. (Vigyazat, ez
nem jelenti azt, hogy barmilyen x; és xo szam megoldas!)

2. Ha legalabb az egyik egyenlet jobb oldala nem nulla, akkor nincs megoldas.
Foglalkozzunk azzal az esettel, amikor egyértelmii megoldas van. Ekkor a megoldés:

biage — baa baair — biag
Ty = 9 Ty =
a11G22 — A21Q12

a11Q22 — A214712

A nevezd csak az egyiitthatomatrix elemeit tartalmazza. Ugy kapjuk, hogy az A matrix
foatlobeli elemeinek a szorzatabol kivonjuk a masik két elem szorzatat. Az ezen szabaly

szerint egy 2 X 2-es matrixhoz rendelt szamnak kiilén nevet is adunk.

6.5 Definici6. (2 x 2-es mdtriz determindnsa)

Az ar1a99 — as1a19 Szdmot az

apnnl  ai2
A — RQ><2
Q21 Q22
o .. .. s ai; Q12
mdatriz determinansdnak nevezzik. Jeldlése: |A|, det A vagy
A21  QA22

A 2 x 2-es matrixok determindnsit méasodrendd determinénsnak is nevezziik.
Ezen 1j fogalmat felhasznalva tehat az x; és x9 nevezdjében allo A egyiitthatéméatrix

determinansa. Vegylik észre tovabba, hogy az x, szamlalojaban allo kifejezés nem mas,
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mint az

Al =

by a2
by ag

méatrix determinansa, az ro szamlaloja pedig az
apn b
az by

Osszefoglalva: a (3)—(4) egyenletrendszernek pontosan akkor létezik egyértelmii megol-
dasa, ha det A # 0, és ekkor a megoldas

AQ =

matrix determinénsa.

~ det Ay o det A,
T odetA’ TP detA

X1

A megoldas kiszamitasanak ezen modjat Cramer-szabalynak nevezziik.

A tovabbiakban a determinans fogalmat kiterjesztjiik nagyobb méretd matrixokra,
és latni fogjuk, hogy a Cramer-szabaly nagyobb méretd linearis egyenletrendszerekre is
alkalmazhato.

Tekintsiik az

a1171 + a12%2 + a13T3 = by
9171 + GooTo + 233 = by (7)
az1x1 + asze®s + agsrs = b

linearis egyenletrendszert. Ennek egyiitthatomatrixa az

a1; a2 Qi3
. 3x3
A = 921 Q929 Q93 < ]R, (8)

31 Aazz ass
matrix.

6.6 Definicié. Az ajjazass + a12a23a31 + G21a32013 — 13022031 — Q11023032 — Q12021033
szamot az (8) mdtriz determindnsanak nevezzik (harmadrendd determindns). Jelolése:
aixz aiz Az

|A|, det A vagy | as1 ase aos

a31 aszz2 G33

6.7 Megjegyzés. A definicioban szerepld hat tagi dsszeg a vektoridlis és a vegyes szorzat

Descartes-koordindtds alakjandl mdr ldtott modon szdmitodik az A mdtriz elemeibdl.
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Az ismeretlenek kikiiszobolésével itt is megmutathatd, hogy a (7) egyenletrendszernek

pontosan akkor létezik egyértelmi megoldasa, ha det A # 0, és a megoldas:

. det A1 . det A2 . det Ag
T qet A T dA BT detAl

ahol A; (i = 1,2,3) az a matrix, amelyet A-bol ugy kapunk, hogy az i-edik oszlopat
kicseréljiik b-re, pl.
ain by ais
Ay = | az by ass

as; bz ass

A Cramer-szabaly tehat itt is érvényes. Ha det A = 0, akkor nincs egyértelmii megoldas

(nincs megoldas vagy végtelen sok van.)

6.2. n-edrendii determinansok

Vegyiik észre, hogy a 3 X 3-as matrixok determinansa 0sszerakhatd 2 x 2-es determinan-

sokbol:

Q22 A23 a1 Qa3 Q21 A22

det A = aiq -

—ais - + a3 -

32 A33 ag1 ass az1 as2

Azt mondjuk, hogy a determinanst kifejtettiik az elsé sor szerint. Ez altalanosabban is

igaz: Legyen i egy tetszdleges index (i € {1,2,3}). Ekkor
3
det A= ay-(=1)"7 - |Ayl,
j=1

ahol |A;;| annak a matrixnak a determinansa, amelyet A-bol ugy kapunk, hogy az a;;
elemet tartalmazo sort és oszlopot elhagyjuk. (A determinéanst kifejtjiik az i-edik sor
szerint.) Itt |4;;| neve: az a;; elemhez adjungalt aldeterminéns. Az (—1)"7-|A;;| kifejezést
elGjeles adjungalt alderemninansnak nevezziik, és erre az |A;;|* jelolést fogjuk alkalmazni.
Megjegyezziik, hogy nemcsak barmelyik sor, hanem barmelyik oszlop szerint is kifejthetd
a determinéns.

Ez az eljaras, amellyel a harmadrendii determinans kiszamitasat visszavezetjiik méa-
sodrendti determinansok kiszamitasara, lehetGséget ad az n-edrendd determinéns értel-
mezésére, ahol n € IN tetszdleges. (Nyilvanvaloan, egy n-ed rendii determinans n! tagi

Osszegbdl all.)
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6.8 Definici6. Az A € R™™ mdtriz determindnsdnak nevezzik a
j=1

szamot, ahol i € {1,2,... ,n} tetszdleges sorinder.

A fenti képletben az A;; matrix (n—1) x (n—1)-es. (Belathato, hogy valoban tetszdleges
sorindexet valasztva ugyanahhoz a szamhoz jutunk, tehat értelmes a definici6. S6t, oszlop
szerint kifejtve is ugyanahhoz a szamhoz jutunk.)

A determinanst csak négyzetes matrixokra értelmezziik. Tetsz6leges matrixnak vannak

viszont aldeterminansai.

6.9 Definicié. Az A € R™" mdtriz k-adrendi aldetermindnsdnak neveziink minden
olyan k-adrendid determindnst, amelyet ugy kapunk, hogy az A mdtrizbol kivdlasztunk
k darab sort és k darab oszlopot (k < min(m,n)), és az ezek keresztezddéseiben lévd

elemekbdl osszedllitott mdtrixz determindnsdt képezziik.

6.2.1. A determinans tulajdonsagai

Tetsz6leges A € IR™*™ matrixok determinanséara igazak a kovetkezs tulajdonsagok.

1. det A = det AT, vagyis a transzponilassal nem véltozik meg a matrix determininsa.
Biz.: det A-t az i-edik sor és det AT-t az i-edik oszlop szerint kifejtve ugyanazt
kapjuk.

2. Ha az A matrix valamely sora vagy oszlopa csak nullakat tartalmaz, akkor det A = 0.

Biz.: Ha a csupa nulla sor vagy oszlop szerint fejtjiik ki a matrixot, nullat kapunk.
3. Két sor felcserélésével a determinans elGjele ellentétesre valtozik.

4. Két egyforma sort tartalmazé métrix determinansa 0.
Biz.: Tegyiik fel, hogy az A matrix i-edik és j-edik sora egyenld, ¢ # j. Cseréljiik
fel ezt a két sort, ekkor a determinans — det A lesz. Egyenl6 sorokat cseréltiink fel,

ezért a determinans nem valtozott, azaz —det A = det A. Ez csak ugy lehet, ha
det A = 0.

5. Ha egy sor (oszlop) minden elemét megszorozzuk ugyanazzal a A € IR szaimmal,

akkor a determinans a A-szorosara valtozik.

6. Ha a matrix egyik sora (oszlopa) el6all egy méasik sor (oszlop) szamszorosaként,

akkor a matrix determinénsa 0.
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7. Ha A valamelyik sora (oszlopa) a tobbi sorok (oszlopok) linearis kombinacioja, akkor
det A = 0.

8. A determinans nem valtozik, ha valamely soranak (oszlopanak) minden eleméhez
hozzéadjuk egy masik sor (oszlop) szamszorosét.

Pl.
1 2

7 8

1 2
7T+1 842

1 2
8 10

9. A, B € R™™ esetén det(A - B) = det A - det B.

6.2.2. Specialis matrixok determininsa

o Az | ¢ IR™*" identitasméatrixra det! = 1.

e Diagonélis és haromszogmatrixok determinansa a fGatlobeli elemek szorzata.

6.3. Az inverz matrix létezésének feltétele és elemeinek megadasa

A determinans segitségével meg tudjuk hatarozni egy matrix inverzének elemeit. (Erre
szitkségiink lesz a linearis egyenletrendszerek megoldasanak felirasakor.) Ezért ebben az
alfejezetben ezzel a kérdéssel foglalkozunk.

Lattuk, hogy egy A € IR™™ maétrix pontosan akkor invertilhato, ha létezik olyan
X € R™™, amelyre A- X =1 és X - A = 1. X helyett az A~! jelolést alkalmazzuk.
Konnyen meggondolhato, hogy ha A-nak létezik inverze, akkor az egyértelmii. Tegyiik fel
ugyanis, hogy A-nak két inverze is létezik, A~ és A~'. Ekkor

A At =1
Szorozzuk meg az egyenldség mindkét oldalat balrél a mésik inverzzel, azaz A~ -gyel:
AT A AT =4 L

A jobb oldalon A~! 4ll, ugyanis az identitasmatrixszal tetszéleges M € IR™ ™ matrixot
szorozva (barmilyen sorrendben) M-et kapjuk. A bal oldalon A1~ A-A~' = (A~1. A) .
A l1=T-A1= A1 Ebbsl A = A~!, vagyis a két inverz matrix nem lehet kiilonbozo,
csak egy inverz matrix létezik.

Eddig nem foglalkoztunk azzal a kérdéssel, hogy mikor létezik A1,

6.10 Definicio. Az A € R™" mdtrizot szinguldrisnak nevezziik, ha det A = 0, és requ-
larisnak, ha det A # 0.
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6.11 Allitas. Szinguldris mdtriznak nem létezik inverze.

Biz.: Ha létezne inverze, akkor a determinans 9. tulajdonsiga miatt det A - det A=! =
det(A- A7') = det I = 1 lenne, de ha det A = 0, akkor ez nem lehetséges.
Megmutatjuk, hogy ha A regularis, akkor létezik A~L, és meg is adjuk az elemeit.

6.12 Definicié. Legyen A € R™™. Jeldlje A* = (aj;) azt az n X n-es mdtrizvot, amelyre

aj; = |Aul*. Eat az A* mdtrizot az A matriz adjungdlt matrizinak nevezzik.

VY S VL S 7 WO
A* — [Apl® [Anl® ..o [Aul*
7 S e 7 0 R 7 W £

6.13 Allitas. Az A mdtriznak és az A* adjungdlt mdtriznak a szorzata olyan diagondl-

mdtriz, amelynek fddtlobeli elemei az A determindnsdval eqyenldk, azaz

det A 0 . 0
AoA = A A 0 detA 0
) ) ) 0
0 . 0 detA

Biz.: Végezziik el a métrixszorzast! A szorzatmatrix i-edik soraban és j-edik oszlopaban

n
cij = aw|Agl*
k=1

a

szam all.

e Ha i = j, akkor ¢;; := > ,_, ai|Ai|*, ami egyenls det A-val, mivel ez az Osszeg

éppen az A méatrix determinansanak az i-edik sor szerinti kifejtése.

e Ha ¢ # j, akkor ¢;; = 0, ugyanis ekkor a ¢;; Osszeg azon matrix determinansa-
nak a kifejtése, amelyet A-bol ugy kapunk, hogy a j-edik sordba az i-edik sorat
tessziik. Ennek a matrixnak i-edik és j-edik soraban megegyeznek az elemek, ezért

a determinansa nulla.

6.14 Kovetkezmény. Ha det A # 0, akkor fenndll az

1 * 1 * _
detA.A'A _detA.A A=l
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egyenldség, amelybdl azonnal ldthatd, hogy A-nak létezik inverze, és

[A|t A |t [Ani|*
det A det A : det A
|A12|*

A—l — det A
|A1n|* |Ann|*
det A . : det A

Tehdt A~' i-edik sordban az A mdtriz i-edik oszlopdban lévd elemekhez tartozd eldjeles

adjungdlt aldetermindnsok dlinak, det A-val osztva.

Ha A € IR?*?, akkor az adjungalt matrixat egyszert felirni. Szamitsuk ki Altalinosan az

adjungalt marix elemeit. Legyen

A:

aip a2
a1 a2
Az adjungalt aldeterminansok 1 x 1l-es matrixok determinénsai lesznek. Az 1 x l-es

matrixok a valés szamok, az ilyen méatrix determinansa sajat maga. Ennek megfelelGen

az adjungalt matrix elemei:

ay, = |z411|jE = (—1)1+1|CL11| = 22
ajy = [An|* = (=1)*an| = —a1
ayy = [Ap[F = (=1)'"*?|ap| = —an
U39 = |A22|jE = (—1)2+2|CL22| = an

Tehat az adjungalt métrix:

A* =

Q22  —dAi2 ]

—Q21  a11

Azt vehetjiik tehat észre, hogy a 2 X 2-es A matrix adjungalt matrixat gy irhatjuk
fel, hogy megcseréljiik a fatloban 1évé szamokat, a masik kettét pedig az ellentettjére

valtoztatjuk.

6.4. A Cramer-szabaly

Megmutatjuk, hogy a Cramer-szabaly n X n-es matrixa linearis egyenletrendszerek meg-
oldasara is alkalmazhat6, amennyiben az egyiitthatoméatrix regularis.
Korabban bevezettiik a linearis egyenletrendszerek roviditett jellésmodjat. Ennek

alapjan egy n X m-es méatrixa lineéris egyenletrendszer az
Ax =10 (9)
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alakba irhato, ahol A € IR™*", és x,b € IR".
Tegyiik fel, hogy az A matrix regularis, azaz det A # 0. Ekkor a korabbiak értelmében

létezik A~1. Szorozzuk meg az (9) egyenletet balrol az A~! matrixszal! Igy az
z=A"

egyenlethez jutunk.
A jobb oldalon all6 vektor j-edik elemét (j =1,2,...,n) az

‘An]":tb 1

det A" detA

~ det A

!A1j|ib N | Agj|*

Ay[Eby + . 4 A
det A ! det A (| 1]| b1 + +| n]| bn)

b2—|——|—

Osszefiiggés adja meg, azaz a j-edik ismeretlen elGall

. det Aj
~ det A

Lj

alakban.

Osszefoglalva, ha a linearis egyenletrendszerben az egyiitthatométrix négyzetes (tehat
ugyanannyi egyenlet van, ahany ismeretlen), és regularis az egyiitthatoméatrix, akkor az
egyenletrendszernek l1étezik egyetlen megoldasa, és az felirhato a Cramer-szabaly segitsé-

gével determininsok hanyadosaként.

7. A linearis algebrai egyenletrendszerek altalanos el-

mélete

Az el6z6 fejezetben bevezettiik a linearis algebrai egyenletrendszerekkel kapcsolatos leg-
fontosabb alapfogalmakat. A linearis egyenletrendszerek megoldasarol azonban még kevés
sz6 esett: csak négyzetes matrixi egyenletrendszer megoldaséaval foglalkoztunk, és csak
az egyértelmi megoldas létezésének feltételét fogalmaztuk meg. Ebben a fejezetben va-
laszt kapunk arra a kérdésre, hogy egy tetszéGleges linearis egyenletrendszerrél hogyan

donthetjiik el, hogy megoldhaté-e vagy sem, és ha megoldhat6, hany megoldasa van.

7.1. A matrix rangja

A matrix rangjanak a fogalma a linearis egyenletrendszerek megoldhatosaganak vizsgala-

taban lesz segitségiinkre.

7.1 Definicié. Az A € R™*" mdtriz rangjan az eqymdssal linedrisan fiiggetlen rendszert

alkotd oszlopvektorok mazimdlis szimdt értjik a mdtrizban. Jeldlése: rang(A).
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Pl. mennyi a rangja a kovetkez6 matrixoknak?

1 00 100 110
A=1010 B=1001 C =
0 01
001 000

Az A matrix harom oszlopvektora linearisan fiiggetlen rendszert alkot, ezért rang(A) = 3.
A B matrixban a harom oszlopvektor dsszefiiggs (koztiik van a nullvektor), ezért a rang
csak 3-nal kisebb lehet. Az (1,0,0) és a (0,0, 1) oszlopvektor linearisan fiiggetlen, ezért a
rang 2. A C' matrixban az (1,0) és (0, 1) oszlop linearisan fiiggetlen, a harom oszlopvektor
azonban mar linearisan Osszefiiggs, igy rang(C) = 2.

Nyilvanvaloan, ha A = 0 (nullmétrix), akkor a rangja 0.

A rangot a legtobb esetben nehéz a fenti definicié alapjan kiszamitani. Ezért hasznos
a kovetkezd tétel, amely lehetévé teszi, hogy egy matrix rangjat az aldeterminansainak a

vizsgalataval hatarozzuk meg.

7.2 Tétel. (Mdtrizok rangszamtétele)
Az A € R™" mdtrizban a legmagasabb rendd nemnulla aldetermindns rendje eqyenld az

A rangjdval.

Biz.: Jelolje r a legmagasabb rend( nemnulla aldeterminans rendjét. (Ez azt jelenti,
hogy a matrixban taladlhat6 olyan r X r-es aldeterminans, amelynek az értéke nemnulla,
de minden anndl nagyobb méretii aldeterminansa nulla.) Az egyszeriiség kedvéért tegyiik
fel, hogy az egyik ilyen r-edrendii aldeterminans a méatrix bal fels6 sarkdban foglal helyet.
(A bizonyitas menetébdl lathato, hogy ez nem jelenti az altalanossag megszoritasat.)
Jelolje ezt a nullatol kiillonbo6z6 aldeterminénst D. Abbol, hogy D # 0, kovetkezik,
hogy a matrix els6 r oszlopa linearisan fiiggetlen. (Ha ez nem lenne igaz, akkor a D
aldeterminans oszlopai is linearisan osszefiiggdk volnanak, és ekkor D = 0 lenne.)
Legyen [ € {r +1,...,n} tetsz6leges index, és mutassuk meg, hogy az l-edik oszlop
kifejezhets az els6 r oszlop lineéaris kombinaciojaként. (Ez éppen azt jelenti, hogy a rang

r.) Legyen i € {1,2,..., s} tetsz6leges index, és jelolje A; a

a1 . . Qi Gy
A; =

ar1 - . Qpp Gy

Qi1 - . Qe Qg
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determinanst. Ennek értéke nulla, ugyanis

—ha i > r, akkor A; az A méatrix (r + 1)-edrendii aldeterminénsa, amirél feltettiik, hogy
nulla;

— ha pedig i < r, akkor A; két sora egyenld.

Fejtsiik ki a A; determinanst az utolso sora szerint. Irjuk fel el6szor a kifejtésben szerepls

elgjeles adjungalt aldeterminénsokat:

an - aij-1 Q41 - G107
B )4 . . . . . .
|Aij| = (=1)rHDH Li=1,...,m

Ar1 - Qrj—1 Grj41 - QppQyp

|Ag| = (=1)20*Y . D =D.

Mivel az |A;;|, j =1,...,r Osszegek fiiggetlenek i-t6l, ezért |A;;| helyett alkalmazzuk az
|Agj)| jelolést. Igy a A; determinans felirhato a

A = ain| Al + @i Al + - - + air| A + aaD

alakban. Ebbdl, felhasznalva, hogy D # 0, az

Al A | A
D

;9 Ce Qi
D D

Qi =

Osszefiiggést nyerjiik. Mivel az itt szerepld egyiitthatok i-t6l fiiggetlenek, ezért az egész

_Hal el _HAwl

[-edik oszlop az elsG r oszlop T T D

egyiitthatokkal vett linearis kom-
binécioja.

A bizonyitasbol latszik, hogy ha talaltunk egy r-edrendd nemnulla aldeterminénst, és
az ezt tartalmazo (r+1)-edrend aldeterminansok mar mind nullak, akkor a matrix rangja
r. Ezért a matrix rangjat gy szamitjuk ki, hogy az alacsonyabb rendii aldeterminansoktol

a magasabb rendiiek felé¢ haladunk.

7.3 Megjegyzés. A rangszamtételbdl és abbol, hogy a mdtriz transzpondldsdval nem vdl-
toznak meg az aldetermindansai, kovetkezik, hogy a rang definiciojaban oszlopvektorok he-
lyett sorvektorokat is irhatunk. (Vagyis a linedrisan figgetlen oszlopvektorok mazimdlis

szdma mindig pontosan eqyenld a linedrisan figgetlen sorvektorok mazimdlis szamdval.)

Mindezekbdl kovetkezik, hogy egy méatrixnak nem lehet nagyobb a rangja, mint ahany
sora és ahény oszlopa van, azaz rang(A) < min{m,n}. Egy 2 x 3-as méatrixnak példaul

legfeljebb 2 lehet a rangja, egy 5 x 3-asnak legfeljebb 3, és egy n X n-esnek legfeljebb n.
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7.2. Linearis egyenletrendszerek megoldhat6saga

Ebben az alfejezetben megfogalmazzuk, hogy mi annak sziikséges és elégséges feltétele,
hogy egy linearis egyenletrendszernek létezzen megoldésa.
Tekintsiik az
Az =b, Ac R™", ze€R", be R"

linedris egyenletrendszert.

7.4 Definici6é. Az
a1 a2 . ap, b

Ab = . ' (10)

ami - - Qmn bm

mdtrizot a (10) linedris egyenletrendszer kibdvitett mdtrizdinak nevezzik.

Mivel ezt a matrixot az A matrixbol ugy kaptuk, hogy egy oszloppal kiegészitettiik, ezért
vagy megegyezik a két matrix rangja, vagy a kibdvitett matrixé eggyel nagyobb, mint az
egyiitthatomatrixé.

A 16 tételiink elGtt belatunk egy segédtételt.

7.5 Lemma Ha az ay,...a, vektorok mazimdlis elemszdmii linedrisan figgetlen rendszert

alkotnak az {ay, . ..a,, ..

kifejezhetd az ay, . . . a, vektorok linedris kombindcidjaként.

., a, } vektorhalmazban, akkor az Qpits - - - Gy, vEKtOTOR Mindegyike

Biz.: Legyen j € {p +1,...,n} egy tetszGleges index. Mivel {a;,...a,} maximélis
elemszami linearisan fiiggetlen rendszer, ezért az {a,,...a,, a;} rendszer mar linearisan
osszefliggs. Ez azt jelenti, hogy léteznek olyan, nem mind nullaval egyenld oy, ... a,, o
szamok, amelyek mellett

ara; + ...+ opa, + aja; = 0.

Ekkor azonban az «; egyiitthatéonak kiilonboznie kell nullatol, mert o; = 0 esetén a
linedrisan fiiggetlen ay,...a, vektorok koziil az egyik nemnulla egyiitthatoval szerepelne
a nullértéki linearis kombinacioban, ami ellentmondas. Tehét a; # 0, azaz a; kifejezhets

a tobbi vektor linearis kombinéci6jaként:

(05} ap

7.6 Tétel. (Kronecker—Capelli-tétel)
A (10) linedris egyenletrendszernek pontosan akkor létezik megolddsa, ha rang(A) =

rang(A,).
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Biz.: Jelolje az A egyiitthatomatrix i-edik oszlopat a;. Azt kell belatnunk, hogy az egyen-
letrendszernek pontosan akkor létezik megoldéasa, ha az {a,,...qa,} és az {a,,...qa,,b}
vektorhalmazban azonos a linearisan fiiggetlen vektorok maximaélis szama. A bizonyitas
két részbol All.

1. (=) Tegyiik fel, hogy létezik megoldas. Ekkor b= >"" , Nja;, ahola \;, i=1,2,...,n
rendszer az egyenletrendszer valamely megoldasa. Tegyiik fel, hogy az A méatrixban leg-
feljebb p darab oszlop alkot linearisan fiiggetlen rendszert, pl. az a,,...a, vektorok.
Ekkor az el6z6 lemmabdél kovetkezik, hogy A fennmarado oszlopai mind elGallnak az
ay, . ..a, vektorok linearis kombinaciojaként. Mivel b = Z?:l x;a; alaku, igy b is eld-
all az a,, ...a, vektorok linearis kombinaciojaként. Ez azt jelenti, hogy az {a,,...a,,b}
vektorhalmaz linearisan Osszefiiggd, igy nem tartalmaz tSbb linearisan fiiggetlen vektort,
mint az {a,,...a,} halmaz.

2. (<) Tegyiik fel, hogy rang(A) = rang(A;). Megmutatjuk, hogy ekkor az egyenletrend-
szernek létezik megoldasa.

Jelolje az {a,,...a,} és az {qa,,...qa,, b} vektorhalmazban linearisan fiiggetlen rendszert
alkot6 vektorok kozos maximalis szamat p. Ha az a,, ..., vektorok kozdtt {a,,...a,} li-
nearisan fiiggetlen, akkor, mivel az {a,, ...a,, b} rendszerben sincs tobb fiiggetlen vektor,

b az el6z6 lemma értelmében elGéll b = aja; + ... + apa, alakban. Ekkor a
b:algl—l—...+0ngp+0-ozp+1+...+O-gn

egyenlGség is fennall, ami azt jelenti, hogy az ay,...,0,,0,...,0 szamok kielégitik az

egyenletrendszert.

A Kronecker—Capelli-tétel csak a megoldas 1étezésérdl szol, a megoldasok szamardl nem.
Vizsgéljuk meg, hogy mitdl fiigg a megoldasok szama!

Legyen rang(A) = rang(A,) = r. Ekkor az A és az A, matrixban egyarant r darab li-
nearisan fliggetlen sor van, ami egyben azt is jelenti, hogy az egyenletrendszerben csak
r darab egyenlet fiiggetlen egyméstol; a maradék m — r darab egyenlet nem jelent 1j
feltételt, és ilyen értelemben felesleges. Az m darab egyenletbdl allo (10) rendszer tehat
helyettesithets egy r darab egyenletet tartalmazo

a11r1 +aprs + ... Far, = b
9121 + Ao2x3 + ... + agpx, = b

(11)
1Ty + @pao + ...+ appx, = b,
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alaku egyenletrendszerrel. Elegend6 ennek a megoldasait meghatarozni.

Nyilvanvaloan r legfeljebb az ismeretlenek szaméaval egyenls, azaz r < n. A (11) megol-
dasainak szamat illetGen két eset lehetséges:

— Ha r = n, akkor a (11) rendszerben ugyanannyi egyenlet van, mint ahany ismeretlen,
és az egyiitthatomatrix determindnsa nemnulla, kdvetkezésképpen az egyenletrendszernek
létezik megoldasa, és a megoldas egyértelmri.

— Ha r < n, akkor tegyiik fel, hogy a nemnulla r-edrendii aldeterminéns példaul az elsé r
darab ismeretlen egyiitthatoibol all. Vigyiik at a jobb oldalra az x,,4, ..., z, ismeretlene-
ket tartalmazo tagokat, és adjunk az x,.1, ..., z, ismeretleneknek tetszéleges ¢, 1,..., ¢,

értékeket. Igy az

1171 + @122 + ...+ apT, = by — Q1 pp1Crpr — o — QInGy
2121 + A2T2 + ...+ ATy = by — A2y p1Crqp1 — ... — Q2pCy
(12)
Ap1 Ty + QT + ...+ AppTy = by — Qpr41Cr41 — « - - QrpCp
egyenletrendszerhez jutunk, és ennek mar létezik egyetlen z4,..., x, megoldasa. Ezek a
tetszélegesen megvélasztott ¢, .1, ..., c, paraméterek fiiggvényei, ezért ebben az esetben

végtelen sok megoldas van.
Vegyiik észre, hogy mas eset nem lehetséges, tehat ha megoldhaté a lineéris egyenletrend-
szer, akkor vagy egy megoldasa van, vagy végtelen sok megoldasa van.

A fenti eredményeket a kovetkezGkben foglalhatjuk Gssze.
e Ha rang(A) # rang(A,), akkor az egyenletrendszernek nincs megoldésa.

e Ha rang(A) = rang(A,) = n, azaz a kozos rang egyenl$ az ismeretlenek szamaval,

akkor az egyenletrendszernek egyértelmd megoldasa van.

e Ha rang(A) = rang(A,) < n, azaz a kozos rang kisebb az ismeretlenek szamanél,

akkor az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van.

7.3. Homogén linearis egyenletrendszerek

Tekintsiik az
Ar =0, Ac R™", zeR" be R" (13)

homogén linearis egyenletrendszert.
A Kronecker—Capelli-tételbdl kovetkezik, hogy (13) mindig megoldhat6, mivel a 0 oszlop

hozzavétele nem novelheti a métrix rangjat. Konnyen lathato az is, hogy az 1 = z9 =
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. = z, = 0 szdmok mindig kielégitik az egyenletrendszert; ez az egyenletrendszer un.
trivialis megoldasa.
Legyen az A matrix rangja 7.
Ha r = n, akkor az el6z6 fejezet értelmében egyetlen megoldéas van, azaz csak a trividlis
megoldés 1étezik.
Ha r < n, akkor végtelen sok megoldas van, vagyis ekkor léteznek nemtrivialis megoldasok
is.
Specidlisan, n egyenletbdl all6 n ismeretlenes homogén linearis egyenletrendszernek pon-
tosan akkor létezik nemtrivialis megoldasa, amikor det A = 0 (mivel ez azt jelenti, hogy
rang(A) < n). Ha pedig m < n, azaz kevesebb egyenlet van, mint ahany ismeretlen,
akkor rang(A) < n miatt vannak nemtrivialis megoldasok is.

A homogén linearis egyenletrendszerek a kovetkezs specialis tulajdonsagokkal rendel-

keznek:
1. Ha a Ay,...,\, rendszer megoldasa (13)-nak, akkor tetszdleges a € R esetén « -
Ay, - A, is megoldas.

Biz.: Jelolje A a (A1, Mg, ..., An) vektort. Aj,..., A\, megoldasa (13)-nak = A) = 0.
Ekkor tetszéleges a € IR esetén A(a)d) = a(AN) =a-0=0, azaz a- A\y,...a - A\,

is megoldas.

2. Ha A,..ouhn 68 Aiyenny N, s megoldasa (13)-nak, akkor A; + Moo Ay 4+ Ay s

megoldas.
Biz.: Legyen A = (A, Ao, ..., \y) és A = (5\1,5\2,...7~n). Myeoos A 68 Ayonny Ay S
megoldasa (13)-nak = AN =0 és AN=0. = AN+ i) = AN+ AN=0+0=0.

3. A fentiek kovetkezménye, hogy egy homogén lineéris egyenletrendszer megoldasai-

nak tetszéleges linearis kombinécidja is megoldasa az egyenletrendszernek.

7.4. Kapcsolat a homogén és az inhomogén linearis egyenletrend-

szerek megoldasai kozott

Tekintsiik az
Ar=b, AcIR™" ze€R", be R" (14)

linearis egyenletrendszert. Kapcsolatot keresiink ezen inhomogén rendszer és az A egyiitt-
hatomatrixu
Az =0 (15)

homogén rendszer megoldéasai kozott.
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7.7 Allitas. A (15) egy tetszileges megolddsdinak és a (14) egy tetszdleges megolddsdnak
dsszege megolddsa (14)-nek.

Biz.: Legyen \i,...,\, megoldasa (14)-nek, pq,...,u, pedig (15)-nek. Ekkor a A =
(AL, An) és b= (.- -, ) jeloléssel AN =bés Au=0. = AA+p) = AN+ Ap =
b+0 = b, vagyis a A+ u vektor elemei, a A\ + p1, . .. Ay + 1, sz4mok megoldasa (14)-nek.

7.8 Allitas. (14) barmely két megolddsdnak kiilinbsége megolddsa (15)-nek.

Biz.: Legyenek Ay,..., A\, és Ap, ..., \, megoldésai (14)-nek. Ekkor a A = (Aq,..., \,) és
A= (5\1,...,5\,1) jelléssel AN = b és AN = b. :>A(A—i) =AN—AN=b—b=0 azaz
M= A, A — A megoldésa (15)-nek.

7.9 Kovetkezmény. Az inhomogén linedris egyenletrendszer dsszes megolddsdt megkap-
Juk, ha eqy tetszdleges megolddsdhoz hozzdadjuk a megfeleld homogén rendszer minden

egyes megolddsdt.

8. Gyakorlati médszerek linearis egyenletrendszerek meg-

oldasara

A regularis négyzetes méatrixu linedris egyenletrendszerek egyik megoldasi modszerérsl
mar esett sz6: ez a Cramer-szabaly, amelynek segitségével az ismeretleneket kdzvetleniil
kiszamithatjuk az egyenletrendszer egyiitthat6ibdl és szabad tagjaibol. Ezt a modszert a
gyakorlatban szinte sohasem alkalmazzak, mivel az ismeretlenek determindnsok hanyado-
saiként allnak eld, és a determindnsszamitas — kiilonosen nagymeéretii matrixok esetén —
rendkiviil miiveletigényes. Egy darab n X n-es determinéans kifejtésekor ugyanis, ha csak
az aldeterminansok szamitasigényét nézziik, n! szamu szorzast kell elvégezniink. n = 50
esetén ez 50!, azaz tobb mint 10% darab szorzast jelent. Ennek a szamnak az érzékelteté-
sére végezziink el egy egyszert gondolatkisérletet! Képzeljiink el egy olyan szamitogépet,
amely 10719 méter méreti szamoldegységekbdl all, és a szamolast az elképzelhets legna-
gyobb sebességgel: fénysebességgel végzi. Egy szorzas ideje legyen az az id6, amely alatt

a fény atfut egy szamoloegységen: ez 1/3 - 107'® masodperc. Akkor 10 darab szorzés
1 1
t=~--10""%.10% = = . 10"
3 3 ¢

id6t igényel. Ha az eredményt atszamitjuk évekbe, akkor azt kapjuk, hogy ez az id§ t6bb
mint % 1037 &v!
Az alkalmazasok soran (pl. az idgjaras-elérejelzésben) joval nagyobb méreti egyenlet-

rendszerek is el6fordulnak. Vilagos, hogy ezeket a Cramer-szaballyal lehetetlen realis idén
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beliil megoldani. Ezért a gyakorlatban mas modszerek terjedtek el. Ezek koziil hdrom
alapvetdvel foglalkozunk: a Gauss-eliminacioval, a Gauss—Jordan-eliminéacioval és a fak-
torizacios eljarasokkal. Mindezek az un. direkt modszerek kozé tartoznak, ami azt jelenti,
hogy pontos szamolassal a pontos megoldast kapjuk meg. A masik lehet&ség valamilyen
iteracios modszer alkalmazéasa: a megoldas kozelitését allitjuk el§ egy hozza konvergalo

vektorsorozat segitségével.

8.1. Kikiisz6bolési (elimindcioés) modszerek

A kikiiszobolési eljarasok azon az észrevételen alapulnak, hogy egyes specialis egyenlet-
rendszerek konnyen megoldhatok. A legegyszeriibb eset az, amikor az A egyiitthatématrix

diagonalis. Tekintsiik példaul az

51‘1 = 10
2$2 = 4
3.773 = -1
egyenletrendszert. Ebben az esetben
5 0 0 10
A=10 20 és b= 4 |,
0 0 3 -1

és az ismeretlenek az egyenletekbdl kozvetleniil kifejezhetGk:

xry =

(NI NV}

To =

r3 = —3.

W=

Ha az egyiitthatomatrix az identitasméatrix, akkor a jobb oldalon a megoldés all. Konnyt

dolgunk van haromszogmatrixu egyenletrendszerek esetén is. Az

T +2$2 —|—2.Z'3 = 7
4%2 +5$3 = 17
9[L’3 = 27

egyenletrendszer matrixa fels6haromszog-matrix. Az utols6é egyenletbdl kifejezhets az
x3 ismeretlen: x3 = 27/9 = 3. Ezt behelyettesitjiik a masodik egyenletbe, és kifejez-
ziik xo-t: my = 1/2. Végiil x1 az els§ egyenletbdl adodik xs és x3 behelyettesitésével:
x1:7—2~3—2~%:0.
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Legyen Ax = b négyzetes matrixi egyenletrendszer, ahol A se nem diagonalis, se nem
haromszogmatrix. A kikiiszobolési eljarasok lényege, hogy a rendszert atalakitjuk harom-
szOogméatrixa vagy diagondlmatrixt rendszerré. Az atalakitas ekvivalens atalakitast jelent,

azaz olyat, amely nem valtoztatja meg az egyenletrendszer megoldasat. Igy példaul
1. egyenleteket felcserélhetiink;
2. egyenleteket barmilyen nullatol kiilonb6z6 szammal szorozhatunk;
3. barmelyik egyenlethez hosszdadhatjuk egy méasik egyenlet tetszéleges szamszorosat.

A kovetkezSkben két kikiiszobolési eljarast ismertetiink.

8.1.1. Gauss-eliminacio

A Gauss-eliminédcié soran az egyenletrendszert az el6zé részben ismertetett 1., 2. ill.
3. miveletek segitségével felsGharomszog-métrixi rendszerré transzformaljuk. Ehhez cél-
szert az egyiitthatokat és a szabad tagokat tablazatba foglalni, és az atalakitasokat ezen a
tablazaton nyomon kovetni, hiszen az ismeretleneket f6lésleges minden egyes lépésben ki-
irnunk. Az elemek nullara transzformélasa sorén feliilr6l lefelé és balrdl jobbra haladunk.
Igy elkeriilhetjiik, hogy mar lenullazott elem tjra feltsltédjon.

Alkalmazzuk ezt a modszert a

2331 +x9 +xr3 =
I +3l‘2 +2l’3 =
T +2.T2 +2I3 =

egyenletrendszerre! Készitsiik el a egyiitthatok és a szabad tagok tablazatat:

21 1/4
1 3 2|6
1 2 2|5

Lépések:
1. Elgszor a bal fels6 elem alatti szamokat transzformaljuk nullara. Ehhez a 2. ill. a 3.

egyenletbdl kivonjuk az els6 egyenlet %—szeresét:

2 1 1|4
0 5/2 3/2|4
0 3/2 3/2|3
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2. A f64atlo alatt méar csak egy nemnulla elem van: a 3. sor 2. eleme. Ezért a 3. sorbol

kivonjuk a 2. sor %—sz'drését:

2 1 1] 4
0 5/2 3/2| 4
0 0 3/5[3/5

Tehat a megoldand6 egyenletrendszer ekvivalens a

200 +wy Hx3 = 4
5 3 _

5%2 +§I3 = 4

3 — 3

503 = 3

egyenletrendszerrel. Ebbdl az ismeretleneket alulrél folfelé kikiiszobolve az
x1:17 ,%'2:17 x3:1
megoldashoz jutunk.

Ha egy egyenletrendszernek tobb megoldasa is van, akkor a rendszert megoldani annyit je-
lent, mint meghatarozni az 6sszes megoldasat. A kovetkezd egyenletrendszernek végtelen

sok megoldésa van. Hatarozzuk meg az 0sszes megoldésat a Gauss-eliminacié technikajat

alkalmazva!
T +x9 4313 1
2]31 +6LL’2 —T3 = 6
3(]31 +7.CL'2 +2$3 =7
Megoldds:

w
—_
[—Y
w
—_

16 | =@-W2 1 g 4 74

2|7 37 2|7
11 3|1 11 3|1

=3 g 4 74 | 5B 0 4 7]y
04 -7]4 00 00

Az utolso el6tti 1épésben megjelend két egyforma sor mar mutatja, hogy az egyenletek
nem voltak fliggetlenek egyméastol. Ha a harmadik egyenletbdl kivonjuk a méasodikat, egy
csupa nulla sort kapunk. Ez a 0x; + 0ze + Ox3 = 0 egyenletnek felel meg, amelynek min-
den szamharmas eleget tesz. Az eredeti egyenletrendszer tehat ekvivalens egy olyannal,

amely csak két egyenletbdl 4ll. Ennek végtelen sok megoldasa van. Ezeket felirhatjuk
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pl. a kovetkezGképpen: legyen 3 = p € IR tetszGleges. A maradék ismeretlenek értéke
természetesen mar fligg ettél a p paramétertsl: az xo-t a mésodik egyenletbdl hataroz-

hatjuk meg: zo = 1+ ;;pa végiil az els§ egyenletbsl meghatarozhato az elsé ismeretlen:

r, = —%p. Tehat az egyenletrendszer Gsszes megoldasat a kovetkezGképpen adhatjuk
meg: 19 .
T, = —Zp, To =1+ Zp, x3=p, p € R tetszbleges.

Megjegyezziik, hogy a Gauss-eliminacié technikija nem csak négyzetes matrixi egyenlet-
rendszerekre alkalmazhat6, hanem tetszéleges lineéris egyenletrendszerre. Az atalakitasok

soran arra torekedjiink, hogy az azonos sor-és oszlopindext elemek alatt nulldk legyenek.

8.1.2. Gauss—Jordan-eliminacio

Ez a modszer olyan négyzetes matrixi egyenletrendszerekre alkalmazhatd, amelyekben
az egyiitthatomatrix determinansa nem nulla (egyértelmi megoldas van). Ennél az el-
jarasnal a Gauss-féle kikiiszobdlés lépései utan a tablazat atalakitasat tovabb folytatjuk
egészen addig, amig az egyiitthatomatrix helyén az identitdsmatrixot nem kapjuk. Ekkor

a szabad tagok helyén leolvashaté a megoldas.

Pl. Az el6z6 1. példaban szerepld egyenletrendszert oldjuk meg a Gauss—Jordan-féle
eljarassal.
Megoldds: A Gauss-eliminacié lépései utan tovabb folytatjuk az egyenletrendszer atalaki-

tasat. A lépéseket a kovetkez6 tablazatok mutatjak:

1 1|4 2 1 1|4

5 3 (3)3 (2)3 3|8
00 2|2 00 1|1 |
2 1 1|4 2 1 03
—(2)-6)3 0[1 =16 1o 1 0]1
0 1)1 00 1|1

2.0 0|2 1001

== g 1 o1 [ M2 10 1 01
00 11 00 11

Az utolso résztablazat jobb oldali oszlopa szerint az Gsszes ismeretlen 1-gyel egyenld.
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8.1.3. Matrixinvertalas Gauss- és Gauss—Jordan-eliminacidval

A Gauss- és a Gauss—Jordan-féle eljaras méatrixinvertalasra is alkalmazhaté. Legyen
A € R™™ olyan négyzetes matrix, amelyre det A # 0 (lattuk, hogy az ilyen matri-
xoknak létezik inverziik). Keressiik azt az X € IR™™ matrixot, amely kielégiti AX = I
matrixegyenletet. Az egyenlet X megoldasa nem més, mint a keresett A~! inverz matrix.

Vezessiik be az

Tng

jelolést a keresett matrix i-edik oszlopvektorara. Az A matrixszal megszorozva az x;
oszlopvektort, az AX = I szorzatmétrix i-edik oszlopéat kell megkapnunk, vagyis az e; €
IR"™ oszlopvektort. (Itt e, jeloli azt az IR"-beli vektort, amelynek i-edik eleme 1, a tobbi
nulla.) A feladat tehat az n darab

Az, =e, 1=1,2....n

egyenletrendszer megoldasa. Mivel ezek egyiitthatomatrixa kozos, ezért a Gauss- és a
Gauss—Jordan-eliminaci6 esetén is mind az n egyenletrendszerben ugyanazokat az atala-
kitasokat végezziik el az A matrix elemein. Ezért célszeri az n db egyenletrendszert
egyszerre megoldani, azaz a tablazatba mind az n db jobb oldalt belefoglalni. A Gauss-
eliminaci6 alkalmazésakor a bal oldali n x n-es blokkot fels6haromszog-matrixava alakit-
juk, és ezutan mind az n jobb oldallal visszahelyettesitiink. A Gauss—Jordan-eliminacio
esetén a bal oldalt az identitasmatrixsza transzformaljuk, ekkor a megfelel6 atalakitasok

nyoméan a jobb oldali blokkban magat az inverz matrixot kapjuk meg.

2 -4
-8 6

PlL. Invertaljuk az

matrixot!

Megoldds: 1. Gauss-eliminacioval

-8 6 |0 1 0 —10

10
4 1
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A jobb oldali els6 oszlophoz a kiovetkez§ egyenletrendszer tartozik:

21'11 — 4.23'21 =1

—10.1'21 =4
Ebb6l z9; = —% és r1] = —13—0. A maésodik oszlophoz tartozo egyenletrendszer a kovetkezd:
2513'12 — 41’22 =0
—101’22 =1
Ebbél 299 = —1—10 és X192 = —%. Tehat a keresett inverz maéatrix:
3 _1
_ Al 10 5
X=A"= R
5 10

2. Gauss—Jordan-eliminacioval: a fenti lépések utan a tablazatot tovabb alakitjuk:

0 1 |-5 -1 0 1 |-5 —1

Lathato, hogy az utols6 lépésben a jobb oldali blokkban az el6bb kiszamitott inverz mét-

rixot kaptuk.
Néhany kiegészités a Gauss- és a Gauss—Jordan-eliminaciéhoz

1. Mindkét eliminaciés modszer miiveletigénye sokkal kisebb, mint a Cramer-szabalyé:
egy n-ismeretlenes egyenletrendszernél a Gauss-eliminécié soran hozzévetélegesen n?/3, a

Gauss—Jordan-eliminacional n/2 darab szorzast (vagy osztast) kell elvégezni.

2. Ha az egyenletrendszer megoldasa soran kerekitiink, az eliminaciét érdemes az un.
féelem-kivalasztassal végezni. Lathattuk, hogy a szabalyos Gauss-eliminacios algorit-
mus soran az aktudlis tdblazat i-edik oszlopdban altaldnos esetben tgy tudjuk nullara
transzformalni az a;; alatti elemeket, hogy az i-edik sort elGszor elosztjuk a;-vel, majd az
igy kapott sor megfelel6 szamszorosat kivonjuk vagy hozzaadjuk a lejjebb 1év6 sorokhoz.
Mivel kis szammal valé osztasnal nagy lehet a kerekitési hiba hatasa, ezért kedvezétlen,

ha az a;; elem kis abszolut értékd. Ennek elkeriilésére szolgal a fGelem-kivalasztas.
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A részleges f6elem-kivalasztas soran megvizsgaljuk, hogy az adott oszlopban a
féatlo alatt van-e a féatlobeli elemnél nagyobb abszolit értéki szam, és ha igen, akkor
sorcserével a fGatloba hozzuk.

Alabb lathatunk egy példat részleges fGelem-kivalasztasra. Miel6tt nulldra transzformal-
nank a 2. oszlopban 1év6 elemeket a f6atlo alatt, felcseréljiik a 2. és a 3. sort. Ezzel a

féatloba keriil az oszlop legnagyobb abszolut értéki f6atlo alatti eleme.

2 6 2| 7 2 3 6 2|7
0 5 4| 1 0 500 5 10| —15
0 500 5 10| —15 0 1 5 4] 1
0o 3 2 5| -9 0 3 2 5| -9

Még jobban csokkentheté a szamitasi hiba a teljes f6elem-kivalasztassal. Ilyenkor a
tablazatnak a fGatlobeli elembdl jobbra és lefelé kiindulod legnagyobb négyzetes blokkja-
ban keressiik a legnagyobb abszolut értékid elemet (f6elem). Ennek f6atloba hozasahoz
esetleg sor- és oszlopcserét is végre kell hajtanunk. Az utébbinél arra kell vigyazni, hogy
megvaltozik az oszlopok szamozasa. (Pl. ha a 4. oszlopot athozzuk a 2. oszlopba, akkor
onnantol kezdve a 2. oszlop az x, ismeretlen egyiitthatoit fogja tartalmazni!)

Alabb lathatunk egy példat teljes féelem-kivalasztasra. Megkeressiik a legnagyobb ab-
szolut értéki elemet a vastagon szedett blokkban. Ezt tgy hozhatjuk a f6atloba, hogy
felcseréljiik a 2. és a 3. sort, majd a 2. és a 4. oszlopot. Mostantol a 2. oszlop tartalmazza

az x4 egylitthatoit, és a 4. oszlop az x, egyiitthatoit.

2 3 6 2 7 2 3 6 2 7 2 6 3| 7
015 4 1 0 5 5 100|-15 0 100 5 5|-15
— —

0 5 5 100| —15 015 4 1 0 5 1] 1
032 5 |-9 03 2 5 |-9 0 5 2 3| -9

Az alabbi példan bemutatjuk a féelem-kivalasztas hatasat a megoldas pontossagara. Te-

gyiik fel, hogy Gauss-elimindcidval szeretnénk megoldani a

0,00031z; +xo =

il —|—l’2 ==

egyenletrendszert. (Elaruljuk, hogy ennek pontos megoldasa (kerekitve) x; = 4,001, o =

2,999.) Alkalmazzuk a Gauss-eliminéciot elszor fGelem-kivalasztasa nélkiil, és mindig
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kerekitsiink négy értékes jegyre:

'0,00031
7 0 —3225

0,00031 1
1 1

3 0,00031 1
]_><2.>—<1.> ! [ ;

3
—9670

Ezzel a
0,00031zy “+zo = 3

3225z = 9670

egyenletrendszerhez jutottunk (a mésodik egyenletet megszoroztuk (—1)-gyel). Ennek
megoldésa négy értékes jegyre kerekitve: x1 = 6,452, xo = 2,998. Vegyiik észre, hogy az

elsG ismeretlen értékét nagyon nagy hibaval kaptuk meg!

J

tablazatbol indulunk ki. Ekkor a megoldas kerekitve z; = 4,002, x5 = 2,998, azaz most
mar z;-et is megfelels pontossaggal kaptuk meg. Es ehhez csak fel kellett cserélniink a

két sort.

Ha f6elem-kivéalasztassal szamolunk, akkor a

0,00031 1
1 1

Pontos szamolasnél a fGelem-kivalasztasnak természetesen nincs jelentGsége.

8.1.4. Felbontasi (faktorizacios) eljarasok

Faktorizaciorol akkor beszéliink, ha egy métrixot két matrix szorzatara bontunk fel. Te-
gyiik fel, hogy az egyenletrendszer A € IR™" egyiitthatématrixa, amelyrél ismét fel-

tessziik, hogy regularis, felirhato
A=B-C, B,CeR™"

alakban. Ekkor az Az = b egyenletrendszer masképpen (B - C)z = b, azaz B(Cz) = b

alaki. Jeldlje a C'z szorzatot y. Igy az Az = b egyenletrendszer megoldasa ekvivalens a

By

b

és a

C’x:g

egyenletrendszerek egymas utani megoldasaval.

Nyilvanvaléan ennek csak akkor van értelme, ha a két rendszert kiilon-kiilon konnyebb
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megoldani, mint az eredeti egyenletrendszert, azaz ha B és C' ,j6 struktiraju” matrixok.
Ez a helyzet példaul, ha haromszogméatrixokrol van sz6. Kiilénosen akkor elényos fak-
torizaciés modszert alkalmazni, ha ugyanazon egyiitthatomatrixszal, de kiillonb6z6 jobb
oldalakkal is meg akarjuk oldani az egyenletrendszert. Az eljards legmunkaigényesebb
része ugyanis a felbontas (B és C kiszamitasa), amit ha egyszer mar kiszamitottunk és
elraktaroztunk, akkor barmikor felhasznalhatjuk. (A B és C' matrix ismeretében a fenti
két egyenletrendszer mar konnyen megoldhato.)

A kovetkezékben két konkrét faktorizacios modszert ismertetiink.

1. LU-felbontas. Ennek a felbontasi moédszernek az a lényege, hogy az A matrixot
L - U alakban irjuk fel, ahol L a f6atloban egyeseket tartalmazé alsoharomszog-métrix,
U pedig felssharomszog-matrix (a f6atloban nem feltétleniil egyesekkel). Ekkor a megol-

dando6 egyenletrendszerek:
L

<
IS

és
Uz =y.

Az L és U meghatarozasahoz jelolje a két matrix kiszdmitando elemeit [;; ill. u,;;. Annak

kell teljesiilnie, hogy a matrixszorzast elvégezve az A matrixot kapjuk, igy

apr a2 ... Qip 1 0 ... 0 U1 U2 ... Uinp
21 A22 ... Q9p 121 1 ... 0 0 U929 ... Uzp
Ap1 Ap2 ... Qpp lnl an o1 0 0 oo Upp

A bal oldalon elvégezziik a szorzast, és az elemeket egyenlévé tessziik az A matrix megfe-

lel elemeivel.

Példa. Oldjuk meg LU-felbontassal a

2r1 4wy Hwz =
T1 +3£L’2 +2I3 =
T —|—233'2 +23§‘3 =

egyenletrendszert.
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Megoldds: ElGszor meghatarozzuk az

2 11
A=11 3 2
1 2 2
egylitthatomatrix LU-felbontasat. Ehhez a
2 11 1 0 0 Uil Uiz U3
1 3 2 = l21 1 0 0 U292 U23
1 2 2 l31 l32 1 0 0 uss

egyenlGségnek kell fennallnia. A szorzatmatrix elsé oszlopat az A elsd oszlopaval 6sszeha-

sonlitva az

Uy = 27
1
l21'LL11 = 1, azaz 121 = 5,
l31’LL11 = 17 Vagyis l31 = 5

Osszefiiggések adodnak. A masodik oszlopaik 6sszehasonlitdsabol
u2 = 1,
1 5

l :3 :3——.1:_
21 U712 + U2z , AZaz U 5 7

) +1 =2 s 30 = —2 1-— —1 1) = —3
u U 1 . .
31U12 32U22 y Vagyls (32 5 5 5

és végiil a harmadik oszlopaik 6sszehasonlitasabol azonnal adodik, hogy
U3 = ]-7
. 3
lglulg + U9z = 2, amibdl Ug3 = 5,

3113 + l3gugs + usz = 2, vagyis usz = 5

A keresett matrixok tehat

és U=

D= N[—= =
alw = O
O ot
Tl NIWw =
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Ezért az Ly = b egyenletrendszer a kovetkezs:

Y1 =
%?Jl +Y2 =
%yl +§y2 +y3

Az els6, a masodik és a harmadik egyenletbdl

3
y1 =4, y2=4, s =t

Végiil az Uz =y, azaz a
2x7 +x9 Hx3 =
+gl'2 +%$3 =

3 _
+5$3 =

gl > >

egyenletrendszer megoldéasa az utolsé egyenletbdl kiindulva:
ZE3:1, ZEQZL Ilzl.

2. Cholesky-felbontas. Ez a modszer akkor hasznalhato, ha A szimmetrikus, pozitiv
definit matrix. (A pozitiv definitség azt jelenti, hogy az (Az) - z skalaris szorzat semmi-
lyen z vektorra nem negativ, és csak akkor nulla, ha £ = 0.) Megmutathato6, hogy egy
szimmetrikus méatrix pozitiv definit, ha az 6sszes bal fels6 sarokaldeterminansa pozitiv.

Ilyenkor A felirhato L - LT alakban, ahol L als6haromszog-matrix. Ekkor a megoldando

egyenletrendszerek:
Ly=b
és
LTz = y.
Pl. Adjuk meg az
9 6 3
A=16 5 3
3 3 6

matrix Cholesky-felbontasat! Oldjuk meg az Az = b egyenletrendszert, ahol b = (1,1,1)7.

Megoldas: A

9 6 3 l11 0 0 lll l21 l31
6 5 3 - 121 l22 0 0 l22 l32
3 3 6 l31 l32 l33 0 0 l33
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méatrixegyenlGséghol:
B, =91 =3 (-3is valaszthato)

g1 =6 =y =2, Inlh=3 =I5 =1
5, + 15, =5 =15, =1 = lypp =1 (vagy -1)
ls1lor +lsoloe =3 =132 =1

l?2)1 +l:)2)2 +l:)2)3 - 6 = lgg - 4 = l33 - 2 (Vagy —2)

Tehat
300 3 21
L=|210]| ¢ L'=|011
11 2 0 0 2
1. lépés: Megoldjuk az Ly = b egyenletrendszert:
3 = 1
Y1 1 1
21+ =l =n=g5tnr=3mB=g¢
ho oty F2yz = 1
2. lépés: Megoldjuk az LTx = y egyenletrendszert:
31’1 +2£L‘2 —|—ZB3 = % 1 1
Ty tI3 3 =3 =150 P27
2%3 = %
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