MATEMATIKA 4 GYAKORLAT
FOLDTUDOMANY ES KORNYEZETTAN BSc I1/2

1. gyakorlat
Integralszamitas R™-ben: vonalintegral, primitiv fiiggvény, Newton — Leibniz-szabaly.

Legyen Q C R™ egy tartomany, f : Q — R™ folytonos fiiggvény (vektormezd, erétér). Az f primitiv fliggvényén egy
olyan F' : Q — R fiiggvényt értiink, amelyre F’ = f, vagyis 0;F(z) = fi(z) minden ¢ = 1,2,...,n-re. Ezt az F
fliggvényt az f potencialfiiggvényének is nevezik.

Ha r : [a,b] — Q egy folytonosan differencialhato gorbe, akkor az fvhossza

b
Ur) = / I (¢)] dt.

Legyen Q2 C R™ egy tartomany, f : Q — R™ folytonos fliggvény. Legyen r : [a,b] — R" egy folytonosan differencialhato
gorbe, amelyre 7([a,b]) C Q. Ekkor az f fliggvény r gérbe mentén vett vonalintegraljan az

[ fi= / ). (0) a

valos integralt értjiik. Ha f-nek létezik 2-ban primitiv fiiggvénye, akkor

[ f = F(r(b)) - F(r(a)).

Ezt az F fliggvényt az f potencialfiiggvényének is nevezik. Ebbdl kdvetkezik, hogy ha f-nek van potencialja, akkor az
integral értéke csak a gorbe végpontjaitol fiigg, illetve zart gorbe (azaz r(a) = r(b)) esetén f vonalintegralja r mentén
nulla. Ha egy erétérben van potencialfiiggvény, akkor konzervativ erétérrdl beszéliink.

1. Legyen f:R? = R% f(x,y) = (y,2).

(a) Tekintsiik az r: [0,1] — R?, r(¢) = (t,t) utat. Szamitsuk ki [ f értékét definici6 szerint.

(b) Legyen r az a zart gorbe, amely a K = {(z,y) € R* : 2?4+ y* = 1} kort az éramutat6 jarasaval
ellentétes irdnyban egyszer korbejarja. Szamitsuk ki fr f értékét. Szamitsuk ki a vonalintegralt
akkor is, ha r a méasik iranyban jarja be K-t.
(c) Van-e f-nek primitiv fiiggvénye? Ha igen, akkor hatarozzuk meg.
2. Legyen f(x,y) = (y, —x), r az a zart gorbe, amely a K = {(:r:,y) eR?: 22442 = 1} kort az dramutato
jarasaval ellentétes iranyban egyszer korbejarja.
(a) Szamitsuk ki [ f eértékét.
(b) Van-e f-nek primitiv fiiggvénye?
(c)
)

(d) Meg tudnank-e adni egy nemtrivialis zart gérbét, amin a vonalintegral nulla?

Mi a helyzet, ha az ut iranyitasat megforditjuk?

3. Legyen

few) = (5 )

$2+y2’x2+y2

r az a zart gorbe, amely a K = {(x,y) eR?: 22 4+42 = 1} kort az éramutatd jarasaval ellentétes
irdnyban egyszer korbejarja. Szamitsuk ki fr f értékeét.

Feladatok:

1. Legyen f(z,y) = (x + y,z — y). Hatarozzuk meg f primitiv fiiggvényét!



. Legyen f(z,y) = (5524‘3/,@/2“‘33)7 razy=4x

. Legyen f(z,y) = (z,y), r pedig legyen a kovetkezs ut: a (0,0)-bol indulva egyenes szakaszokon a (1,0)

és (0,1) pontokon athaladva visszatériink az origoba. [ f =?

2012 (z € [0,1]) fiiggvény grafikonja. Szamitsuk ki [ f

értékét.

. Hatarozzuk meg az alabbi f : R? — R3 fiiggvények primitiv fiiggvényét.

1 vy = xy
(c) f(z,y,2) = (1—54‘;7;4‘?7—;)-
. Legyen f(z,y) = (22 — 2zy,y® — 22y), r: y =22 (x € [-1,1]). frf =7
. Legyen f(z,y) = (a* + ¢y a® =), r: y=1—[1—z|, (x€[0,2)). [, f=?
() Legyen f(x,y) = (3%2 — sz T3 3 2_;; n 3y2). Hatarozzuk meg f primitiv fiiggvényét!

2. gyakorlat

Integralszamitas R™-ben: vonalintegral, primitiv fiiggvény, Newton — Leibniz-szabaly.

. Hatarozzuk meg f(z,y) = (x,y) primitiv fiiggvényét.
. Legyen f(z,y) = (2 + 2zy — 32, 22 — 22y — y?). Hatarozzuk meg f primitiv fiiggvényét!

. Legyen f(x,y) = (22 +y,y?—x), az r it pedig annak a téglalapnak a hatara, melynek csticsai a bejaras

szerinti sorrendben (1,2), (3,2), (3,4), (1,4). [ f=

. Legyen f(z,y,2) = (y,2,2), 7(t) = (acost,asint,bt), ahol t € [0,2nx]. [ f =7

Tovabbi feladatok:

1.

. (+) Legyen f(z,y) = ( v

Legyen f : R3 — R3 differencialhato fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy f’ pontosan akkor szimmetrikus,
ha rot f = 0.

. Legyen g : R — R tetszbleges differencialhato fiiggvény. Mutassuk meg, hogy az f : R? — R?,

flz,y) = (w-g(w2+y2), y-g(z? +y2)) fliggvény minden szakaszonként sima zért atra vett vonalintegralja
nulla.

. Legyen f(z,y) = (e“”2+yzaz, e$2+y2y) egy fizikai er6tér. Hatarozzuk meg a végzett munkét, ha az origdbol

az (1,1) pontba jutunk el. (Otlet: hasznéljuk az el6z6 feladatot.)

. Legyen f : R? — R? folytonos fiiggvény, r : [a,b] — R%. Bizonyitsuk be, hogy |[ f| < ¢(r)- M, ahol

{(r) az r szakaszonként sima ut hossza és M = max{|f(r(t))| : t € [a,b]}.

—X

@+ + 2 (@ oy + y2)2)' Bevezetve az Ig := f{x2+y2:R2} f jelolést,

mutassuk meg, hogy B}im Ip = 0. (Hasznéljuk az el6z6 feladatot.)
—00

. () Ha az origoba egy m tomegii testet helyeziink, akkor az x # 0 pontba helyezett egységnyi tomegii

testre z-szel ellentétes, Gm/ |:1c]2 nagysagi erd hat, ahol G a gravitacios alland6. A gravitacios erGtér
x
esetén tehat Q = R3\ {0}, f(z) = —Gm - —5. Mutassuk meg, hogy a gravitacios erdtér konzervativ!

]



3. gyakorlat

Tobbszords integralok: Kettés integral, polartranszformacio.

Kétvaltozos f : R? — R fiiggvény integraljanak kiszamitasashoz az alabbi lebontasi tételt hasznalhatjuk, amennyiben
egy téglalapon integralunk:

1. Tétel. Legyen f : R? — R folytonos fiigguény, és T = [a,b] X [c,d]. Ekkor

/Tf—/ab</cdf(x7y> dy) dx—/cd(/:ﬂz,y) dx) dy

Hasonl6 allitas fogalmazhaté6 meg az n = 3 esetre is. Gyakran olyan sikidomon kell integralni, amelyet alulrél és
feliilrdl folytonos fliggvények grafikonjai hatarolnak. Ha ¢, 9 : [a,b] — R folytonos fiiggvények, akkor az

Ny ={(z,y) €R*: z € [a,b], p(z) <y < ()}

halmazt (az z-tengelyre nézve) normaltartomanynak nevezziik. Ekkor

/Nmf=/ab(/::)f<x,y> dy) da

Hasonl6 allitéds fogalmazhato meg olyan N, tartomanyra, amely az y-tengelyre nézve normaltartomény.
1. Szamitsuk ki az aldbbi integralokat!

(a) Hatarozzuk meg az f(z,y) = 2% + 4y fiiggvény integraljat az egységnégyzeten.

(b) Hatarozzuk meg C' értékét gy, hogy az f(z,y) = C - (2% + 3y?) fiiggvény egységnégyzetre vett
integralja 1 legyen!

(¢) T:=[0,In2] x [0,In3], [ dz dy =?

(d) T :=0,00) x [0,00), [re ¥ da dy =?

2. Hatarozzuk meg az integracids hatarokat az alabbi normaltartoményoknal és szamitsuk ki az integra-
lokat!

(a) H:={(z,y) eR?: 0<z <12 <y<z}. [ay*dedy=?

2

(b) Hatarozzuk meg a zy =a” és x +y = %a gorbék altal kozrefogott sikidom teriiletét!

(c) Hatarozzuk meg az egységsugaru korlap teriiletét, polartranszformacio nélkiil.

Gyakran egy altaldnosabb @ C R? halmazon (példaul egy kordn) kell integralni. Ha van olyan T' C R? halmaz
és egy g(z,y) : T — Q bijektiv leképezés, amely folytonosan differencialhato, akkor

/ fz/f(gl(u,v),gg(u,v)) ‘det (g’(u,v))’ du dv,
Q T

ahol tehat a g leképezés Jacobi-matrixa determinédnsédnak abszolut értékével szorzunk. Nyilvan a T halmaznak
olyannak kell lenni, amin mar ,kénnyd” integralni, ilyen példaul egy téglalap. Tipikus példa, ha példaul egy
origo kdzépponti, R sugart kordn kell integralni. Ekkor Q = {(z,y) € R? : 2? +y? < R?}, T = [0, R] x [0, 2]
és g(r,p) = (rcosp, rsinp) az ugynevezett polartranszformacio. Ekkor

det(g’(r, #)) sing rcosep

cos @ —rsingp‘ .

és igy
/f:/ f(rcosp,rsing) - r dr de.
Q [0,R] X [0,27]
3. Integraltranszformacioval szdmoljuk ki az alabbi integralokat!

(a) Hatarozzuk meg az egységsugari korlap teriiletét polartranszformécioval is.

P
(b) Q:={(z,y): w2+y2§1,0§x70§y},/ et
Q

212 dz dy =7

3



(© Q= {(zy): 1<a®+y2 <4}, [,In(a? +y?) dw dy =7
4. Vegyes feladatok:

(a) Cseréljiik fel az integralas sorrendjét az alabbi integralokban.
i. f02 fjx f(z,y) dy dz;
ii. fol f;; f(z,y) dy dz;
iii. fol f\l/g f(z,y) dz dy.
(b) (%) Mutassuk meg, hogy

z™y" dx dy = 0,
{z24y2<a?}

ha az m, n pozitiv egészek koziil valamelyik paratlan!

(©) () Jpazyyrcay son(@? + 3% = 2) du dy =7

4. gyakorlat
Tobbszords integralok: harmas integral, henger és gombi koordinatakra valé attérés.

1. Szamitsuk ki az aldbbi harmasintegréalokat!
(a) Hatarozzuk meg az f(z,y, z) = 2% + 4yz fiiggvény integraljit az egységkockan.
(b) T := {($,y,z)E]R3: 0<z<1,0<y<1-u, nggl—m—y},fTQ:Uydmdydz:?
(c) T:= {(:U,y,z) ER3: 0<2<1,0<y<vV1—22 0<z2< l—xQ—yQ}, Jr2y da dy dz =7
(d) Hatarozzuk meg a z = 1 — 22 — y? feliilet ay-sik feletti részének térfogatat!

A kétvaltozos esethez hasonloan itt is el6fordulhat, hogy nem téglatesten, hanem egy Q C R?® gémbon, vagy
hengeren (vagy ezek egy részhalmazan) kell integralni. Ha Q = {(z,y,2) € R®: 22 +y?+ 2% < R?} az orig6 ko-
zépponti R sugari gémb, akkor legyen T = [0, R] x [0, 2] x [0, 7] és g(r, ¢, 0) = (rcospsinf, rsinpsiné, rcosf).
Ekkor
det(g'(r,¢,0)) = r’sin @
és igy
R 2w ™
/ f:/ / / f(rcos psin 6, 7sin psin, 7 cos ) - 72 sin§ dr dp d6.
Q o Jo Jo

A gbémbi koordinatdk mellett hengerkoordinatakat is érdemes lehet bevezetni, ha egy R sugard, m magassagi
hengeren integralunk: & = rcosp, y = rsing, z =2 (0 <r < R, 0 < ¢ <27, 0 < z < m), itt a Jacobi-
determinéans r lesz.

2. Szamitsuk ki az alabbi hdrmasintegralokat alkalmas koordinéta-transzformacioval!

(a) Q:={(z,y,2) eR®: 22 +y* <1,0< 2z <1}, / dz dy dz =7 (Hengerkoordinatak
Q

alkalmazasaval.)

z
1+ 22 + y?

(b) Szamitsuk ki az R sugard, m magassagu henger térfogatat.
xyz

22 + y2 + 22

es6 részén! (Gombi koordinatak alkalmazaséaval.)

(¢) Szamitsuk ki az f(z,y,2) = fliggvény integraljat az egységgomb els6 térnyolcadba

(d) Szamitsuk ki az R sugaria gomb térfogatat.

(e) () Hatarozzuk meg a 22 +y> = R2, 2 +y+2z=a (a > RV2), 2 =0,y =0 és z = 0 feliiletek
altal kozrefogott test térfogatat!

5. gyakorlat



Komplex szamok, komplex valtozés fiiggvények folytonossaga, differencialhatésaga.

1. komplex szdmok
(a) Végezziik el a miiveleteket és hozzuk egyszertibb alakra a kovetkezs kifejezéseket!

@ @+)I-D B 0+2 © 5 @ g

(b) Irjuk fel a kovetkezé komplex szamokat algebrai, trigonometrikus és exponenciélis alakban is!

@) 1—i, (b)) V3+i, (¢) 2, (d) 1, (e cos%Jrising,
27 27

() cos?+isin?, (g) sina—icosa.

(c) Hozzuk egyszertibb alakra a kovetkez kifejezéseket!

(141)?

@ Q=)

() V=1, (d) Vi, (e) V1, (f) V1-1i

(d) Fejezziik ki sin 3a-t és cos 3a-t sin a-val és cos a-val.

(e) Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a komplex szdmok koérében!

(a) 22+1=0, (b) 22 —22z+2=0, (c) 2% =iz,
(d) 2*—2iz—-1=0, (e) 2% —212420=0.

(f) Igazoljuk a kovetkezd azonossagokat!

(a)

zZ =z, (b) |z = ||, (c) zz=z2z2=|2|,
(d)  |z22| =lallz2|,  (e) Ziz2 =7Z1%.

(g) Mutassuk meg, hogy a komplex szdmtesten nem adhaté meg olyan rendezés, amely 6sszhangban
all a mtveletekkel, azaz C mint test nem rendezhetd.

2. komplex értelemben vett differencidlhatosdg

(a) Mutassuk meg, hogy az f(z) = 22 fiiggvény folytonos.
(b) Definiciot hasznélva szamitsuk ki f/(z)-t, ha

_1+z
1=z

(2) f(x)=2" (b) f(2)

(c) Mutassuk meg, hogy az alabbi fiiggvények nem differencialhatoak!
(a) f(z)=Rez, (b) f(x)=% (o) [f(2) =]z

(d) (%) Mutassuk meg, hogy az
=2
Z
—, ha z#0
f)=4q =
0, ha 2=0

fiiggvény folytonos, illetve allapitsuk meg, hogy létezik-e f'(0)!

6. gyakorlat

Cauchy — Riemann-féle differencialegyenletek, Laplace-féle differencialegyenlet, komplex hatvanysorok.



1. Cauchy — Riemann-féle differencidlegyenletek, Laplace-féle differencidlegyenlet

(a) Differencialhaté-e az f(z) = f(z +iy) = 23 —i(1 — y)? fiiggvény?

(b) Dontsiik el, hogy a komplex szamsik mely pontjaiban teljesiilnek a Cauchy —Riemann egyenletek
az alabbi fliggvények esetén:

(a) f(z)=%% (b)) fa)=zlzl, (o) fla)=-, (d) fla+iy)=ay.

z

(c) Mutassuk meg, hogy a kovetkez§ fliggvények harmonikusak, vagyis kielégitik a Laplace-féle diffe-
rencialegyenletet!

(a) flzy)=2"—y*,  (b) flz,y)=e"cosy, () flz,y)=In("+y).

(d) Legyen D egyszeresen Osszefliggs tartomany, f : D — C differencialhaté és Re f(z) allandé D-n.
Mutassuk meg, hogy f(z) is alland6 D-n.

2. komplex hatvdnysorok
(a) Hatarozzuk meg a kovetkezd hatvanysorok konvergenciasugarat!
@ Y b)Yt © Y @ Y @ Y
n=0 n=1 n=1 n=1 n=1

(b) Hatarozzuk meg az €*, sin z, cos z fliggvények hatvanysorainak konvergenciasugarat!
¢) Hatarozzuk meg az e?, sin z, cos z fliggvények derivaltjat!
g ggveny J

(d) Igazoljuk a kovetkezs azonossagokat!

. . 1 . .
(a) €% =cosz+isinz, (b) e ¥ =cosz —isinz, (¢) cosz= §(elz +e %),
1 . .
(d) sinz=—(e* —e %), (e) chiz =cosz, (f) shiz =isinz,
i
(g) e =e%e?, (h) e* =e*(cosy +isiny), (i) |e*] =¢€".

(e) (x) Igazoljuk, hogy az f(z) = e* fiiggvény periodikus! Hova képezi a H = {(z,y): -7 <y < m}
halmazt az e fiiggvény? Vezessiik be a log z fiiggvényt!

7. gyakorlat

1. ZH

8. gyakorlat

Komplex vonalintegral: primitiv fliggvény, Newton — Leibniz-formula, Cauchy-féle integraltétel, Cauchy-féle
integralformula.

1. komplex vonalintegrdl kiszamitdsa, primitiv fiiggvény, Newton-Leibniz formula

(a) Szamitsuk ki f(z) vonalintegraljat az a és a b pontokat 6sszekots kiilonbozs utakon! Legyen
i. f(2) = 2z, a =1 és b= —i, az utak pedig az Gket Osszekotd egyenes, illetve az 6ramutatod
jaraséaval ellentétes bejarasa félkor,
ii. f(z) =%, a=0¢ésb=1+1, az utak az ket Osszekots egyenes, illetve parabola,
ili. f(z) =|z|, a = —i és b =i, az utak az Sket Osszekots egyenes, illetve az 6ramutatd jarasaval
azonos bejarasua félkor.



(b) Szamitsuk ki f(z) vonalintegraljat az a és a b pontokat Osszekots utakon a Newton — Leibniz-
formula segitségével! Legyen

i. f(z) =¢€*, a=06sb=1,az at az 6ramutatd jarasaval ellentétes bejarasu félkor,
ii. f(z) =sinz,a=—iésb=1.

2. Tétel (Cauchy integraltétele). Ha D konvex tartomdny, f : D — C reguldris figgvény, v egy D-ben
haladd szakaszonként sima zdrt gérbe, akkor f,y f=0.

Akkor is nulla lesz az integral, ha vannak olyan pontok, ahol f — latszolag — szinguléris.

3. Lemma. Ha f requldris a D tartomdnyon, 2o € D, és van olyan r > 0, hogy B(z9,7) \ {20} C D, valamint
lim f(2)(z — 2z0) = 0, akkor f{\zfzg\:r} f=0.

zZ—r 20

Ebbdl vezethets le az alabbi

4. Tétel (Cauchy-féle integralformula). Ha f reguldris a D tartomdnyon, B(zy,r) C D, akkor s € B(zg,r)

esetén )
16) =55 | JE) .
20 J{jamzol=ry 2 7

ahol a zg kézépponti r sugari kérvonalon pozitiv irdnyban haladunk.

A tétel nem csak korvonalra, hanem minden olyan egyszerd zart gorbére érvényes, amely pozitiv iranyban
egyszer megkeriili a belsejében fekvs s pontot.

2. Cauchy-féle integrdltétel, Cauchy-féle integrdlformula

(a) Legyen f(z) = zin, n € N, a v ut pedig az orig6 kdzéppontu egységsugari kor az 6ramutatod
jarasaval ellentétes irdnyban bejarva. Szamitsuk ki a Cauchy-féle integralformula nélkiil az f7 f
vonalintegral értékét, ha n > 1, illetve ha n = 1.

(b) Legyen f(z) = Si‘;z, a v ut pedig az origd kozépponti egységsugara kor az oramutatd jarasaval

ellentétes iranyban bejarva. Szamitsuk ki a Cauchy-féle integralformula nélkiil fv f értékeét.

(¢) Oldjuk meg az el6z8 két feladatot a Cauchy-féle integralformula felhasznalasaval!

9. gyakorlat
Komplex vonalintegral: Cauchy-féle integralformula és kovetkezményei, komplex vonalintegral alkalmazasa.

1. Cauchy-féle integralformula és kovetkezményei

(a) Legyen a v zart gorbe a zp kozéppontu R sugari, az éramutato jarasaval ellentétes bejarasa kor.
Szamitsuk ki j;,y g értékét, ha

1
IMQZZ_%«R—L
z
i) = o R=1;
. 8
iii. g(z) = i i,zo—Q,R—Z
2

, e
iv. g(z) = o

(b) Legyen a ~ zart gorbe a zy kozépponta R sugart, az 6ramutatéd jarasaval ellentétes bejarasu kor.
Szamitsuk ki f,y g értékét, ha



Z4eﬂz

ii. g(Z) == m, Z0 — ’I:, R = ].7
1
iii. g(z) = T2

(a) z0=5, R=1, (b) z=1i, R=1, (¢) z=—i, R=1, (d) 20=0, R=3;

62

Vo9 = 2y

(a) z0=1, R=1, (b) 2=-3, R=1, (¢) z=6, R=1.
(c) Legyen a vy zart gorbe a zg kozéppontu R sugari, az 6ramutato jarasaval ellentétes bejarasu kor.
Szamitsuk ki fv g értékét, ha
z .
(2 —20)’

ii. g(z) = CET

iog(z) =

2. komplex vonalintegrdl alkalmazdsa valds integrdlok kiszdmitdsdra

(a) (x) Hatarozzuk meg az aldbbi improprius integralokat!

+00 3 +00 (312
(a) / T 4z =7 (b) / 2 e =.
0 0

X

10. gyakorlat
Filiggvénysorozatok és egyenletes konvergencia.
1. egyenletes konvergencia

(a) Vizsgaljuk meg, hogy egyenletesen konvergensek-e az alabbi fiiggvénysorozatok a megadott inter-
vallumon!

i. fu(z)=2" al0,3],illetve a [0,1) intervallumon;
ii. fo(r)=2a" 2"t al0,1] intervallumon;

. fo(z) = . i ~ 2 (0, 00) intervallumon;
iv. fuo(z) = smnna; a (—o0,00) intervallumon;
v. fulx) = sm% a (—o00,00) intervallumon;
vi. fo(z) = (1+ %)n tetszéleges véges intervallumon, illetve a (—oo, c0) intervallumon;
Vii.

0, ha 0<zx<n,
fa(lz)=<¢ 1, ha n<z<n+l,
0, ha n+l<zx
a [0, 00) intervallumon;

viii.

2 1
n“x, ha 0<z< o,
2
= 2 1 2
2
0, ha =<

a [0, 1] intervallumon.

(b) Lehetséges-e, hogy szakadasos fiiggvények egyenletesen konvergens sorozata folytonos fliggvényt
allitson elg?



2. fligguénysorozatok integrdldsa és derivdldsa

1
(a) Mutassuk meg, hogy az f,(z) = —arctga” fliggvénysorozat egyenletesen konvergens a (—oo, 00)
n
. . / . /
intervallumon, de nh—>Holo fn # (nh—>Holo fn) .

(b) Mutassuk meg, hogy az f,(z) = nze """ fiiggvénysorozat konvergens a [0, 1] intervallumon, de

lim fn ) dx # / hm fnlx )

n—oo

(c) Feleserélhetd-e a limeszképzés és az integralas az 1(a)vii. és 1(a)viii. példakban?

(d) Mutassuk meg, hogy az f,(z) = nxz(1 —x)" fiiggvénysorozat nem egyenletesen konvergens a [0, 1]
intervallumon, de mégis igaz, hogy

1 1
lim fn( ) doe = / ( lim fp(x) dx) .
n—oo 0 n—oo

11. gyakorlat
Fiiggvénysorok és egyenletes konvergencia.

1. egyenletes konvergencia

(a) Bizonyitsuk be, hogy az alabbi fiiggvénysorok egyenletesen konvergensek a megadott intervallu-

mokon!
oo
. 1 .
i. g ——5 a (—00,00) intervallumon;
1T +n
n—=

o (D"
ii. Z oo @ (—2, 00) intervallumon;

ZxQe " a [0,00) intervallumon.

o0
(b) Tegyiik fel, hogy az Y fn(z) sor abszolut és egyenletesen konvergens az I intervallumon. Mu-

n=1

o0
tassuk meg, hogy ebbdl nem kovetkezik a > |f,(x)| sor egyenletes konvergencidja! Hasznaljuk
n=1

ehhez a ) (—1)"(1 — z)a™ fliggvénysort a [0, 1] intervallumon!

n=1

oo oo
(c) Tegyiik fel, hogy > a, konvergens. Igazoljuk, hogy a >  a,e™ ™" fliggvénysor egyenletesen kon-

vergens a

i. [a,00) intervallumon, ahol a > 0!
ii. (%) [0,00) intervallumon!

2. fligguénysorok integrdldsa és derivdldsa

o
s
(a) Mutassuk meg, hogy az f(x) = Z nnz fliggvény folytonosan differencialhatd az egész szam-
n=1
egyenesen!
o
(b) Hatarozzuk meg a lilinO (z" — 2"1) hatarértéket.
r—1—
n=1

o
(c) Szabad-e tagonként differencialni a Z arctg % figgvénysort?
n

n=1



oo
1

(d) (%) Szabad-e tagonként integralni a Z (mﬁ - xm) fiiggvénysort a [0, 1] intervallumon?

n=1

12. gyakorlat

Fourier-sorok

1. Fourier-sorok.

(a) Fejtsiik Fourier-sorba a kovetkezd fiiggvényeket a megadott intervallumokon!
i.

=% ha z€(0,2nm),

fe) = { 2 (0, 2m)

0, ha z =0 vagy z = 27.

Helyettesitsiink az eredménybe x = §-t. Milyen Osszefiiggést kapunk?
ii.
—1, ha ze€(—m0),
flx)y=< 0, ha z =0 vagy x = £m,
1, ha z € (0,7).
Helyettesitsiink x = 5-t. Milyen Osszefiiggést kapunk?

iii. f(z) = 22, ha o € [, 7). Helyettesitsiink az eredménybe x = 7-t. Milyen Osszefiiggést
kapunk?

2. alkalmazdsok

(a) Oldjuk meg a kovetkez differencidlegyenleteket hatvanysoros modszerrel!

. ") = y(t) .. '(t) = ky(t) "(x) 4+ zy(x)
) {3(0) 1 (i) {zm) _ (i) {Zm):o,yy'(m —

(b) Oldjuk meg a kovetkez6 (tugynevezett hévezetési) egyenletet Fourier-soros modszerrel!

% = %, x € (0,m)
u(0,t) = u(m,t) =0
w(z,0) =g(z) = >0 apsinnx

n=1

13. gyakorlat

2. ZH
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