DIFFERENCIALEGYENLETEK GYAKORLAT
FOLDTUDOMANY szAK III/1
Mincsovics Miklos Emil

Kurics Tamas, Simon Péter, Csomos Petra, Havasi Agi, Izsak Feri, Karatson Janos feladatsorainak
felhasznaldsaval késziilt.

Nem kell minden feladatot megoldani az 6ran, mert az nem is férne bele. A fennmaradé feladatokat fel
lehet hasznalni gyakorlo/zh-feladatnak. Ahol tobbféle megoldasi modszer van, ott emeljiink ki egyet és azt

hasznaljuk, a tobbit csak emlitésszinten targyaljuk, egy példaval illusztralva. Az elGadason
z(t) = f(t,z(t)), helyett v/ = f(x,y(z)) a terminologia!

Bevezet6 mese: pillanatnyi sebesség, mozgasegyenlet, radioaktiv bomlas, populaciédinamika.
Differencialegyenlet, iranymezd, kezdetiérték-feladat, kozvetleniil integralhaté egyenletek, szeparabilis egyenletek,
szeparabilis egyenletre vezet§ szoveges feladatok.

A sebesség fogalméanak szemléltetése az
. . x(t+h) —ax(t)
= 1 B — e —
2(t) Py h

képlet alapjan, ahol ¢ jeloli az id6t, x pedig az elmozdulast. Ennek alapjan lehet felirni a legegyszeriibb differen-
cidlegyenleteket. Példaul a Newton torvény: mi(t) = F, vagy a radioaktiv bomlast leiré torvény: z(¢) = ax(t)
(ez egyébként a lehilési torvény is, s6t ez a legegyszertibb populaciddinamikai térvény is, ekkor x a populacio
méretét (egyedszam, tomeg) jeloli).

. Alapvet§ fogalmak

e Milyen rendt? @(t) =3+ z(t); 2(t) = (&(t))® — 1; (i(2))® = ¢

e Explicit/implicit? @(t) = 3 + z(t); 2z(t)@(t) = t((2(t))? — 1).

e Linedris/nem linearis? #(t) = ¢(t)sint — cost; ti(t) = sinz(t); (2(t))% = t2; (&(t))% — 3z(t)a(t) +
tz(t) = 0.

e Homogén/inhomogén? i(t) = i(t)sint—cost; (#(t))%x(t) —sint = 0; (i(¢))3+ (2(¢))*+3z(t) = 0;
T (t) + 2(2(t))? + @(t) = €.

. Keressiik meg az @(t) = 2sint differencidlegyenletnek azt az integralgérbéjét, amely athalad az origon!

. Oldjuk meg az alabbi differencialegyenleteket! Rajzoljuk fel az irdnymez6t, illetve a megoldasokat,
szemléltessiik a kezdeti feltételt.

(a) @(t) =1

(b) #(t) = x(t) [A megoldas ,ranézésre” latszik. Van-e az exponencidlis fiiggvényen kiviil mas megoldas?

Szorozzuk be az egyenletet e~ t-vel, ekkor azt kapjuk, hogy (e~tz(t))" = 0, vagyis etz (t) = C]

1. Definicié. Legyen D C R? dsszefiiggd nyilt halmaz (tartomdny), f : D — R folytonos fiigguény. Az elsérendi
kozinséges differencidlegyenlet (KDE) dltaldnos alakja:

o(t) = f(t =(t)) (1)

Az egyenlet megoldasai altalanosan nem adhatok meg. Megoldhaté tipusok t6bb helyen Gssze vannak gytjtve,
pl. Kamke konyvében, Mathematica, ill. Maple programcsomagokban.

. Bizonyitsuk be, hogy az i(t) = kx(t) (k € R) egyenlet minden megoldésa x(t) = CeFt alaka! [Az

—kt

el6z6 feladat Otlete mikddik, de most e™**-vel szorozzunk.|
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. (t+1)&(t) = tx(t) [Szorozzunk be ismét e~ -vel.|

. &(t) = tz(t) |A beszorzasos triikk most is megy, de —t helyett valami més kell az exponenciélis fiiggvény

kitevGjében.]
Peldak @(t) = f(x(t)) alakara:
?(t) —&(t)+1=0

. 1
= 2w

A tovabbiakban néhany egyszeriien megoldhato6 tipussal fogunk foglalkozni, elsGként az

z(t) = g(t)h(x(t)) (SzeparABILIS KDE)

alaki, tgynevezett szeparabilis (szétvalaszthato) egyenletekkel. A bevezets példék egy része ilyen tipusu volt.

Megoldasi médszer: Kiilon oldalra rendezve a csak t-tdl, illetve z-t6l fiiggd tényezdket

i(1) = gh(a(t) = D _ gy s H@@) = G0) + €,

h(z(t))
ahol G =g és H=1/h.
)= -
L 2(t) = (1—{—302(15))2
1

- 1) = 2(t) (9 + 412)

Motorcsonak &4ll6 vizben 5 m/s sebességgel halad. Kikapcsoljak a motort, ezutan 40 s-el a sebessége
mér csak 2 m/s. Mekkora a sebessége a kikapcsolds utan 2 s-cel? (Feltessziik, hogy a surlodasi erd
aranyos a sebességgel.)

A vizcsepp a felszinével aranyos sebességgel parolog el. Hatarozzuk meg a gémb alaku vizcsepp sugarat
az id6 fiiggvényében!

Egy tartalyban 100 liter 10 kg sot tartalmazo oldat van. A tartalyba 5 1/min sebességgel viz 6mlik be,
amely elkeveredik a benne lev§ oldattal. A keverék a tartaly aljan ugyanekkora sebességgel folyik ki.
Mennyi s6 marad a tartalyban 1 éra mulva?

i(t) = (1+2%(t)) (1+t2)
x(t) = 2x(t) ctgt

A 100 °C meleg lekvart kirakjuk hilni a levegére, amely 20 °C-0s. A lekvar hémérséklete 10 érakor 30
°C, 11 orakor 25 °C. Mikor raktuk ki a lekvart hilni? (Tudjuk, hogy a lehiilés sebessége aranyos a test
és kornyezete hdmeérsekletének kiilonbségével.)

Elsérendii linearis differencialegyenletek, megoldéképlet, allandék varialasanak médszere.

A szeparabilis egyenletek utan egy tjabb tipusra tériink at, az elsérendd linearis KDE-re:
z(t) = a(t)x(t) + b(t), (ELSORENDU LINEARIS KDE)

ahol a, b: I — R adott folytonos fiiggvények az I intervallumon.
Keétféle megoldasi mébdszer:

—A(t)

(a) A korabbi beszorzasos triikkk altaldnositésa. Szorozzuk be az egyenletet e -vel, ahol A" = a. Vezessiik

le igy az éltalanos megoldoképletet!
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(b) Ha ismernénk egy megoldast (jeloljiik ezt xg-lal), akkor egy tetszéleges x megoldast = xy+y alakba irva,
az y-ra az § = ay szétvalaszthato valtozoja egyenlet kapjuk. Ennek megoldasa y(t) = CeA®), Lényeges
észrevétel, hogy az xo megoldas megadhatd xo(t) = C(t)e*®) alakban, és a C fiiggvényre mindig egy
integralassal megoldhaté differencidlegyenletet kapunk. Vezessiik le igy is az altalanos megoldoképletet!
(Masképp fogalmazva: elgszor megoldjuk a homogén egyenletet, y(t) = Ce(Y). Majd megkeressiink egy
(partikularis) megoldasat az inhomogeén egyenletnek xo(t) = C(t)eA®) alakban. Ha az egyenlet allando
egylitthatos, akkor a partikularis megoldast kereshetjiik probafiiggvény modszerrel is.)

A megoldoképletet nem érdemes ,,bemagolni”, inkdbb valamelyik megoldasi médszert kell alkalmazni a konkrét
példan.

. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket!

(a) ti(t) =t + 22(t)

_ =)
t

(c) @(t) = 3t2x(t) + 2

+t24+3t—2

. Legyen z : [0,00) — (0,00) egy differencialhaté fliggvény, amelyrdl tudjuk, hogy minden 7 > 0 esetén

a (7,z(7)) pontba huzott érints, a t = 7 egyenes és a koordinatatengelyek altal meghatérozott trapéz
teriilete allando. z(t) =7

. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket probafiiggvény modszerrel!

(a) 2(t) —z(t) =t

(b) 2i(t) — x(t) = sin 2t

(c) @(t) — 2z(t) = 3e* (rezonancia”— -t)
(d) @(t) — 3x(t) = 3 — 12 + sint (itt is)

ti(t) — 2x(t) = 2t

sint
() — < (t) 1)
#(t) cost +1 et

A kis hangya egy 10 cm hosszt gumiszalag jobb végpontjabol 1 cm/s sebességgel indul el a szalag
rogzitett bal végpontja felé. A gonosz mané ezzel egyidejileg a szalag jobb végpontjat 100 cm/s
sebességgel hiizza hatra. Eljut-e valamikor a hangya a szalag masik végére (és ha igen, mikor)?

Homogén egyenletek, Bernoulli-egyenlet, helyettesitéssel szeparabilis, illetve linearis egyenletre visszavezethetd
feladatok. Egzakt differencialegyenletek.

Az f fliggvényt homogénnek (pontosabban 0-ad fokt homogénnek) nevezik, ha f(at, ap) = f(¢,p) minden o € R
esetén (az r-ed foku homogénre f(at,ap) = o f(t,p)). Az

z(t)=g <x§t)) (HomoGEN KDE)

egyenletet homogén (0-ad fokszamt) egyenletnek nevezziik.

Megoldasi mdédszer: Az y(t) = x(t)/t 4] ismeretlen fliggvény bevezetésével szétvalaszthatora vezethets vissza.

Az
&(t) = g(at + bx(t) + ¢)

egyenlet megoldasahoz az y(t) = at + bx(t) + ¢ helyettesitést érdemes elvégezni.

Az alabbi tipust Bernoulli-féle egyenletnek nevezziik:
2(t) = a(t)z(t) + b(t)z(¢) (BERNOULLI-FELE KDE)

a,b: I — R adott folytonos fiiggvények az I intervallumon, o € R adott szam.



Megoldasi médszer: Az y(t) = x17%(t) helyettesitéssel y-ra lineéris egyenletet kapunk.
Végiil az ugynevezett egzakt egyenletekkel foglalkozunk:

M(t, z(t)) + N(t,z(t))@(t) =0, (ahol &M = 9, N) (EczakT KDE)

M, N : R? — R adott differencialhato fiiggvények.

Megoldasi médszer: Hatarozzuk meg azt az F : R? — R differencialhaté fiiggvényt, melyre 01 F = M és
0o F = N. Ekkor a megoldas implicit alakja F'(t, z(t)) = ¢, ahol ¢ € R tetsz6leges konstans. Konkrét feladatoknal
az x megoldast nem mindig lehet explicit alakban megadni. Ha nem egzakt az egyenlet, egy tigyesen valasztott
wu(t, z) figgvénnyel beszorozva esetleg egzaktta tehets. Egy ilyen p fiiggvényt integralé tényezdének neveziink.

z(t) +t

() = 2

Cta(t) = /12— 22(t) + x(t)
Cta(t) = J22(t) — 2 4 x(t)
(B +23(0)) — 3ta?(t)@(t) =0
@) = Jz(t) — 2t

Ca(t) =2zx(t) +t+1

- 2(t) + 22(t) = 2%(t)e!

. t+sinz(t) + (22(t) + tcosz(t)) #(t) =0

HF ta(t) — 2t2\/2(t) = 4x(t)

Elsérendii kézonséges differencialegyenletek, megoldhatésag, egyértelmiiség

2. Tétel. Ha az [ fiigguény a mdsodik vdltozdjaban lokdlisan Lipschitz tulajdonsdgi (azaz létezik olyan L €
R™ hogy |f(t,p1) — f(t,p2)| < L|p1 — p2|), akkor minden (to,po) € D esetén létezik olyan lokdlis (azaz to
eqy kornyezetében értelmezett) megolddsa (1)-nek, melyre x(to) = po.

A fenti feltételek mellett a lokalis megoldas létezésén kiviil annak egyértelmiisége is kovetkezik (ez a Picard-Lindel6f
tétel, lasd el6adason egy (globélis) valtozatat). (A megoldas létezését mér akkor is garantalni tudjuk, ha a jobb oldali

f figgvényrdl csak folytonossagot tesziink fel (ez a Peano-féle egzisztencia tétel)).
Néhany feladat a Lipschitz tulajdonsighoz:

1.

Lassuk be, hogy ha f-nek létezik a masodik valtozd szerinti derivéltja és az korlatos egy kornyezetben,
akkor ott az f fiiggvény a mésodik véltozdjaban lokélisan Lipschitz tulajdonségu.

. Mutassunk olyan f-et, mely Lipschitzes a méasodik valtozdéjaban, de nem derivalhat6 a masodik valtozo

szerint.

. Mutassunk olyan f-et, mely Lipschitzes a masodik valtozdjaban, de nem folytonos.



4. Mutassunk olyan f-et, mely folytonos, de nem Lipschitzes a masodik valtoz6jaban.
Oldjuk meg az alabbi egyenleteket és rajzoljuk fel a megoldasokat is! Egyértelmt-e a megoldas?
1. 2(t) = /|=(t)| [Az = = 0 egyenes pontjaiban a megoldas lokalisan nem egyértelm.]

2. @(t) = x(t) - In|x(t)| [A jobb oldali fiiggvény mindenhol folytonos és a megoldas lokalisan egyértelmt annak
ellenére, hogy a nulldban a lokilis Lipschitz-folytonossag nem teljesiil.]

Eddig tart kb. az 1-4 gyakorlat anyaga.

Masodrend(i lineéris egyenletek, magasabbrend(i egyenletek

E(t) +p(t)2(t) + q(t)x(t) = f(t) (2)

p, q, f: I — R adott folytonos fiiggvények az I intervallumon. Az egyenletet homogénnek nevezziik, ha f = 0,
kiilénben inhomogénnek hivjuk.

3. Tétel. A fenti differencidlegyenlet minden megolddsa elédll x(t) = xo(t) + c121(t) + coxa(t) alakban, ahol xg
az inhomogén egyenlet megolddsa, x1 és xo pedig a homogén egyenlet linedrisan fiiggetlen megolddsai, c1,c2 € R
tetszdleges szamok.

Az egyenlet megoldasainak elGallitasa tehat két 1épéshdl all: egyrészt a homogén egyenlet két linearisan fiiggetlen
megoldasanak (alaprendszerének) meghatarozéasa, mésrészt az inhomogén egyenlet egy tn. partikularis megol-
dasanak (ez az x((t)) megkeresése.

Homogén egyenlet: A megoldasok elgallitasara nincs altalanos moédszer, két specialis esetet targyalunk.

(a) Ha az egyenlet alland6 egyiitthatos, azaz &(t) + p&(t) + qz(t) = 0, ahol p, ¢ € R, akkor a megoldast
kereshetjiik z(t) = e’ alakban. Ekkor A-ra a

M Eprl+qg=0 (3)

egyenletet kapjuk. Ha ennek gyokei valosak és kiilonbozsk (A1, A2), akkor a két linedrisan fliggetlen me-
goldas : xq(t) = eM?, 2o(t) = e*2'. Ha az egyenletnek kétszeres valos gycke van (), akkor a két linedrisan
fiiggetlen megoldas : z1(t) = e, xo(t) = te’. Ha a gydkok nem valosak, azaz Ay = a+ (i és o = o — i,
akkor a két linearisan fiiggetlen megoldés : x1(t) = e cos Bt, o(t) = e sin (t.

Hasonloan lehet eljarni magasabb rendii egyenlet esetében is, akkor természetesen (3) is magasabb foka
lesz.

(b) Ha ismeriink egy x1(t) megoldast, akkor egy masikat lehet xo(t) = x1(t)z(¢) alakban keresni, és ekkor
2(t)-re egy elsérendii egyenletet kapunk. Az z1(t) megtalalasara nincs altalanos modszer, gyakran érdemes
specialis alakban (pl. polinom, vagy hatvanysor) keresni.

Inhomogén egyenlet:

(a) Ha a (2) egyenlet alland6 egyiitthatos és az inhomogén tag specidlis alaki, akkor viszonylag egyszerten
meg lehet hatarozni egy xo(t) partikuldris megoldést:

4. Tétel. Legyen (2)-ben p és q konstans fiiggvény, valamint
f(t) = e**(Py(t) cos Bt + Pa(t) sin Bt)

ahol a, B € R és Py, Py polinomok. Jelolje k az oo+ i multiplicitdsat (3)-ban (k lehet 0 is). Ekkor (2) egy
partikuldris megolddsa eldall

zo(t) = t"e™(Q1(t) cos Bt + Qo(t) sin Bt)

alakban, ahol Q1 és Qs polinomok, melyeknek foka legfeljebb Py és P> fokdnak mazimuma.



(b) A partikularis megoldas eléallithat6 a homogén egyenlet alaprendszerébdl az allandok varidlasanak mods-
zerével is. Ez a modszer - az el6z6t6l eltérGen - minden esetben miikodik, de nagyon sok szamolast igényel.
A (2) inhomogén egyenlet partikularis megoldasat keressiik xo(t) = c1(t)z1(t) + c2(t)z2(t) alakban, ahol
1, T2 a homogén egyenlet két linearisan fiiggetlen megoldésa. Legyen

.’Bl(t) f£2(t)

WO = 150() a20t)

)

az un. Wronski-determinans, ami az alapmegoldésok linearis fiiggetlensége miatt sehol sem nulla. Ekkor a
keresett cq, ¢y fiiggvények a kovetkezs képlettel szamolhatok:

@ (t) zi(t) 0
‘ an(t) f (t)‘

0
0=/ ‘f(t)wgf(t)’ 0= [ =

* Ezek a képletek onnan jonnek, ha a x(t) = ¢1(t)z1(t) +ca(t)x2(t) alakban keresett partikularis megoldast
a 0= ¢1(t)z(t) + éa(t)z2(t) mellékfeltétellel helyettesitjiik vissza.

1. Oldjuk meg az alabbi masodrendd, allandé egyiitthatos homogén egyenleteket!
(a) &(t) —&(t) — 62(t) = 0
(b) &(t) — 82(t) + 16x(t) =0
(c) 4&(t) 4+ 4a(t) +37x(t) =0
[alaprendszerek: (a): €3, e=2t; (b): e*, te*; (c): e~ (/D cos3t, e~ (/2! gin 3t

2. Oldjuk meg az alabbi mésodrendd, alland6 egyiitthatés inhomogén egyenleteket, probafiiggvénnyel
vagy az allandok varidlasanak modszerével.

(a) @(t) +62(t) + 9z(t) = 23

(b) #(t) — 4i(t) + 3z(t) = e

(c) @(t) + 5i(t) + dx(t) = 3 — 2t — 2
(d) &(t) + 2i(t) — 3z(t) = te!

HF &(t) + 4z(t) = cos 2t

[megoldasok: (c): Cre™4 + Coe™ — t2/4 + t/8 + 23/32; (d): Ciel + Coe™3t + (+3/12 — t2/16 + t/32)et; HF:
C cos 2t + Oy sin 2t + (¢/4) sin 2t.]

3. Az alabbi mésodrendd, fiiggvény egyiitthatos egyenleteknél sejtsiink meg egy x1(t) megoldast és ker-
essiilk meg a mésik megoldast zo(t) = z1(t)z(t) alakban!

(a) (t2+1)a ()—2tm()+2m() 0
(b) (2t + 1)i(t) + 4ta(t) — 4z(t) = 0
HF ti(t) — (2t + D)@ (t) + (t + 1)z(t) =

[alaprendszerek: (a): ¢, t2 —1; (b): t, e~2; HF: ef, t2e!]
4. Oldjuk meg az alabbi magasabbrendi, alland6 egyiitthatos homogén egyenleteket!

(a) F(t) — 2i(t) — 3&(t) =0
HF ‘Z'(t) — 2% (t) + 2&(t) — 22(t) + 2(t) = 0

[alaprendszerek: (a): 1, €3, e~%; HF: e!, tef, cost, sint.]|

Linearis differencialegyenlet-rendszer

Irjuk 4t elsérendt rendszerré a kovetkezé magasabbrendii differencidlegyenleteket!



L. #(t) + 6i(t) + 9x(t) = 2e2

2. W (t) — 2F (£) + 2i(t) — 2d(t) + 2(t) = 0

3. E(t) — 33(t) + 2i(t)x(t) = 0, (1) = 2, (1) = —1,3(1) = 4.

Oldjuk meg az alabbi linearis differencidlegyenlet-rendszereket! (Ismeretlen kikiiszobolésével masodrendii-
re visszavezetni.)
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T = x
(L'; — _1x2 [.’131 (t) = Clet7 ﬁL'Q(t) = CQe_t]
il = xzx [21(t) = Cycost + Cysint, xo(t) = —Cysint 4+ Cy cost]
2 = —X1
i; : il;le_ To [z1(t) = Cie3t + Care™t, (t) = —2C; €3t + che—t]
2; i ;f;:_—w;%l [21(t) = e*(Cycost + (Cy — Ch) sint), xa(t) = e*((~2C1 + Ca) sint + C cost)]
.fbl = 2%’1 —+ ) 3t y
by = —zqy Az, PO =HO )+ Cot), 2o(t) = T (=Cit + Co1 + 1))
T = x
B =G - @
fi}l = X1+ 22 ot o
3'32 = T + To [ﬁl(t) = Cle + CQ, .’L’Q(t> = Cle _ CZ]
L .
2 = ﬂflw-lk—; " [21(t) = 201€%" — 4C2e™?", my(t) = Cre® + Coe™¥|
259 = —2x1 + tao
i = 2t(2? +23)
3}2 = 4tf1711’2
gl i x1‘1 +:c 2 3;2_ t (4llandok varidlasaval)
2 1 — 42 = 5
1 = @1+ 2w o
Ty = w1 —5sint (probafiiggvénnyel)

7. gyak anyaga

0. (Sturm-Liouville)

Adjuk meg mely A és u-ra teljesiil az alabbi sajatérték feladat.

{ Zl(/o)zzm;u) =0

Itt volt egy kis stabilitdselmélet, de ezt lecseréltem, mert til elvontnak bizonyult. Helyette:
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HF

Hatvanysoros médszer, Euler-térottvonal

Legyen to € R, 29 € R, f : R? — R a (tg, 1) pont egy kdrnyezetében értelmezett folytonos fiiggvény.
Keressiik az

w(t) = f(t,2(t),  x(to) =p (4)
egyenlet kozelit6 megoldasat. Néhany egyszerd modszert ismertetiink itt.

Hatvanysoros médszer. Ha az f fiiggvény a (to, p) pont egy kérnyezetében analitikus, akkor keressiik a
(4) egyenlet - ¢y egy kornyezetében értelmezett lokalis - megoldasat hatvanysor alakban. Helyettesitsiik
az egyenletbe a

z(t) =D an(t —to)"
n=0

hatvanysort. A kezdeti feltételt felhasznalva a sor egyiitthatoi egyméas utan kiszamithatok.

Euler tor6ttvonal. Vilasszunk egy h lépéstavolsagot, majd gyéartsuk le a tg,t1,%o,t3... id6pontok és
az o, Ty, T2, 23 - .. kozelitd értéket sorozatat, ahol tp = to + kh és z ~ x(tg). A kezdeti feltételbsl
kiindulva tg, és o = p mér adottak és legyen x,,11 =z, + hf(tn, x,).

Oldjuk meg az #(t) = x(t) differencialegyenletet sorfejtéssel az x(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.
[z(t) = €']

. Szamoljuk ki az

() = t+x(t)}
z(0) = 0

egyenlet kozelitd megoldésit hatvanysoros modszerrel.

[z(t) = et —t —1]

Tekintsiik az
2x(t)

t

ot) =
z(l) = 1
kezdetiérték-feladatot. Szamitsuk ki a megoldés kozelits értékét a t = 2 pontban Euler-modszerrel, ha
ah=1,h=1/2 illetve a h = 1/3 lépéstavolsagot valasztottuk.
[h =1 esetén x(2) ~ x1 = 3; h = 1/2 esetén x(2) ~ x5 = 3.3; h = 1/3 esetén x(2) ~ x5 = 3.5

Hatarozzuk meg az (1 — t2)#(t) — 4ti(t) — 2x(t) = 0 differencidlegyenlet z(0) = 1, ©(0) = 0 kezdeti
feltételt, illetve az x(0) = 0, ©(0) = 1 kezdeti feltételt kielégité megoldasait.

() = !

1
b illetve m(t) = m]

1+¢

PDE

1.
2.

3.

8. gyak anyaga, Izsédk Feri feladatsoranak felhasznaldsaval késziilt.

PDE fogalma, rendje. Klasszikus megoldds. Specidlis tipust egyenletek: kvézilineéris, linearis, férészében
linearis, allandé egyiitthatos, homogén inhomogén. Mellékfeltételek: kezdetiérték feladat, peremérték feladat,
vegyes feladat. Korrekt kitiizési feladat.

Elemi uton megoldhato egyenletek. u : R? — R, klasszikus megoldast keresiink.
a, Opu =0; b, Oppu +220u=0; c, Ou=dou; d, (O1u)?+ (Gou)? =0 .
a, Oiu = f(z,y); b, dpu= f(z,y); c, Oou—u= f(z,y); d, d11u— a?deu=0.

a, 812U = f(xay)7 ’LL(I‘,JZ‘) =7, 81u(a:,x) =0 ; b7 811” = 822u, U(O,y) = 17 81’&(0,@/) =1.



4. Keressiink adott specialis tipusi megoldasokat!
a, onu —du =0, u(z,y)=X(@)Y(y); b, dnu+ 0pu=0, ulz,y)=Xx)Y(y).

9. gyak anyaga, Karatson Janos feladatsoranak felhasznalédsaval késziilt.

Parabolikus Cauchy-feladatok

Ou—02u = f(x,t), (z,t) eRxRT
u(@,0) = pl),  ceR

Két részre bontjuk a feladatot:

(P1) Ou—902u = 0, (z,t)eRxRT
u(z,0) = o(z), rzeR

Erre van megoldoképlet:

) == [ et -2 g
Ou—02u = f(x,t), (z,t) €RxRT
(P2) { u(z,0) = 0, zeR

Ezt az tugynevezett Duhamel-elvvel visszavezetjiik egy (P1) alaka segédfeladat(csalad)ra:
Legyen 7 > 0 paraméter,

O — 0% = 0, (z,t) e R x RT
v(z,0,7) = f(z,7), ze€R

Ennek v(z,t,7) megoldasabol u(x,t)-t a kovetkezSképpen kapjuk meg:

t
u(z,t) = / v(z,t —7,7) dr
0

Végiil, az eredeti egyenlet megoldasat (P1) és (P2) megoldasanak Osszegeként kapjuk.

Megjegyezziik, hogy magasabb dimenziéban csak annyi valtozik, hogy (P1)-re a megoldoképlet egy kicsit mo-
dosul:

1 > ° n 2
u(z,t) = 7 / . / ek=1 "Mk p(x — 2/t . .. xp — 2V/t0n) dn
A feladatok megoldasanal hasznaljuk fel, hogy

/ e= cos bn dn =4 [T e=b?/4a
o a

/ e~ sin bndn=0.

Feladatok:
atu R 8gu - 0 L+t
. { u(z,0) = €° (mo:e™™")
8tu - 8%’(1/ — 0 . »
2. { U(l’, O) = Sin(x + 1) (mO.SlH(iE —+ 1)6 )

3. { O —Oju = sin(z +1) (mo:1/2(sin(z + t) — cos(z +t) — e !(sinz — cos z)))

u(z,0) = 0



4 8tu - 8§u = 1
' u(xz,0) = 1
5 Oyu — 0%u 0
' u(z,0) x
Ou — Q?u = 0
6.
u(xz,0) = cosx
7 (9tu — Ogu = t
' u(z,0) x
{ Ou—02u = et
8.
u(z,0) = cosz
g | Ou—Au = 0, (z,t) € R? x RT
' u(z,0) = sinzsinzg, r € R?

10. gyak anyaga, Karatson Janos feladatsoranak felhasznéldsaval késziilt.

A parabolikushoz még:

) ou—0*u = 0, (z,t)eRxR*
L uw@0) = (), z€R

feladatban legyen |p(z)| < K valamely K korlattal. Lassuk be, hogy ekkor |u(x,t)| < K !

Hiperbolikus Cauchy-feladatok

u(zx,0) = (x), zeR

Bu—02u = f(z,t), (x,t) e RxRT
Ou(x,0) = (), z€R

Harom részre bontjuk a feladatot:

Bu—0%u = 0, (z,t)eRxRT
(H1) u(z,0) = 0, zeR
ou(z,0) = P(x), zeR

Erre van megoldoképlet (lasd az els6 parcdiff-es orat is, ahol 1) valtozokat vezettiink be....):

xz+t
u(z,t) = %/_t P(s) ds

Bu—02u = 0, (x,t)eRxRT
@) { u(@0) = ¢x),  weR
ou(z,0) = 0, r€eR
Ennek megoldasédhoz bevezetiink egy (H1) alaku segeédfeladatot:
Zv—9%n = 0, (z,t)eRxRF
v(xz,0) = 0, reR
ov(z,0) = o), zeR
Ekkor

u = Oyv.

u(z,0) = 0, rzeR

Ru—02u = f(x,t), (w.t)e RxRFT
(H3)
Ou(z,0) = 0, zeR
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Ezt az tugynevezett Duhamel-elvvel visszavezetjiik egy (H1) alaku segédfeladat(csalad)ra
Legyen 7 > 0 paraméter,

0Zv— 0% = 0, (z,t) € R x RT
v(x,0) = 0, reR
ov(z,0,7) = f(x,7), xe€R

Ennek v(x,t,7) megoldasabol u(x,t)-t a kovetkezSképpen kapjuk meg:
t

u(z,t) = / v(z,t —7,7) dr
0

Végiil, az eredeti egyenlet megoldasat (H1)—(H3) megoldéasainak Osszegeként kapjuk.

Feladatok:

82u — 82 = 0

L. =0
8tu (z, 0 = x
OPu—0?u = 0

2. u(z,0) = =z
Ou(z,0) = =
OPu—0%u = z+t

3. u(z,0) = =z
Ju(z,0) = 0
afu — 82 = 1

4. u(z,0) =1
ou(z,0) = 1
OPu—0%u = z+t

5. u(xz,0) = €
Ou(z,0) = €°

11. gyak anyaga, Karatson Janos feladatsoranak felhasznéalasaval késziilt.

Elliptikus peremértékfeladatok

o Elemi megoldasi modszerek:
Jelolje K1 (0) C R? az origo kdzépponti egységkorlapot, 0K a peremét. Legyen p(x,y) = 20<i+j<n a;;x'y’
egy n-ed fokid polinom. Ekkor o

{Au = plz,y) (2,y) € K1(0)
u = 0 (z,y) € OK

megoldasét érdemes u(x,y) = (22 + y? — 1)g(z, y) alakban keresni, ahol ¢(z,y) n-ed foki polinom. Ekkor
behelyettesités utan az egyiitthatok egyeztetésével kaphatjuk meg a megoldést (a peremfeltételt automa-
tikusan tudjal).

Ha a peremfeltétel nem homogén:

{ Au = p(zvy) (‘Tay) GKl(O)
u = ® (z,y) € OK

akkor a megoldast u = ug + v alakban keressiik, ahol uy "tudja" a peremfeltételt és v pedig megoldésa az
alabbi problémanak:

{ Av p(m,y) — Ay (x,y) € Kl(o)
v 0 (z,y) € 0K
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] {Au = 8z +8y (z,y) € Ki(0)

&
— = /=

= 0 (x,y) € OK

Au = 2?+y* (2,y) € K1(0)

= 0 (x,y) € OK
Au = 4 (x,y) € K1(0)
u = 22+y% (v,y) €K

Megoldas sorfejtéssél: (Mese)

~Au = f (z,y) € QCR?
u = 0 (x,y) € 00
megoldésat a kovetkezéképpen allitjuk els. Ha —A sajatértékei Ay (k,1 € NT) és normalt sajatfiiggvényei
ugi(z,y), melyek teljes ortonormalt rendszert alkotnak, akkor elGszor elgallitjuk f-et

f= Z Chl Ukl
k=1
alakban, ahol

e = (frung) = /Q Fun.

Innen (formaélisan: bederivalva a szummaba és egylitthato egyeztetéssel) adodik, hogy

Hasznéljuk fel a kovetkezSkben, hogy ha Q = [0, a] x [0, b], akkor

kK2 12 2 km Im
2 _ . .
Al =7 (7a2 + 7b2)’ u(z,y) Nz sin <a :c) sin (b y) .

Az inhomogén peremfeltétellel hasonloképpen banhatunk el mint az el6z6 pontban.

Au = —(e+y) (2.y)€Q=[0,xP

u = 0 (x,y) € 00

Au = sinzsiny—2sin2zsindy (z,y) € Q= [0,7]?
u = 0 (x,y) € 00
Au ety (z,y) € Q= [0,7)?

u 0 (x,y) € 002

Au = ay (z,y) € Q=01

u =y (z,y) € 0Q
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