MATEMATIKA 3 GY
FOLDTUDOMANY ES KORNYEZETTAN BSc I1/1
MINCcSOVICS MIKLOS EMIL ES HAVAST AGNES

Koszonet Csomos Petranak, amiért rendelkezésemre bocsatotta az ezt megeléz8 verziojat a gyakorlatfeladatsoroknak és
Titkos Tamasnak, amiért néhany hibara felhivta a figyelmem.

1.Gyakorlat: Metrikus tér

A, metrika, MT

1. Déntsiik el, hogy a kdvetkezd p fiiggvények metrikat definidlnak-e R-en! -
a, p(z,y) = |z +[yl;
b, p(z,y) = [z = 2yl;
¢, p(z,y) = |lzyl;
d, p(z,y) = /]z =yl

2. Léassuk be, hogy MT!
a, (R,]]); (R",dg), k=1,2,00; —
b, (C'la,b],d); (C'la,b],dy), ahol d;(f,g) = f |f(z (x)] dz), (a <b); —

¢, R ellatva a diszkrét metrikaval.
B, kornyezet (gomb)

1. Abrazoljuk (R? dy), k = 1,2, 00 MT-ekben a 0 kozépponti 1 sugarti gdmbdket, vagyis K1(0)-t

2. Szemléltessiik abraval, hogy milyen fiiggvények tartoznak bele az azonosan 0, illetve az f(z) = x
fiiggvények 1 sugara kornyezetébe — tehat K1(0), illetve Kj(x) szemléltetése — a (C'[a,b], doo)
illetve a (C'[a,b],d) MT-ben.

3. Adjunk példat olyan MT-re és kdrnyezetekre, amelyekre -
a, K,.(x) = Kr(x) és R >r;
b, K,(x) 2 Kr(y) és R > r!
C, topoldgiai alapfogalmak
1. Déntsiik el, hogy a (R,|:]) MT-ben a kovetkez6 halmazok zartak/nyiltak-e, illetve adjuk meg a
torlodasi, belsd, kiils§ és hatar pontjaik halmazat. O —
a, R;0;
b, {1,2,...,n}; N; {1 :neNT};
¢, la,b]; [a,b); (a,b); [a,00).
2. Adjuk meg, az aldbbi halmaz belsd, kiilsd, illetve hatarpontjait és ezek alapjan dontsiik el, hogy
a halmaz nyilt vagy zart-e! Hyy = {f € Cla,b] : d(f,0) < M} a (Cla, b, dss) MT-ben.

D, Az 0Osszes eddigi fogalmat vizsgaljuk meg diszkrét metrikus térben!




Megoldasok —

AJ2/a, dy(z,y) =0 | — yil.

e di(z,y) >0 Va,y € R", mivel |x; —y;| >0 Vie{1,2,...,n}.
Tovabba di(z,y) = 0 & x = y, ugyanis nemnegativ szamok Osszege csak ugy lehet nulla, ha
mindegyik sszeadando nulla, azaz z; —y; =0 Vi € {1,2,...,n}, vagyis x = y.

o di(z,y) =di(y,z), mivel |x; — y;| = |y; — x| Vie{1,2,...,n}.

o di(z,y) <di(z,2) +di(z,y) Vz,y,z € R", mivel
Dimylwi =yl <30 i —zit i —yl < 300 (lws— 2l zi—wal) = 3000 lwi— 2l + 200 [z —wil.
A maésodik lépésben az Osszeg minden tagjara kiilon alkalmaztuk az (R,[:]|)-beli haromszog-
egyenl6tlenséget (felhasznélva, hogy (R, |-|) MT).

A ds metrika esetén itt csak a harmadik tulajdonsagot (haromszog-egyenldtlenség) mutatjuk meg.

Allitas 1 Vz,y, z € R™ esetén

n n n
Z(Cﬂi —yi)? < Z(% —2)* + Z(Zi —yi)?.
i=1 i=1 i=1
Bizonyitas: Legyen x; — 2; =: a; és z; —y; =: b;. Ekkor x; —y; = a; 4 b;, és a beldtandé egyenlStlenség:
n n n
D (ai+ b <[> ai+ D b
i=1 i=1 i=1
Elég tehat megmutatni, hogy az utébbi egyenlétlenség igaz Va;, b;, + = 1,...,n szamok esetén. Emel-

jink négyzetre (mindkét oldal nemnegativ):
n n n
Zaz—i—b <Za +Zb2+2 (Zaf) (be)
i=1 i=1 i=1
A bal oldalon elvégezve a négyzetre emelést, egyszertisités és 2-vel valé osztas utan:
n n n
D aib < | a2 | b2
i=1 i=1 i=1

Ez pedig éppen a jol ismert CBS-egyenl6tlenség (amirdl tudjuk, hogy teljesil Va;, b, @ = 1,...,n
esetén).

A/2/b, Megmutatjuk, hogy (C [a,b],d ) MT.

. df f.9) f |f(x )] dx > 0 Vf,g € Cla,b], mert nemnegativ fiiggvény integralja nem-

negativ. Tovabba d f |f(x ()| de = 0 = f = g. Tegyiik fel ugyanis indirekte, hogy
f # g. Ekkor Jxg 6 [a b] amelyben f(:vo) # g(zg). Ezen xz¢ pontban |f(xz¢) — g(zo)| > 0, és
mivel f és g folytonos, és igy az |f — g| fliggvény is az, tehat az |f — g| fliggvény az xg valamely
K, (zo) kornyezetében is pozitiv = ff |f(z) — g(x)| dz > 0, ami ellentmondés.

o d;(f,9) = d;(9,f) V1.9 € Cla,b], ugyanis |f(z) — g(x)| = g(x) — F(x)] ¥a € [a,B].

e dp(f,g9) < df(f.h) +ds(h,g) Vf,g.h € Cla,b], az (R,|-|)-beli haromszdg-egyenlStlenséget fel-
hasznalva, [f(z0) — g(xo)| = |f(z0) — h(z0) + h(z0) — g(z0)| < |f(z0) — h(zo)| + [h(z0) — g(z0)]
teljesiil Vxg € [a, b], amibgl kovetkezik, hogy |f(z) — g(x)| < |f(z) — h(z)| + |h(z) — g(z)|. Kiin-
tegralva az egyenlGtlenséget és felhasznélva az integrdl monotonitésat és additivitasat, kapjuk,
h?g)y’ J21f@) = g(@)] dz < [7(|f(x) = h(z)| + |h(z) — g(@)]) dz = [ |f(z) = h(2)] dz+ [ |h(x) -
g(z)| dx.



Eredmények —
C/1/a, R zart és nyilt, R" = int R = R, OR = ext R = {);
() zart és nyilt, (" = int() = 90 = 0, ext ) = R.
C/1/b, A H=1{1,2,...,n} halmazra H' =0, int H =0, extx H =R\ H, 0H = H. H C H = H zéart;
N =0 intN=0, extN=R\N, 0N=N. N C N= N zart;
A G ={1:ne N} halmazra G’ = {0}, intG = 0, extG =R\ (HU{0}), 0H = HU{0}. G

nem nyilt és nem zart.

C/1/c, [a,b] = [a,b], int[a,b] = (a,b), ext[a,b] =R\ [a,b], Oa,b] = {a,b}, zart;
[a,b) = [a,b], int [a,b) = (a,b), ext[a,b) =R\ [a,b], Ia,b) = {a,b}, nem zart, nem nyilt;
(a,0)" = [a,b], int (a,b) = (a,b), ext(a,b) =R\ [a,0], d(a,b) = {a,b}, nyilt;
[a, +00)" = [a,+00), int[a,+00) = (a,+0), ext[a,+00) = (—00,a), d[a,+0) = {a}, zart.
Utmutatasok --»
A/1 a—c, nem, mert sériil az els6 metrikatulajdonsag; d, igen.
B/3/a, Diszkrétben;

B/3/b, ({3 jol megvalasztott pont a sikban},ds) .



2.Gyakorlat: MT

A, konvergencia, Cauchy-sorozat, teljes MT

1. Vizsgaljuk meg a kovetkezs (fliggvény)sorozatokat Cauchy-sag illetve konvergencia szempontjabol!
a, (2LL) 4 (C0,7],dy), illetve a (C[0, ], do) MT-ben; —
b,
0, ha z € (—oo,n—1U[n+1,00)
@)= x—(n—1),haz e (n—1,n]
n+1—2z haze(nn+1)

a (Cp(R),dss) MT-ben;

¢, (") a (C[0,1],dy) illetve a (C[0, 1], dog) MT-ben. — =3
2. TMT-e?

a, (R7 ||) : O

b, (R\{0},[-1); (Q,[-); (la, 8], ]} ; ([a,0),]-]); (la,00), -] = =)

¢, (R,darctg), ahol daretg(z,y) = |arctga — arctgy| . -3

d, R ellatva a diszkrét metrikéaval.

e, (C[a, b], doo) (Ezt csak kimondani!); (C[CL, b], df) . —»

B, Banach-féle fizpont tétel

1. Ellenpéldakkal igazoljuk, hogy a fixponttétel feltételei — a teljesség és a ¢ < 1 feltétel — lényegesek!

-—>

2. Az f :[1,00) = [1,00), f(z) = 4(z+ 2) fiiggvény kontrakcio-e, és (ha igen, akkor) mi a fixpontja?

Hatarozzuk meg a fixpont értékét 10~3-os pontossaggal! —»
3. Lassuk be, hogy ha f : [a,b] — [a,b], f € C'[a,b], |f'| <1, akkor f kontrakcid! —
4. Lassuk be, hogy az adott f fliggvény kontrakcié a megadott intervallumon. Szeretnénk meghata-
rozni az f(x) = x egyenlet megoldasat. Adjunk meg egy iteracios lépésszamot, amivel mar
garantalni tudjuk, hogy az iteraciot az adott o pontbol inditva, a kozelités hibaja 10~3-nal mar
kisebb.

a, f(xr) =09cosz, € [0,5] ésx9=0;
0,

b, f(z)=+vVx+2,2€[0,2] ésxog=0.




Megoldasok —

A/1/a,

A/1/c,

A/2/b,

A/2/e,

B/2

e Ad  metrikdban: a (Si%)ﬁiggvénysorozat tart az azonosan nulla fiiggvényhez, mivel

sin x ”
i (T0) = |

Tehat a fliggvénysorozat konvergens, és igy Cauchy-sorozat is.

sinx

—O‘ da:zl/ sinxdx:g—>0.
0

n n n

e A d., metrikdban: a (%) fliggvénysorozat tart az azonosan nulla fliggvényhez, mivel
i (sinx’O) ~ o sinz _0‘ dp — sin(m/2) 1 o
n [0,7] n n n

Tehéat a fiiggvénysorozat konvergens, és igy Cauchy-sorozat is. (Megjegyezziik, hogy ha egy sorozat
konvergens a (C[0, 7], dso)) MT-ben, akkor konvergens a (C[0,7],d ) MT-ben is.)

Ad  metrikéban: az (z™) fiiggvénysorozat tart az azonosan nulla fiiggvényhez, mivel

1 1 ‘,En—&-l 1 1
df(:c",O):/ |z" — 0] dx:/ " dx:[ ] = —0.
0 0 n+l], n+1l

Tehat a fliggvénysorozat konvergens, és igy Cauchy-sorozat is.

([a,b],| - ]): TMT. A bizonyitas indirekt: tegyiik fel, hogy nem TMT, azaz 3(x,) C [a,b] Cauchy-
sorozat, amely nem konvergens. Viszont vegyiik észre, hogy (z,) Cauchy-sorozat a (R, |-|) MT-ben is.
Ez a tér teljes, igy 3A € R = lim(z,). Tehat A ¢ [a,b], vagyis A kiils6 pontja az [a, b] halmaznak,
igy létezik olyan K, (A) kornyezet, amelyre K,.(A) N [a,b] = 0. A hatarérték definiciojat hasznalva: az
elgbbi r-hez N € N: ¥n > N-re x,, € K,(A), vagyis bizonyos indextdl kezdve a sorozat minden eleme
K, (A)-beli, és igy nem [a, b]-beli. Ez ellentmondas.

Belatjuk, hogy (Cla,b],d f) nem TMT. Ehhez tekintsiik az alabbi fiiggvénysorozatot:

0, ha z € [0,1]
fa(z) =< nz—n,haz e (1,1+ 1)
Lhaze[l+2,2]

Ez Cauchy-sorozat, mivel n,m € N,n < m (ezt az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik) esetén

df(fnafm) :/O (fn(J?) —fm(.%')) dx = i — L < i — 0.

2n 2m T 2n
Megmutatjuk, hogy ez a Cauchy-sorozat nem konvergens (C[0,2],d f)—ben. A bizonyitas indirekt:
tegyiik fel, hogy konvergens, azaz tart valamely f € C[0,2] fiiggvényhez. Ez a fiiggvény a [0, 1]-en
mindenhol nullat kell felvegyen, ugyanis felhasznalva a haromszog-egyenlGtlenséget fennall, hogy

dp(f,0) < dy(f, fn) +dp(fn,0).

Itt a jobb oldal mindkét tagja nullahoz tart, tehat a bal oldal csak nulla lehet. Végiil felhasznélva
f folytonossagat, adodik a részallitdas. Hasonléan: a hatéarfiiggvénynek az (1,2]-n mindenhol 1-et kell
felvennie, mert

ahol a jobb oldal mindkét tagja nulldhoz tart, tehat a bal oldal 0. Végiil felhasznalva f folytonossigat,
adodik ez a részallitas is. Igy f nem lehet folytonos, ami ellentmondas.

Két megoldast adunk.



I.mo. Belatjuk, hogy f kontrakcio.
2 1
@) = F = glo+ 5 v -4 = gl =l1- 2| < 1o,

ahol felhasznaltuk, hogy |1 — f—y‘ < 1 teljesiil az [1, 00) intervallumon. Tehat g = % szereposztassal
teljesiil a kivant kontrakcids egyenlStlenség. Ha a fixponttétel szerinti iteracidhoz az xg := 1
kezdSpontot valasztjuk, akkor x1 = f(1) = % Az elégséges lépésszam kiszadmitasa:

n

1 -3
1_qd(x0,x1):2—n§10 = n>10.

IL.mo. (Felhasznalva a B/3 feladatot.) Az f'(z) = § — ?12 derivaltfiiggvény zérushelye z = /2, f' az
g,

[1,v/2) intervallumon < 0, és monoton né 3-t6l 0-ig, a (v/2, +00) intervallumon > 0, és szigortian
monoton ng, hatarértéke a 4-oco-ben % = |1 < % =: ¢. Innen lasd az els6 megoldéast.

B/3 f € C'a,b] = a Lagrange-kozépértéktétel szerint Va,y € [a,b] esetén 3¢ € (z,y) : f(z) — f(y) =
&) (@—y) = [fx) = fWI = O] |z —yl < suppy ]|z —yl.

Mivel f’ folytonos az [a, b]-n, ezért |f'| is az, amib6l supy, y | f'| = max, g |f'| kévetkezik. Ez a maxi-
mum csak 1-nél kisebb lehet, mivel |f/| < 1. Igy f kontrakcié q = max(, 5 | f'| mellett.

Utmutatasok --»

A/l/c, doo(a™, ") = 1.

A/2/b, ([a,b),|-]): Nem TMT. Konstrualhaté ugyanis olyan [a, b)-beli Cauchy-sorozat, amely b-hez tart, pl.
az x, = 21 sorozat.

n+1

A/2/c, Vizsgaljuk a kévetkez sorozatot: (xy,) = (n).

B/1T (R\A{0}, [-]); 5 &s (R, |-]), = + 1.



3.Gyakorlat: Vektortér, Linearis leképezések

’ A Vektorszamitas cimd targy (Havasi Agi) parhuzamosan fut a Mat3 kurzussal és ott is tanulnak VT-rél és linearis leképezésekrsl! ‘

A, VT alapfogalmai O

1. Lassuk be, hogy R™; R[z]; Cl[a,b] (R felett) VT! Hany dimenziés R™? (Adjunk meg egy bazist.)
2. Linearisan fiiggetlenek-e az alabbi fiiggvények a C[0, 7] VT-ben?

a, fi(x) =sinz, fo(x)=cosz

b, fi(z) =sin?xz, fo(r) =cos?xz, f3(z) =1

c, fi(z) =€, fo(x) =€ —»
d, filx) =1, fo(z) =2

e, filx) =1, folx) =2, ..., fo(z)=2"""!

f, fi(z) =3sin(§ + ), fa(x) = cosz
3. Alteret alkotnak-e K[z]-ben a —

a, tizedfokd polinomok,
b, legaldbb tizedfoku polinomok,
c, legfeljebb tizedfokid polinomok?

Ha igen, hatarozzuk meg, hogy hany dimenzios az altér (egy béazis megadéasaval).

B, VT: linedris leképezések

1. Tekintsiik az aldbbi R? — R? operatorokat (leképezéseket): O —»
i, identitas ii, tlikrézés az origora iii, tiikkrozés az x = 0 egyenesre
iv, tiikkrozés az x = 1 egyenesre v, origd koriili forgatas a szoggel
vi, x-tengelyre vetités vii, origdbdl kétszeres nagyitas
viii, eltolas az (1,0) vektorral ix, (z,y) — (r+y,y)

a, Melyek linearisak? Ha lineéris, mi a matrixa a szokésos bazisban?
b, Mik a sajatértékeik és sajatvektoraik?
2. Vizsgaljuk meg a kovetkezd X — Y operatorokat, ahol X, Y VT-ek, hogy linearisak-e?
a, X =C0,2n], Y =C[0,2n], Df = f'; —
b, X =C[a,b], Y =R, Rf = [ f(x) da;




Megoldasok —

AJ2/c, Az fi(x) = €% és fo(x) = €>* fiiggvények linedrisan fiiggetlenek. Ehhez meg kell mutatnunk, hogy az
ae® + Be* =0 egyenldség minden z € [0, 7] pontban csak akkor all fenn, ha a = 3 = 0.
1. Az x = 0 pontban csak akkor all fenn, ha ae® + 3e® = 0, azaz a4+ 3 = 0.
2. Az x = 1 pontban csak akkor 4ll fenn, ha ae + Fe? = 0.
= maér a fenti két pontban egyszerre is csak ugy allhat fenn az egyenlGtlenség, ha « és 3 megoldésa az
a+ 3 =0; ae+ Be? =0 egyenletrendszernek. Ennek a rendszernek pedig egyetlen megoldasa: a = 0,

5 =0.
A/3/ab, Nem, x'% — 2!% = 0, ami nem tizedfok.

2

A/3/c, Igen, mert zart a miiveletekre. 11 dimenzi6s, mert {1,:E, o . .. ,:L'lo} egy bazis benne.

B/1/a, iii, Az x = 0 egyenesre valo tiikrozés az f(x,y) = (—z,y) leképezést jelenti. Ez lineéris, mivel
L f((x1,01) + (w2,52)) = fzr + 22,91 +y2) = (= (@1 + 22), 91 + y2) = (=21, 91) + (—22,52) =
f(ﬂfh?/l) + f(l"27?/2) telJeSUI v (x17y1)7 (332,292) € RQ esetén, illetve
2. f(Mz,9) = fF(Az,My) = (=Az, \y) = AM(—=,y) = Af(z,y) teljesiil V (2,y) € R* és A € R

esetén.

Y S
Matmxa.A-( 0 1).

iv, Nem linearis, mivel a (0,0) vektort nem a (0, 0)-ba, hanem a (2,0)-ba viszi at.
vi, Az x tengelyre valo vetités az f(z,y) = (x,0) leképezést jelenti. Ez linearis, mivel
Lo f((@1,y1)+(22,82)) = f(@1+22, y14y2) = (21422,0) = (21,0)+(22,0) = f(21, 1)+ f (22, 2)
teljesiil V (z1,1), (22,y2) € R? esetén, illetve
2. f(\(z,y) = f(\z, \y) = (M\z,0) = A\(z,0) = Af(z,y) teljesiil V (x,y) € R? és X € R esetén.
Matrixa: A = < (1) 8 >
viii, Az (1,0) vektorral valo eltolas az f(x,y) = (x,y) + (1,0) = (z + 1, y) leképezés. Ez nem linearis,

mivel f((z1,y1)+(w2,52)) = (961+962+1vy1+y2’) a f(fU;,yl)—i'f(iUz’yz) = (z1+1, 1)+ (22 +1,y2) =
(z1+ 22 + 2,91 + y2). Méasképp: f((0,0)) = (1,0) # (0,0).



4.Gyakorlat: Normalt tér

A, norma, NT
1. Tekintsiik R2-et, mint R feletti vektorteret. Normat definidlnak-e a kovetkezd hozzarendelések?
-
a, (v1,m2) — § |z1] + 2|a2|;
b, (z1,z2) — |z2|.
2. Mutassuk meg, hogy NT!
a, (R™,[||lx), k=1,2,00; —»
b
b, (C'la,b], [-ll0); (Cla,b], [Ilp), ahol £l = [, |f(2)] dz, (a <b). -
B, norma, ekvivalens normdk
1. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges NT minden z,y elemére teljesiil, hogy ||z — y| > |||z|| — [|y]|]!
-
2. Bizonyitsuk be, hogy minden x € R"™-re teljesiil, hogy
a, |7l < llll; < nllwfly;
b, 2]l < llzlly < vzl ;
¢, lzlly < llzlly < vnllafl,!
3. Lassuk be, hogy a C'[a,b] VT-en ||-||, és HHf nem ekvivalens norméak!

C, konvergencia, véges dimenzio, Banach-tér

1. Konvergensek-e a (R?, || ||,) NT-ben a kovetkezd sorozatok? —
a, ((5,2);
b, (1)
sinn n’—
c, (2, 2559)).
2. BT-e?
a, (R, ”Hk)7 k=1,200;
b, (Cla,b], [Ill0) 5
¢, (Cla, 0], )




Megoldasok —
AJ2/a; A k= oo eset:

® maXjcqy o) [T 20V €R" és =0 2, =0Vie{1,2,...,n}.
® maX;e{1,..,n} Axi| = maxie{l,...,n}(‘)" i) = |Al maX;e{1,...,n} |z;| Vo € R?, VA € R.

® maXjc(1 . ) [(¥ + )il = maxieq oy [ + yil < maxieqr oy (2] + [yi]) < maxieqr py @] +
maXie(1,..n} [¥il Y,y € R", ahol a masodik lépésben felhasznaltuk az (R, |-|) NT-beli haromszdg-
egyenlGtlenséget.

A/2/b, (Cla,b]), || - [|so)-re mutatjuk meg.

e max(,y |f| > 0Vf € Cla,b] és =0« f=0. (Ha f nem lenne minden pontban nulla, akkor |f|
maximuma pozitiv lenne.)

o max(as) N f] = maxy (A /1) = ]\ maxay £ ¥/ € Cla,b), VA € R.

o maxge |f + 9] < maxiey(|f] + lg]) < maxgey |£] + maxay lgl Vg € Cla,b]. Az els6 1épésben

azt hasznaltuk ki, hogy ha minden = € [a, b] helyen igaz |f(z)+g(z)| < |f(z)|+]|g(z)| ( ami persze
igaz, (R,|-|) NT-beli haromszog-egyenlStlenség), akkor a maximumukra is igaz az egyenlGtlenség.

B/2/a, max;eqr, ny o] < 300 o] < mo-maxeq oy |i], hiszen egyetlen koordinata abszolut értéke nem
lehet nagyobb, mint az 6sszes koordinata abszolit értékének az Gsszege, és az utébbi nem lehet nagyobb,
mint a legnagyobb tag szorozva a tagok szamaéaval.

C/1/a, Harom megoldast mutatunk.

e Tart a (0,0)-hoz, ugyanis [|(2,2) — (0,0)[|,= (2. 2)], = /(2)"+ (2)* =B — 0.

e Mivel R? véges dimenzios, igy rajta minden norma ekvivalens. A konvergenciat vizsgalhatjuk
tetszéleges (az eredetivel ekvivalens) norma szerint. Vélasszuk a ||- ||, normat! Ekkor
G 2) = (0,0 o= sup {3, 5} = & = 0.
e A véges dimenziot kihasznalva, elegendd a koordindta-sorozatok konvergenciajat vizsgalni. Tehéat
2 2 3

konvergens, mivel koordindtanként konvergens: (2) — 0, (2) =0 = ((2,2)) — (0,0).

C/1/b, Nem konvergens, mert a masodik koordinatasorozata nem az: (n) — +oo.

C/1/c, Konvergens, mivel koordinaténként konvergens: (S22) — 0 ((sinn) korldtos, () — 0), (%) — 1
inn nzfl)) N (0 1)

n ' n2+1

(osszuk a szamlalot és a nevezdt is n2—tel) = ((&
Utmutatasok --»
A/1/a, Igen.
A/1/b, Nem, mert sériil az els6 normatulajdonsag.

B/1 Tudjuk, hogy |la+b|| > ||a|| + ||b]| . El6szor a :== 2z —y, b:=y, majd a ==y —x, b:=x.
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5.Gyakorlat: NT: Folytonos linearis leképezések

A, linearitds, folytonossdg, korldtossdg

1. Lassuk el Rt a ||-||  normaval. A 3.Gy/B/1 feladat operatorai koziil melyek korlatosak illetve
melyek folytonosak?

2. Vizsgaljuk meg a kévetkez6 X — Y operatorokat, ahol X, Y NT-ek, hogy linearisak, korlatosak
illetve folytonosak-e?

a, X,Y tetszbleges NT, beY , Ax =b; —»
b, X=Y=(R,|]|), [z =ux; —
¢, X =Y = (Cla,b], ||'|lo): Af = af, ahol a € C[a,b] régzitett;

d, X = (C [0’27T]a H”oo)) Y = (0[0’277]’ ||Hoo)> Df = f/§ -
e, X = (Cla,b),|Ml). Y = (R,| - ). Bf = [ f() da;

f, X = (0[07 1]7 HHoo)ﬂ Y = (R’ | : Dv Sf= Supxe[o,l}f(l‘); -
g, X =(C[0,1],[[llo), Y = (R, [ ]), Nf = f(0). —

B, operdtornorma
1. Amelyik az A/ rész példai koziil folytonos linearis, ott hatarozzuk meg a leképezés normajat. —
C, mdtriznorma
1. Az alabbi esetekben hogyan hatarozhatjuk meg egy linearis leképezés norméjat, ha adott a
matrixa?
a, A: (R™ [|-]l,) = (R™ [|-[ o) 5
b, A (R, [[M]o0) = (R™, [1M]o0) 5
¢, Az (R™ [-fly) = (R™ []-]l,);

)
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Megoldasok —

AJ2/a,

A/2/b,

A/2/d,

AJ2/f,

A/2/g,

e A akkor és csak akkor linearis, ha b = 0. Ugyanis
1. b= A(z1+x2) = A(x1)+A(x2) =b+b < b=0;illetve 2. b= A(A\x) = AA(x) =Xb & b=0.
e A korlatos, ugyanis minden korlatos halmaz (s6t, minden halmaz) képe az egyelemt {b} halmaz,
ami korlatos (mert minden elemére teljesiil, hogy a normaja < K := ||b]|).

e A folytonos. Ehhez azt kell megmutatnunk, hogy barmely zg € X és Ve > 0 esetén 36 > 0:
|Az — Axzolly < e, ha || — zgl|y < 6. 0 := 1 valasztas jO lesz, hiszen || Az — Azglly = [|b—b|y =
0.

Ha b = 0, akkor az A (azonosan 0) leképezés norméja:

[All = sup [|Az]y = sup [0}y =0.

llzll x =1 [zl =1
Vegyiik észre, hogy ez a megszokott f: R — R, f(z) = x fuggvény!
e [ linearis, ugyanis
1. I(z1 4+ x2) = 1 + 22 = I(x1) + I(z2) ; illetve 2. I(Az) = Az = A (x).

e [ folytonos, hiszen a NT-ek beli folytonossag definici6janak specialis eseteként kapjuk az els6ben
tanult folytonossagi definiciot, akkor pedig belattuk, hogy az identitas folytonos leképezés (§ := ¢).

e [ korlatos, mert linearis és folytonos. Figyelem, az két kiilonb6z6 fogalom, hogy korldtos egy
leképezés, illetve hogy korlatos értékkészletii!

Az I leképezés norméaja:

]l = sup |zfly = sup [z[=1.
zl| =1 |z|=1

e D linearis leképezés, mivel Vf, g € C1[0,27] és A € R esetén
L.D(f+9)=(+9))=f+¢ =Df+ Dgilletve 2. DIAf) = (\f) =Af'=ADf.

e D nem korlatos, mert van olyan halmaz, ami korlatos, de a képe nem az. Tekintsiik ugya-
nis az fp(x) = sinnz,n € NT fiiggvények halmazat. Ez a halmaz korlatos, mivel | f,| ., =
max|g o-] | sinnx| = 1. Viszont |[Df, || = I filloo = lIncosnz|, = max|g on] (|7 cos nz|) = n —
00 . D tehat ezt a korlatos halmazt nem korlatosba viszi &t = D nem korlatos.

e D nem folytonos, mert linearis és nem korlatos.

e S nem lineéris, ugyanis legyen pl. f(z) =z és g(x) = —x. Ekkor S(f +¢g) = S(z —x) = S(0) =
supjo,1)(0) = 0 # Sf + Sg = supp yj = + supjg 1) (—7) =1+ 0= 1.

e S korlatos, ugyanis minden korlatos halmaz képe korlatos. Ennek igazolasdhoz tekintsiink egy
H C C|0,1] tetszoleges korlatos halmazt. Ez azt jelenti, hogy 3K € RT : Vf € H-ra ||f| =
supp 1) | f| < K teljesiil. Kévetkezésképpen K > suppqp|f| > [suppq f| = [[Sf| is teljesiil,
viszont ez pont a halmaz képének korlatossagat jelenti.

e S folytonos. Ehhez azt kell megmutatnunk, hogy barmely fo € C[0,1] és Ve > 0 esetén 35 > 0:
1Sf = Sfoll = [suppqy f — supjo1) fol < &, ha [|f — follx = suppoq |f — fol <& (f € C[0,1]).
¢ := e vélasztas jo lesz, hiszen |supy 1) f — supjg 1y fol < supjo 1y |f — fol-

e N linearis, ugyanis Vf, g € C[0,1] és A € R esetén
1. N(f+g9)=(f+9)(0) = f(0)+g(0) = Nf+ Ng, illetve 2. N(Af) = (Af)(0) =Af(0) =ANf.

e N korlatos, ugyanis ha H C C[0, 1] korlatos halmaz, akkor 3K € R : supp ) |f| < K. Ekkor
|f(0)] < K = H képe is korlatos.

e Mivel N linearis és korlatos, igy folytonos is.

N normaja:

INfly _ N 7(0)|

sup — =1,

[N = = = =
rex. 20 Wfllx  recion)0 suppay lfl recpoi].r20 suPo1 | f]

ugyanis a hanyados minden f € C]0, 1] figgvényre nyilvan kisebb, mint 1 és egy olyan f fiiggvényre a
legnagyobb, amelyre |f| a szupremumét a 0-ban veszi fel (pl. az azonosan 1 fiiggvény a [0, 1] interval-
lumon), ebben az esetben pedig a hanyados 1 és igy a szuprénum is.
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6.Gyakorlat: 1.ZH
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7.Gyakorlat: NT: Fiiggvényhatarérték, Folytonossag, Parcialis derivaltak

A, NT: fiigguények hatdrértéke
1. Lassuk el R%-et az euklideszi norméval és R-t pedig az | - | normaval. Van-e hatarértéke az aldbbi
f:R%\{(0,0)} — R fiiggvényeknek a (0,0) pontban? -3

2
a, fle,y) = 220
2

b, fla,y) = s

2 .2
G, f(xay) = i2+z2 .

B, NT: folytonossdg (linearitds nélkiil)

1. Lassuk el R%-et az euklideszi normaval és R-t pedig az | - | norméaval. Folytonosak-e az alabbi
f :R? — R fiiggvények a (0,0) pontban? —
a?
0 , ha (z,y) = (0,0),
f(xa y) = xy? sbként -
Bs o cgyebrent;
b,
0 , ha (z,y) = (0,0),
f(z,y) = ;2?;4 , egyébként ;
2. Lassuk el R2-et az euklideszi normaval és R-t pedig az | - | normaval. Folytonos-e az alabbi
f:R? — R fiiggvény az (1,1) pontban? -—»

f( ) 1 R ha (SC,y) = (17 1))
T,y) = % , egyébkent .

C, NT: parcidlis derivdltak

1. Hatarozzuk meg az alabbi R? — R, illetve R? — R fiiggvények parcialis derivéltjait!
a, f(z,y) =2®+y* - 3ay;
b, g(z,y) =a¥, (x € RT);
c, h(z,y,2) =¥, (x,y € RT);
— i L
d, k(z,y) = arcsin .
2. Mutassuk meg, hogy az alabbi fiiggvénynek léteznek a parcialis derivaltjai a (0,0) pontban, pedig
lattuk, hogy nem folytonos ott (lasd A/1/a,)!

2 +y2

, egyébkeént .

3. Mutassuk meg, hogy az alabbi fiiggvény vegyes parcialis derivaltjai megegyeznek! f : R? — R,
f(z,y) =In(z +e), (x€RT).
4. Szamitsuk ki a kovetkez6 parciélis derivaltakat!

3
a, %&/(x Inzxy);

3
b, ﬁyaz(ewyz) )

5. Tekintsiik a v : R? — R, v(z,y,2) = (2% + y> + 22)_% fiiggvényt! Igazoljuk, hogy Av = 0!

14



Utmutatasok --»
A/1/a, Nincs, kozeledjiink ma egyenesek mentén, vagy térjiink at polarkoordinatéakra.
A/1/b, Van, térjink at polarkoordinatakra.
A/1/c, Nincs, kozeledjiink ma egyenesek mentén, vagy térjiink at polarkoordinatakra.
B/1/a, Nem, térjiink a4t polarkoordinatakra.
B/1/b, Nem, kozeledjiink /x mentén, vagy térjiink at polarkoordinatakra.

B/2 Alkalmazzuk a kovetkezs helyettesitést: z :=x — 1, w := y — 1 és utanna lasd A/1/a,.
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8.Gyakorlat: Differencialszamitas NT-ekben (R"-ben): Differencialhatésag, Erint&sik

¢ differencidlhatosdg

. Legyen f : R? - R, f(z,y) = 2% +y és 20 = (1,2). Mutassuk meg a definiciét hasznalva, hogy

f/(l‘()) = (271) —»

. Legyen f: R? — R2, f(x,y) = (xy,x —y) és 20 = (2,4). Szamitsuk ki a Jacobi-matrixot az g

helyen és mutassuk meg a definiciot hasznalva, hogy ez egyenls f'(z)-lal! —»

Legyen f:R%? — R?, f(z,y) = (2® + 9%, y) és 2o = (1,1). Szamitsuk ki a Jacobi-matrixot az x¢
helyen és mutassuk meg a definiciot hasznélva, hogy ez egyenls f’(xg)-lal!

A definicié 6sszhangban van az 1D-beli definicioval: Legyen f: R — R a kovetkezs:
a, f(z) = 2%, w9 = 2. Mutassuk meg a definiciét hasznalva, hogy f'(xq) = 4. —»
b, f(z) =23, 2o = 2. Mutassuk meg a definiciét hasznalva, hogy f'(zg) = 12.

. Hatarozzuk meg az f : R3 — R2, f(x,y,2) = (2%y,y + 2) fiiggvény derivaltjat a (0,1,2) helyen!

s
Adjunk példat olyan fiiggvényre, mely minden iranybol folytonos a (0,0) pontban, s6t ott minden
iranyban differenciadlhato, de (totalisan) nem differencialhato! --3

Mutassuk meg, hogy az alabbi fiiggvény folytonos a (0,0) pontban, ott minden iranyban differen-
cidlhato, de (totalisan) nem differencialhato! —

0 ;ha (z,y) = (0,0),
, egyébként.

f(z,y) :{

II?yQ
x2 +y2

B, érintdsik

1.

2.

Tekintsiik a 2 = 222 — 3y? egyenlet altal meghatérozott feliiletet! Mi ezen feliilet P(—2,1,5)

pontbeli érintdsikjanak egyenlete? —»

Szamitsuk ki kozelitSleg a megadott kifejezések értékét a megadott fliggvények adott pontjaban

vett érintdsik segitségével! —»
a, "®sin(§ —0,1) =?; f(z,y) = e"siny; (0,5);

b, sin(§ —0,1)cos(5 —0,2) = 7; f(z,y) =sinzcosy; (5,5).
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Megoldasok —

A/1, f'(zo,y0)-ra egyetlen lehetséges jelolt van, mégpedig (0 f(z0,v0),0yf(x0,y0)), f (x0,y0) pontbeli
Jacobi-matrixa. Ebben az esetben (0, f,0yf) = (2z, 1), vagyis (0 f(z0,%0), Oy f(x0,y0)) = (2, 1).
A differencidlhatosaghoz még ellendrizniink kell, hogy az r(z,y) = f(z,y) — f(zo0,y0) — f'(z0,y0) - (x —
zo,y —yo)?! fiiggvény kisrendti-e (g, yo)-ban.
Vagyis

e r(z9,y0) = (0,0); illetve
hd lim(xo,yo) % = 0 teljestil-e.
r—1

r(x,y):a:2+y—3—(2,1)-<y_2

>:x2—2x+1.

e 7(1,2) = (0,0) (hiszen r igy lett megkonstrualva)

e A véges dimenziét (dimR? = 2, dimR = 1) kihasznalva tetszéleges normékat valaszthatunk.
Vélasszuk most a kovetkezsket: (R?, [|||,), illetve (R, |-]).

) r(x,y) ) |2? — 20 + 1| . (x —1)2
lim = lim = lim
12) [[(z =20,y —wo)lla (12 /(z —1)2+ (y—2)2 (12 /(z —1)2+ (y — 2)2
A z:=x—1, w:=y — 2 helyettesitéssel
—1)2 2
lim (z—1) = lim :

12 /(z =124+ (y—2)2 00 V22 +w?’

Polarkoordinatakra attérve a hanyados 7 cos? o, ami tart a 0-hoz.

Tehat az r fiiggvény valéban kisrendd.

A/2, f Jacobi-matrixa Jy(x,y) = < ? —xl > = Jp(2,4) = ( 411 _21 >

Ellenérizziik, hogy az
T(Ji,y) = f(xvy) - f(274) - ‘]f(274) : (l‘ - 2ay_4)T =
Ty B 8 (4 2 fx=2\ _ [ wy—4dx—-2y+8
T —y -2 1 -1 y—4 ) 0
fiiggvény kisrendii-e (2,4)-ben, azaz
o 7(z0,y0) = (0,0); illetve
e Euklideszi normét valasztva és a koordinatafiiggvények konvergenciajat vizsgalva:
xy —4r — 2y + 8 (x—2)(y —4)
V(@ =2)2 + (y - 4)? V(@ =22+ (y - 4)?

z:=x — 2, w:= y — 4 helyettesitéssel adodik, hogy a hatarérték 0 (lasd 7.Gy/A/1/a,). A masik
koordinatafiiggvény 0, igy ott automatikusan adodik a 0-hoz tartas.

= lim
(24)

i

im
(2,4)

Tehat r kisrendd, igy a fenti Jacobi-métrix valéban f derivaltja a megadott pontban.

A/4/a, Azr(z) = f(x)— f(xo) — f'(20)(x —30) = 2% —4(x —2) —4 = (x —2)? fiiggvény kisrend( az ro = 2-ben,
(z—2)?

ugyanis 2-ben 0-t vesz fel, illetve =2

=|lr—2|—0,hax— 2.

2
A/5, Je(x,y,2) = < 2983/ xl (1) ) = J¢(0,1,2) = < 8 (1) (1) ) A Jacobi-métrix koordinatafiiggvényei

pedig folytonosak a (0, 1,2) pontban (persze nem csak ott), ami biztositja az ebben a pontban vald

differencialhatosagot. Tehat f/(0,1,2) = ( 8 (1) g) )
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AJ7, e f folytonos a (0,0)-ban, mivel hatarértéke a (0,0)-ban 0, azaz éppen a (0,0)-beli helyettesitési
értek (lasd 7.Gy/A/1/b,).

e Differencialhato minden irdnyban: az a irdnyszogd — vagyis az [(t) = (t cos a, t sin ) egyenleti —

egyenes mentén az iranymenti derivalt (f o1)’(0) = cos asin?a.

e Ebbdl o = 0-ra kapjuk az x szerinti parcidlis derivaltat: 9, f(0,0) =0, és a = F-re az y szerintit:
9yf(0,0) = 0. Ha tehat f differencialhato, akkor f/(0,0) = (0,0) lehet csak. Az r(z,y) =
f(z,y) — £(0,0) — £/(0,0) - (z,y)T = f(x,y) fiiggvény azonban nem kisrendt a nullaban, ugyanis

_ _f=y)
az r(z,y) = \/ﬁ fiiggvény nem tart 0-hoz (polarkordinatakra valo attéréssel adodik) = f nem

differencialhato a (0, 0)-ban.

B/1, Az f(x,y) = 22% — 3y? fiiggvény P(—2,1)-beli érintssikjat kell meghatarozni. f differencialhato,
hiszen az els6rendi parcialis derivaltjai folytonosak. f'(z,y) = (4dx,—6y) = f'(—2,1) = (-8, —6). Az
érintdsik egyenlete s(z,y) = f(zo,y0) + f (zo,y0) - (x — 20,y —v0)”, vagyis s(x,y) = 5+ (8, —6) - (x +
2,y — 1T = -8z —6y—5.

B/2/a, f differencialhato, mert az elsérendii parcialis derivaltjai folytonosak.
f'(@,y) = (¢ siny, ¥ cosy) = £/(0,F) = (1,0).
Az érintésik egyenlete: s(z,y) = f(0,5) + f/(0,3) - (z — 0,y — 5) T =2+ 1.
"% sin(3 —0,1) = f(0,05; 5 —0,1) ~ 5(0,05; 5 — 0,1) ~ 0,05+ 1 = 1,05.

B/2/b, f differencidlhato, mert az elsérendii parcialis derivaltjai folytonosak.
f'(x,y) = (coswcosy, —sinzsiny) = f(§,5) = (0,-1)
3( )_ (272) ( _Qy ) (%7%) _y+2'
sm( —0,1)cos(5 —0,2) ~ —(f -0,2)+35=0,2.

Utmutatasok --»
_ [ 1 azon (z,y) pontokban, amelyekre x > 0 és y = 22,
A/6, Legyen f(w,y) = { 0 egyébként .
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9.Gyakorlat: Differencialszamitas NT-ekben (R"-ben): Kompozicié differencialasa, Iranymenti derivalt, Implicit
alakban megadott fiiggvény differencialasa

A, kompozicio differencidldsa

1. Legyenek X,Y normalt terek, illetve A € R. Mutassuk meg a definiciét hasznalva, hogy ha
f X — Y differencialhatoé az x¢g € X helyen, akkor Af is differencidlhaté az xy helyen és

(Af) (zo) = Af' (o) -
2. Szamitsuk ki (f o g)’(¢)-t kétféleképpen!

a, Legyen f:R?2 = R, f(z,y) =22 —y> — 62, g: R — R?, g(t) = (3cht,5sht). —»
b, Legyen f:R?> - R, f(z,y) = 2> +5? —3zy, g: R — R?, g(t) = (—sint,3cost). —

B, irdnymenti derivalt
1. Szamitsa ki az f(x,y) = xy fliggvény alabbi irdnyok szerinti derivaltjait az (1,1) pontban. —

a, 61:<170); 62:(071);
b7 63:(%7%); 64:(171)~
Melyik iranyban lesz az f fliggvény deriviltja maximalis illetve minimalis?
2. Tekintsiik a z = 8 — 422 — 22 egyenlet altal meghatérozott domborzatot! Melyik iranyban fog
elindulni ezen domborzat P(1,1,2) pontjabol az odahullott csapadék? —»

C, parcidlis derivdltat tartalmazo egyenletek, implicit alakban megadott fiigguény differencidldsa

1. Mutassuk meg, hogy tetbzolegeb f : R — R differencialhato fiiggvényre és u(x,y) = yf(2? — y?)

fiiggvényre 1 gg + zyde 8y =zu. —»

2. Mutassuk meg, hogy az u(z,y) = In\/a? + y? fliggvényre ig + ‘32772‘ = 0. Keressilink tovabbi
megoldasokat. -

3. Oldjuk meg a kovetkez§ egyenleteket!

ou __ Ou.
a? 871; - a% ) -
9%u 9?2
b, ot 875'
4. Hatéarozzuk meg y'(0)-t az sz + z—; = 1 implicit alakban megadott fliggvényre. —»
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Megoldasok —

AJ2/a,

B/1/a,

B/1/b,

B/2,

o1,

C/2,

C/3/a,

1. (fog)(t) = f(3cht,5sht) =9 —16sh®t — 18cht = (f o g)'(t) = —32shtcht — 18sht.
2. f'(z,y) = (22 —6,—-2y), f'(g(t)) = (6cht —6,—10sht), ¢'(t) = (3sht,5cht).

3sht

(fog) )= f'(gt)) g (t)=(6cht—6,—10sht) - ( 5 cht > = —32shtcht —18sht.

f differencialhato, mert az els6rendd parcialis derivaltjai folytonosak. f'(z,y) = (y,z) = f'(1,1) =
(1,1).

8e1f(171)_f/(lﬂl)'el_(Ll)'((1)>_1§ 8e2f(171)_fl(lﬂl)'QQ_(Ll)'<(1)>_1'

O, f(1,1) = (1,1) - (%, %)T = % = 0, f(1,1) (ugyanis e4 normalva e3).
Az irdanymenti derivalt maximalis az (1, 1) irdnyban (a gradiensvektor iranya), minimélis a vele éppen
ellentétes (—1,—1) irdnyban, ugyanis két adott hosszusagu vektor szorzata akkor maximalis, ha a

kozbezart szogiik 0, illetve minimalis, ha a kozbezart szog .

A kérdés atfogalmazhato a kovetkezSképpen: az f(z,y) = 8 — 4a? — 2y? fiiggvény (xo,%0) = (1,1)
pontjaban melyik irdnyban a legkisebb az iranymenti derivalt? f/(z,y) = (—8z,—4y) = f'(1,1) =
(—8,—4). Igy, felhasznalva a B/1/b, feladat megoldasanal hasznalt indoklast, adodik, hogy a (8,4)
vektor (normalva: a (\/%, \/%)) vektor irdnyaban indul el a csapadék.

9u = yf'(x? —y?) - 2z, % = f(22 —9?) +yf'(z*> — y?) - (—2y) . Innen pedig behelyettesitéssel adodik.

Ju __ 1 1 _ =z O2u _ z?4y?-z22 _  y?-2? 217 T
N rexe W peww: 20 = el vl ¢ nur) A ¢ Rur Rl Hasonloképpen adédik, hogy

Py = % . Majd behelyettesitve adodik az allitas.
Tovabbi példak: w(z,y) = In\/x2 + y2 + ax + by + ¢, a,b, ¢ € R tetsz6leges konstansok, u(x,y) = zy,
u(z,y) = e* cosy stb. (Az ilyen fliggvényeket harmonikus figgvényeknek nevezziik.)

Jeldlje v(&,n) azt az R? — R fiiggvényt, amelyre u(wx,t) = v(z — ¢,z +t) minden (z,t) € R? pontban.
Azaz, ha bevezetjik a g(x,t) = (x — t,z + t) segédfiiggvényt, akkor u(x,t) = (v o g)(z,t).
Ekkor, a parciélis derivaltakat kétféleképpen kiszamitva:

u'(z,t) = (Opu(z, t), Opu(z,t)).
Masrészrél
u'(x, t) = (v © g)/(.’L', t) - ’Ul<g(‘r7 t)) : g/(x7 t) .

A jobb oldalon az els6 tényezs: v'(&,n) = (O¢v(§,1m),0y(&,m)), vagyis v'(g(x,t)) = (Op—v(z — t,x +
t),Optt(x — t,x + 1)).

A maésodik tényezs: ¢'(x,t) = < 1 _11 )

A matrixszorzast elvégezve

W (z,t) = (Op—tv(xz —t,x +t) + Oppv(z — t,x + 1), —Opyv(x — t,x + 1) + Oppv(z — t,x + 1)) .

Az u/(z,t)-re kapott két kifejezés Osszehasonlitasabol

Opu(x,t) = Op—yv(x —t, x4+ 1) + Opppv(x — t,x + 1), Opu(w,t) = —0p—pv(x —t,x 4+ 1) + Oppev(x — t, x +1).
Ezzel a %7; = B—Z differencidlegyenlet v-vel kifejezve az alabbi alakban irhato fel:
Op—tv(x —t,x+1t) = —0p—v(x —t,x + t), vagyis

Op—pv(x —t,z+1) =0.

Ez azt jelenti, hogy v olyan fliggvény, amely csak a masodik valtozojatol fligg. Tehat az egyenlet
megoldéasa v(x —t,x+t) = k(x+t), ahol k : R — R tetszéleges differencidlhato fliggvény. = Az eredeti
egyenlet megoldasa: u(x,t) = k(x +t), ahol k : R — R tetszdleges differencialhaté fliggvény.
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C/4, Derivaljuk az 2—; + %—j = 1 egyenlet mindkét oldalat: i—% + 21’%;(93) = 0. Fejezziik ki ¢y/(z)-et: ¢/ (z) =

—zgg;. Az x helyére 0-t, y helyére y(0) = |b|-t rva y'(0) = 0.

Eredmények —

A/2/b, (fog)'(t) = —16sintcost + 9cos?t — 9sin?¢.
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10.Gyakorlat: Differencialszamitas NT-ekben (R"-ben): Szélssérték, Taylor-sor

A, szélsdérték

1. Legyen f:R? - R, f(x,y) = zy. Hatarozzuk meg f”(0,0)-t! —
2. Legyen f:R%? — R, f(z,y) = 2> + y3. Hatarozzuk meg f”(1,1)-t! —»
3. Tekintsiik a z = 422 4 2y% — 8 egyenlet altal meghatarozott domborzatot! Ezen domborzat melyik

pontjaban fog 6sszegytlni a kérnyezetében lehullott csapadék? —»
4. Legyen f:R? —» R, f(z,y) = 22 — y%. Van-e f-nek lokalis szélsGértékhelye? —»

5. Legyen f:R? — R,
a, f(x,y) =222+ y? + 6zy + 100 — 6y + 25;
b, f(x,y) = 222 + 3 + 62y — 6y + 25. —»
Keressiik meg f lokalis széls6értékhelyeit.
6. Legyen f : R? — R, f(x,y) = sinz + cosy + cos(x — y). Mi a legnagyobb értéke f-nek a
H={(z,y):0<z<7/2,0<y<7/2} halmazon? —»
B, Taylor-sor

1. Szamitsuk ki kozelitleg az %% sin(§ — 0,1) kifejezés értékét Taylor-polinom segitségével! —»

a, Hasznaljunk elséfokt Taylor-polinomot. Mi a geometriai jelentése az elséfokta Taylor-polinom-
nak?

b, Hasznéljunk mésodfokd Taylor-polinomot.
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Megoldasok —

A/T,

AJ2,

AJ3,

INZS

A/5/b,

A/6,

A maésodrend parciélis derivaltak folytonosak, igy f” létezik. f'(z,y) = (y, z),

ran=(1 g ) =ren=(1 ).

A maésodrendii parcialis derivaltak folytonosak, igy f” létezik. f'(x,y) = (322, 3y?),

ran=(% o) =ran=(g o)

Az f(z,y) = 422 + 2y? — 8 fiiggvény minimumhelyét keressiik.

f az egész R2-n kétszer differencialhato (végtelen sokszor is). SzélsGértékhelye csak ott lehet, ahol 0 a
derivaltja (gradiense). f'(x,y) = (8x,4y) = (0,0), ha x = 0, y = 0. Szamitsuk ki ebben a pontban a
masodik derivaltat!

e = (g ) =100,

A matrix mindkét bal fels6 sarokaldeterminansa pozitiv (8 > 0; 8 -4 > 0) = f(0,0) pozitiv definit
matrix = a (0,0) szigoru lokalis minimumbhely, tehat itt fog Osszegytlni a kornyezetében lehullott
csapadék.

f kétszer differencialhato (végtelen sokszor is). f'(x,y) = (2z,—2y) = (0,0), ha (z,y) = (0,0), tehat
csak itt lehet lokalis szélsGértékhelye f-nek.

ran=(5 2 )=roo.

Ennek a matrixnak a determinénsa negativ, tehat indefinit = a (0,0) nem lokalis szélsGértékhely, igy
f-nek nincs lokalis szélséértékhelye. (Az indoklas eleje elhagyhat6, mert f” nem fiigg x, y-tol.)

f kétszer differenciélhato (végtelen sokszor is). f'(z,y) = (4x + 6y, 2y + 6z — 6) = (0,0), ha x = 2 és

y=—%.
4 6
" .
mindenhol, igy a (%, —g) pontban is. Mivel a méatrix determinénsa negativ, nincs lokalis szélsGértékhely

ebben a pontban, igy f-nek nincs lokalis szélsGértékhelye. (Az indoklés eleje itt is elhagyhato.)

f kétszer differencialhato (végtelen sokszor is). Az f fiiggvény a H C R? korlatos és zart halmazon
van értelmezve, igy felveszi a maximumat (és minimumaét). SzélsGértékhelye vagy olyan belsé pontban
van, amely lokalis szélsGértékhely, vagy a peremen.

e Vizsgaljuk meg elGszor, hogy H belsejében hol nulla f derivaltja:
f(x,y) = (cosz—sin(x—y), —siny+sin(z—y)) = (0,0), ha x és y kielégiti a cos x —sin(z—y) = 0
és —siny + sin(xr — y) = 0 egyenleteket. A két egyenletbdl cosx = siny = sin(5 — x) = siny.
Ez kétféleképpen lehetséges: 1.) § —x = y +2km; 2.) § —2 =7 —y + 2km, ahol k € Z.
Mindkét egyenletbdl x-et kifejezve és visszahelyettesitve az eredeti els§ vagy mésodik egyenletbe

egyetlen olyan megoldast kapunk, amely a H belsejében van, ez a (5, ) pont. Itt a fiiggvényérték

1G58 =2 ~2.6
e Vizsgiljuk meg a perempontokat is! A perem négy szakaszbol all.
L.x=0,y€l0,%]. Itt f(x,y) = f(0,y) =sin0 + cosy + cos(—y) = 2 cos y maximuma 2.
2. y=0,2¢€[0,5] Itt f(z,y) = f(x,0) = sinz + 1 + cosx maximuma az z = 7 helyen van,
értéke % + 1~ 2,41 (egyvaltozos fiiggvény szélsGértékhelye ott lehet, ahol a derivaltja 0).
3.x=75,y€l0,5]. Itt f(z,y) = f(5,y) =1+ cosy +siny = y = 7§, az értéke annyi, mint az
el6z6 pontban.
4. y=7%, x€l0,F]: itt a maximum 2.
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B/1/a,

B/1/b,

A fentiek koziil a legnagyobb értéket f a (5, §) pontban veszi fel, tehat itt maximuma.

Legyen f(z,y) = e”siny, mely végtelen sokszor differencidlhato. Kozelitsiik az (xq,y0) = (0, 5) koriili
els6foki Taylor-polinomjaval (ez nem mas, mint a fiiggvény érintdsikja).
f(@,y) = f(xo,y0) + 01f(x0,y0) - (x — x0) + O2f (w0, 50) - (¥ — ¥o)-

Itt O1f(x,y) = e"siny = 01 f(0,5) =1; 02 f(x,y) = e“cosy = 01 f(0,5) = 0.
Alkalmazva a kozelitést az (a? y) = (0,05; % — 0,1) pontban:

"% sin(3 —0,1) ~ e’sinF +1-0, 05+0—1 05.

f(@,y) =f(x0,y0) + 01f(20,v0) - (x — w0) + O2f (0, y0) - (y — yo)+

! (51f(900, Y0) - (z — 20)* + 2012 (20, o) - (x — z0) (¥ — yo) + 95 f (0, y0) - (v — y0)?) -

01 f(z,y) = e siny, Dz f(x, y) = e’ cosy, 05 f(x,y) = —e"siny =
% sin(Z —0,1) ~ 1,05+ 3 (e”sin(%)0, 052 + 2e° cos(%)0,05(—0,1) — € sin(5)(—0,1)%) = 1,04625.
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11.Gyakorlat: Integralszamitas NT-ekben (R"™-ben): Ivhossz

A, fwhossz

= (3t,3t2,2t3) , t € [0, 1].

= (e"tcost,etsint,e”t), t € [0,00).

1. Szamitsuk ki a kovetkezs r : R — R3 gérbe fvhosszét! r(t)
2. Szamitsuk ki a kdvetkezd r : R — R3 gérbe ivhosszat! r(t)

3. Szamitsuk ki a kovetkezs r : R — R? gorbe ivhosszat! r(t) = (a(tsint + cost),a(sint — tcost)),
t € [0, to].
4. Szamitsuk ki a kévetkezd§ gorbe {vhosszét!
a, y=a%2 x€[0,4];
b, y =22, x€[0,x0].
5. Szamitsuk ki az egységsugari kor keriiletét!

6. Legyen r = r(p), ¢ € [0, o). Igazoljuk, hogy

I(r) = /O C R T TR de.

7. Szamitsuk ki igy is az egységsugaru kor keriiletét!

8. Szamitsuk ki a kovetkezd gorbe ivhosszat! r(yp) = ap, ¢ € [0,7/2]. (Archimédeszi-spiralis)
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Megoldasok —
AJ2, r: z(t) = e tcost, y(t) = e tsint, 2(t) =€, t € [0,00) Jelolesekkel

= /OOO V(@ ()2 + (v (1)? + ((1)? dt = lim \/ 2+ W(0)? + (1) dt

§—00

2/(t) = —e"tcost — e tsint, y/(t) = —e !sint + e tcost, 2 (t) =—e!
Ebbél (2/(t)2 + (v (1))? + (' (t))? = 3¢ 72t =

I(r) = lim S\/36*2tdt:\/§lim Se_tdt:\/glim [—e” ] =3 lim (—e * +1) = V3.

S§—00 0 S§—00 0 §—00 §—00

A/3, 2/ (t) = a(sint+tcost —sint) = atcost; y’(t) = a(cost — cost + tsint) = atsint.

to 2
\/ ()% dt = \/a2t2 cost +a2t?sin’t dt = \a!/ tdt = ]a\EO
0

A4/,
/\/7(13;_/ 1+3<43 x—/,/ ;%
/\/Hixdx—[27<l+4x>2]o—87<\/m ).

A/5, A korvonal elss siknegyedbe es6 darabjat az y = V1 — a2, z € [0,1] fiiggvény adja meg. Ennek a
darabnak az fvhossza

= [ i (A = [ T [T -

arcsinl — arcsin(Q) = arcsin1l = 5 .

A teljes ivhossz ennek négyszerese, azaz 2.

AJ6, T o= (2(0),y(p)) = (r(p) cos g, r(p) sing), ¢ € [0, o]
@) = 1'(@) cosp — (i) sin g,
) = () sin g + 7(p) cos @,

7”(90))2008 @ — 2r'()r () sin p cos p + (r(g))? sin® ¢,
r'())?sin® ¢ + 21 ()r (g )Smsocoswr( ())? cos® .
)Z+ (W (0)? = (r()? + (' ()2, és igy

\/(96’(90))2 + (' (p)? dp = \/ ())? dg.
AJ7, Az egységkorre r(p) = 1, v €0,2n] =1'(p)=0.
I(r)= \/ (©)? de = 2ﬂ\/12+02dg0:/27r1d<p:277.
0 0 0

A/8, 1'(p) = a,

arsh z

:/2¢md¢:a/zmd¢:a " V1tsh?teht dt =
0 0 0

arsh% arsh% 1—|—Ch(2t) a bh(Qt) arsh% a T
a cthdt::a/ dt:[t—i— ] = —sh(2arsh —).
/0 ) 2 2 2 |, 75 2

Utmutatasok --»

A/4/b, 1(r) = [0 V14 (22)2 = %(2 aff};((gg()) + sh(2arsh(2zg))). 2x =: sht helyettesitéssel, felhasznalva az
C.
ol

integréalas soran, hogy ch?t =
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12.Gyakorlat: 2.ZH
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