Ismétlés: hidro-termodinamikai egyenletek

A légkdrben zajlé folyamatok fizikai térvényeknek engedelmeskednek,

Kozelito modszerek altalanos elmélete pl. Newton-térvények, energia-megmaradas, témeg-megmaradas

Szépsz6 Gabriella
szepszo.g@met.hu

El6éadasok: http://nimbus.elte.hu/~numelo

Nemlinearis parcidlis differencialegyenlet-rendszer:
7 egyenlet — 7 valtozé: (u,v,w), T, p, p, p,

Sekeélyviz (shallow water) egyenletek

Példak az egyenletek egyszeriisitésére

A folyadék vertikalis kiterjedése elhanyagolhat6 a horizontalishoz képest,
vertikélisan homogén, 6sszenyomhatatlan, surlédasmentes forgd kbzeg:

+ Gombi kozelités
Horizontalis mozgasegyenletek: du =a_”+ua_”+va_“+wa_” 1o fev
o o ] dt ot odx dy dz pox
+ Alegkor vastagsaganak elhanyagolasa dv v w1
—=—4u—+tv—+tw—=—-——+f-u
. . dt ot ox dy dz pay
* Hidrosztatikus kdzelités J 5
Hidrosztatikus kdzelités: 72) =0- a—p =—p-g
+ Vizg6z hatasanak elhanyagolasa a leveg6 siriiségében <
Divergencia-mentesség: a_“+ﬂ+a_w =0
ox dy 0z

ANALITIKUSAN TOVABBRA SEM OLDHATO MEG!

— Analitikus megoldas hianyaban numerikus médszerek m | >




Térbeli és idobeli diszkretizacio

* Horizontélis koordinatak (gémbi koordinatak,

sikbeli leképezések)
* Véges differencia modellek (racsok)

 Spektralis modellek (horizontalis irdnyban
ortogonalis fgv. rendszer szerinti sorfejtés)

« Vertikalis koordinatak (felszinkdvetd, nyomasi,

hibrid..)
* Explicit, implicit és egyéb semak
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Euleri és Lagrange-i szemlélet

Euler-szemlélet: t t+dt

régzitett racs
v
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Lagrange-szemlélet:
a folyadékelem
kovetése
da¥y

dt

Vizsgalando egyenletek

ou

1D linearis advekcios egyenlet: 3—Z+ ca— =0

X

Gravitacios-hullam tagokat tartalmazé egyenlet:
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Linearis advekciot + gravitacidés-hullam tagokat tartalmazé egyenlet:
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Kozelitend6 operatorok

\d6beli derivaltak: du oh
or ot
Térbeli derivaltak: ou oh
ox Ox




Folytonos feladat

Tekintstk a kévetkez6 (t.f.h. korrekt kitlizési) feladatot:

Lu=f,
u:Q—>R"eB, feB,, L
B, B,
B,, B, Banach - terek, ‘/-’—\4
L: B, = B, linedris, f
u

D(L)c B,,R(L)c B,.

A kbzelitd megoldasra kétféle modszer-csalad:

1.) Véges-differencia mddszer (hamarosan)
2.) Projekcibs-variacios médszerek, pl. Galjorkin modszer (késébb)
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Alapfogalmak

b
Kozelség” y=Ax pl. y= jx(t)dt

Kézelités: a) x bemend adatot kbzelitjik
pl. x(z) polinomokkal, Fourier-sorral valé kbzelitése
(spektralis kozelités)

b) az A operéatort kdzelitjuk
pl. [ =X

(véges differenciak)

Metrikus és normalt terek

Metrikus tér Normalt tér
X; p:XxX >R* X: ||:x—>r
-p(xl,xz)ZO, HxH =0,
Pl x,) =0 x =x, Jx|=0e x=0,
- plx, %)= plx,, x,) oo = lar]- .
'p(x1!x3)£p(xl!xz)"'p(xz!xs)

x| <[+

Teljes metrikus tér Banach tér

Normak

Példak: a)R: x| =],

b) Cla.b]tér : ||, =

Rl

=

b
c)L, tér: ”x”L {flx(t)l” Jr " Hibert-tér

a

Relacié ezen normak kozott: HX(I)HQ SHX(t)HIQ <..<|x),

A konvergencia irdnya
Matrix-normak:

A

M

n n
A =max ey, (AL =max ey, [A]=sup
A= © oA v#0




Hibak

* A numerikus modell megoldasa soran jelentkezd hibak forrasa:

A matematikai modell hibaja
Kiindulasi adatok hibaja
Kdzelité modszer hibaja
Kerekitések soran fellépé hiba

rON =

— Atlagos szélsebesség-eltérés [m/s]
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Korrektség

Korrekiség = egzisztencia + unicitas + stabilitas ! Belsfj

'tulajdonsag'
Bemené adat: x+&x ] oo S oS
=A ) —A
Ehhez tartozé6 megoldas: y+dy = A(x+dx) % = Alx+a0) - A()
Példa nem korrekt feladatra:
2 2

du  ou_,

ox> 9y’

u(x,0)=0

a—u(x,O) = @(x) bemend

dy

Hogyan fligg a megoldas a bemend adatoktél?

Stabilitas

o(x)=0 — u(x,y)=0 trividlis megoldas

ny —-ny

(1) =coslnx) = 1, (5. )=~ cosus)

A feladat a Rayleigh-Taylor instabilitast modellezi:

Stabilitds: y megoldas stabil, ha y folytonosan fliigg x-tél.

Kezdeti kis dx-bél nagy dy — instabilitas — ekkor a feladat kézvetlen
megoldasara nem célszerl numerikus modszert alkalmazni

Stabil :|6y| < c-|d¥,ha ¢ << 1 — ellenkez& esetben a kezdeti hiba
nagyon megndvekedhet (qyenge stabilitas)
Példaul: ”

Yy (x) = y(x)

y(0) =1

y'(0)=-1

Altalanos megoldas:
y(x) = *[y(0)+ Y(O)]-et + 5 [y(O)—y (0)]-e

Ezekkel a kezdeti feltételekkel: y(x)=e "
De kis hiba a kezdeti feltételekben és a masik tag is megjelenik.

A nem korrekt feladat helyettesithet6 korrekt kbzeli” feladattal: p
paraméterrel, p — 0 esetén a feladat tart az eredeti feladathoz és
a megoldas is tart az eredeti megoldashoz — reqularizacio




Fluggveéenyek racson

X =[a,b] /W\ ‘ fix) folytonos fliggvény ‘

Racs: i-1
X, =x+ E dx,
dx; k=1
<>
| Il | ) |
T T 1 I T
a=x; X2 X Xiv1 b=x,
‘‘‘‘‘ .'... ﬁ"“”"n
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. ‘ f; fuggvény a racson
Aracson a dx-nél révidebb hulldmhosszak nem irhatok le.

fix) folytonos figgvény, f; fuggvény a racson:

.y
N,
.
.
.

A folytonos f fliggvény adott pontban becsiilhetd:

ff=e f, +1-e)f, ahol g=-—"—"T
Xiv1 — X

Arécson a dx;-nél révidebb hulldmhosszak nem irhatok le.

A kdzelités josagat példaul Taylor-sorfejtéssel vizsgalhatjuk.

Véges differencia médszerek

= L
Lu f ue Bl,fe BZ' B] B2
A véges differencia séma megadasanak '/_\}
lépései: u
1.) Normalt terek sorozatanak megadasa:
2.) Véges differencia séma megadasa: Hﬂ'
Lpvh = @n,Vn€B1p, Pn€Bap, Vi Pn

Lp : Bip— Bap

3.) B, és By, elemeinek 6sszehasonlitasa

Példak racsra:

1.) Egyenletes racs:
h

b-a..
— th{xi:xi=a+i-h;h= a;zzO,n}
Xo X1 X3 X3 "

Q={a£x£b}, x,=a+i-h, h:b_a
n

2.) Nem egyenletes racs:

Il | J——
— — — I I 11
Xp=a, x,=x,_, +h, x,=b

3.) Egyenletes racs sikon:

Q={a<x<bhc<y<d}

4.) Izometrikus racs:
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Elvart / vizsgalt tulajdonsagok

» Kompatibilitas
* Korrekt kitlizés (stabilitas)
* Approximécid, konzisztencia

» Konvergencia
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Kompatibilitas
Minden h-hoz |étezzen egy P,:B, — B, lineéris
operator, amelyre Py =u, € B, és legyenek
H ) Hl valamint H . H N és teljes(iljon minderre a
kompatibilitasi feltétel:

u-ra |y, —LE|],-

Példa:

BlzC[a,b],ueBlenu —max|u )|

”C Xxe a b] u, ;
Legyen P,(u)=u, =u Vxe Q,, ﬁ_/
o, = s .

XEQ 1
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Korrektség

Korrekiség = egzisztencia + unicités + stabilits

()+(2):Vp, € By, Al : Ly, =9,
(3):v, folytonosan fligg ¢, - tol.
Lh

Blh ‘/\_)
Vi P Ba

Tehat:  JolyanL,™

:B,, = By, v, =L, '@,, amely h szerint

egyenletesen korlatos _>HLh‘1H <K.

Ekkor :|jv,| = HLh_I%H S HL;,_IH Neul < & o]
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Approximacio
Adottak: R, : B, — By, Byu=uy,
Py, By = By, Popf = [y,
feltételt:
L
— T
B, u f B, ”Plh””m
[P f ), ———
Plh P
2h
uh L
By, L, i T By,

_ =0

I N

és teljesitik a kompatibilitasi

]
|71
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Definiciok:
1. Avéges diff. séma az u € B, elemen m-ed rendben approximal, ha

1,1, =1, Ll =0 (")
2.Az L, az L-t m-ed rendben approximalja, ha

3. A ¢,az f-et m-ed rendben approximalja, ha

m
0, - Py fl, =o(n")
Pu — >~ Pyf
uy Ly, ~ 2 ’
L
By, " 1 T By,
Vi Pp
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Konvergencia

Konvergencia: a véges differencia séma megoldasa tart a pontos
megoldashoz, azaz

Blh

Y=V, —Pu es Hth — 0 Vy Pu

A konvergencia rendje megegyezik az approximacié rendjével:

i, =0 [A") vagy [y, < & -n"

K h-t6l flggetlen
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Gyakorlati vizsgalatok

<—

Konzisztencia 2

Konvergencia

n Hatékonysag! o

Stabilitas
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Konzisztencia

Konzisztencia: Ar, Ax — 0 esetén a véges differencia-feladat tartson az
eredeti feladathoz

A gyakorlatban a differencial- és a differencia-egyenlet kilénbségét
vizsgaljuk.
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Példa: advekcids egyenlet (linearis 1D)

a_F + ca_F =0 t
o ox . T N
| [ |
4 ; 1z . + -mmmmmee- + - +
A véges differenciés egyenlet: | | Fo
n I | [ |
Fm,n+1 B Fm,n Fm+1,n B Fm—l,n -0 o o *
At 2Ax ' <
m

A kdzelités josaga (konzisztencia rendje) Taylor-sorfejtéssel vizsgalhato
— csonkitasi hiba:

9°F At .83F ' Ax?

Stabilitas a gyakorlatban
Stabilités: a véges differencia séma belsé tulajdonsaga.

A numerikus megoldas korlatossagat szoktdk megkovetelni —
altalanosan a folytonos feladat megoldasa nem korlatos.

Definicié: a numerikus séma hibaja régzitett Ar és Ax esetén korlatos
marad az idében

AN azdik idélépcsbben keletkezd hiba

8n+] = n

T attéresi egyitthatd

O A, O +0(Ax3)+ O(Atz) Kévetelmény: £,.,]< |gn| =N |g| <1 ———> 1 dimenziéban
a” 2 ox
Tobb dimenzidban g helyett egy matrix all és ennek sajatértékeinek
elsorendd méasodrendd kell (abszolutértékben) 1-nél nem nagyobbnak lenni: |4 |<1, i=1,N.
ﬂl ’ ’
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Ao SR Z .Perhaps some day in the dim future it will be =
Effe kthltaS possible to advance the computations faster than Konve rgenCIa
the weather advances and at a cost less than the
saving to mankind due to the information gained.
But that is a dream.” (L.F. Richardson, 1922)
Hatékonysag: A numerikus séma megoldésa tart a pontos megoldashoz, ha a

» A szamitdégép véges kapacitasa altal szabott kévetelmény
» Ha nagy pontossagot szeretnénk, akkor nyilvanvaléan nagy lesz a
szamitasi igény is

At

«—
I I I I I >
=0 I, Ly t

At

«—
"t F—t— I >
=0 1 T Tgas 4
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(térbeli és id6beli) racs felbontasa kelléen finom.

Lax-Richtmyer tétel:

KONZISZTENCIA + STABILITAS = KONVERGENCIA

egyenletek 3 ! i megoldas
belsé tulajdonsag

33




