Véges kiilonbséges médszer

Galjorkin médszerek

Spektrélis maodszer + Legyen a vizsgalando fluggvény egy egyvaltozds
fuggveny: f=f(x)

* A0 <x <L intervallumon vizsgal6dunk o

Szépszo6 Gabriella

szepszo.g@met.hu ¢ Osszuk fel az intervallumot J darab Ax .

hosszusagu részre

« lgy a fuggvényiinket az x;=jAx pontokban
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fix)

— folytonos — folytonos
— diszkrét — diszkeét

fix)
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— flolytonos
— diszkrét

f(x)

X
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Galjorkin moédszer

+ Irjuk fel f{x)-et a kovetkez6 alakban:

_hL 2K L sin| 2K
flx)= 2+kz_:{akcos( ; )+bksm( T )}

1

ahol

X 2k
a, :Z"‘f(x)cos( mjdx k:()g 15 27
0

L
L
b, =%J;f(x)sin(2kTﬂx)dx k=1,2, ...

http:/nimbus.elte.hu/~numelo

Természetesen a gyakorlatban nem tudjuk a képletben
szerepld dsszegzést a végtelenig folytatni, meg kell
allnunk valamilyen véges K értéknél

Minél nagyobb ez a K érték, annal pontosabban tudjuk
kézeliteni a fuggvényt (és ezaltal pontosabb lesz a
megoldas is), de annal nagyobb a szamitasigény is

Nézzink erre két példat!

1
1. példa: legyen f(x)= {0

Szamitsuk ki g, és b, értékeit!

a,=0 k=123..

= l(l—cos(/m)) k=1.23..
kr
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K névelésével né a pontossag:

L B B A [
L — K=3
1 /} O \\ — k=
% X K=7
08 —
06 =
Z
0.4
0.2 —
oszcillacio <=-< Naav
02 i | | ! | | !
w02 1] 0.2 04 0.6 0.8
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2. példa: K névelésével né a pontossag:

T T - "

* Legyen

. o2
f(x)= smz(Tm] 0<x<L/2 08

0 L/2<x<L
0.6
» Kiszamitva a, és b, értékeit:

fi(x)

0.4
a,=1/2
a,=-1/4 02
a,=0 k=13..
1 (2 1 1 oszcillacio 4=l<
b, =—=|1-cos(kr) |+ —|1- 2—k)r)|-——|1- 2+k
= s sl e l-cos(e )
k=134,5..
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* Tehataz ismeretlen véltozpkat valamilyen fuggveényrendszer Mi a pélus-probléma?
elemeinek segitségével irjuk fel — Galjorkin moédszerek
o . L ] » Véges differencia médszer —
+ Ket médszercsalad: spektralis és véges elem modszer szélesség-hosszUisag racson
+ Feladat: az egyutthaték meghatarozasa ) M,e ridianok konvergencigja a
polusokon
. Megjegyzések: * Ekvidisztans szélesség-hosszusag
racs esetén kis idélépcsdk a
— Széles kérben elterjedt madszer elsésorban globalis stabilitashoz
problémak megoldasara
(nincs polus-probléma, szférikus harmonikusok) Szférikus harmonikusok — szférikus
sorfejtés: .
— Léteznek korlatos tartomanyu (regionalis) alkalmazasok is 1.0) ~ mym(,
(pl. biperiodikus — teljes harmonikus fiiggvények > f(%.0) Z Zf; "(2-9)

1=0 m=-1
a biperiodicitas ujabb problémat vet fel (1. késébb)
== ortogonalis rendszert alkotnak
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» Tekintstik az L(u)=f(x) egyenletet, ahol

L: differencial operator
fix): kényszer tag

+ Keressik u(x)-et a kdvetkezé alakban: |smeretlen egyttthatok

*— Ismert

@ — bazisfuggvények

* A g(x) (bazis) fuggvenyek ismertek, a feladat az u; (x-t6l nem
fuggd) egyitthatdk meghatarozasa

Keresett fuggveny

* Kell meg valamilyen feltétel, hogy az u-ket meghatarozhassuk
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* A Galjorkin médszerek esetében megkdveteljik a
kozelitési hiba (e,) ortogonalitasat a bazisfiggvényekre:

ey (x)px =0 i=1,...,N
\

hiba bazisflggvény

<\ Ahol e, (vagyis a hiba):

(ey)= L[i uo, (x)J - Lw)
)= L[i wo, (x)J - ()
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b ismeretlen ismert

[ey,(x)dx =0

+ N db egyenletbdl allé rendszert kapunk N db ismeretlenre (u))
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Béazisfiiggvények

Spektralis médszer Véges elem médszer

« Abazisfuggvények maguk is + Abazisfuggvények egy kis
ortogonalis rendszert alkotnak — tartomanytol eltekintve nulla
globalis bazisfiggvények értékliek — lokalis

+ Afeladat geometriajatél és a bazisfiggvenyek

hatarfeltételektél figgé valasztdas + Ahol értékilk nem nulla,

] ] . alacsonyrend(i polinomokat
— Téglalap alaku tartoméanyon, alkalmazunk

periodikus hatarfeltétellel —
Fourier sorfejtés

— Legendre fiiggvények a
szélességi koroktdl valod

fuggésre 1
VAN

T ! I 1
(-1DAx  jAx (+1)Ax
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» Pl ,kalap” fuggvények




Példa spektralis moédszerre

0<x<r7 ®

* Legyen
L(u)= f(x)
p— d2

=2
dx?

» Valamint legyen

u()=u(r)=0
@, =sin(jx) j=L...,N
2z Az egyutthatok aranyosak
U =— j@f(x)dx a kényszer Fourier
i -2 i L jer 2
17T transzformaltjaval
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Példa véges elem mdodszerre

* Legyen:
L(u)= f(x) 0<x<r
d2
L = ? N
* u(x)= Y u,0,(x)
J=1
« Valamint legyen
.kalap” fuggvény
u(0)=u(r)=0 1
¢, "kalap" fv.
' |
(j—1)AxI jix I(j+ 1) Ax
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G

+1

D

,kalap” fliggvény
* A g(x) fuggvények alakja:

(j—.ﬁl.)A:; JAX (1 +1) Ax
—(~1) 4
0 ha x<(j-DAx
0 ha x>(j+1)Ax
9,(x)= # ha (j—1)Ax <x < jAx
w ha jAx<x<(j+1)Ax
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>

* A gy(x) figgvények x-szerinti derivaltja:

ha jAx<x<(j+1)Ax

0  ha x<(j-1)Ax

0  ha x>(j+1)Ax
9, _) 1 ha (j-1)Ax<x < jAx
o o (J-DAx<x<j

L

Ax

ui—l _2ui + ui+1 — ﬂ—l + 4f + f;+1
Ax? 6

u,, —2u, +u, y Véges kuldnbséges alak
Ax® ' (a véges elem pontosabb)

http:/nimbus.elte.hu/~numelo
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Fazishiba

+ %:0
Ox

B e
0
ZN: S

1D linearis advekcios egyenlet:

Fourier bazisfuggvények:

A térbeli és idébeli derivaltak:

Az egyutthatokra vonatkozo6 egyenlet:

day, (t)
dt

teikoa()=0- a,(t)=e™

Tehat a fazissebesség megegyezik a folytonos feladatbeli
fazissebességgel > nincs fazishiba

http:/nimbus.elte.hu/~numelo
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.

Stabilitas

0 0
1D linearis advekcios egyenlet: a—f”a—f =0

Leapfrog séma + Fourier bazisfiiggvények:

n+l n-1
M+C.i.k.¢" =0
2At
Neumann-modszer alkalmazasa:
2420 coik-A—1=0

A = =ik 20t £N1-k*c*Ar?

Stabilitasi feltetel: (... as)? <1
A 1 véges kuldnbséges
T esetnél szigorubb feltétel
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Tobbdimenziés eset

» Barotrop 6rvényességi egyenlet:
Oy kxVy V()4 g -
ot ox

ahol y az aramfuggvény.

» Tekintslink biperiodikus mezdket, valamint a kévetkez6
ortogonalis bazisfliggvényeket — teljes harmonikus
fuggvények:

i(mkx+nly) k=" és [ =—

¢mn('x9 y) =€ L L

http:/nimbus.elte.hu/~numelo
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+ Ekkor a yfuggvény a kévetkezé mddon kozelitheto:

l//('x yﬂt)N Z Zcmn(t) s ’”/y

m=—M n=—
ahol C,,(?) spektralis egyltthatok
* Legyen
o M = mki + nij
R =xi+ yj
« Ekkor x y’ Z C IMR
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« Irjuk fel az egyenlet kiilénbéz6 tagjait:

Y= Z Cu ()™
M
Vi ==Y (MM)C,e™
M

Vi~ Y iHCye™
H

V(Viy )= =S iL(LL)C, ™

L

» Ezeket kell behelyettesiteni az eredeti egyenletbe =
nagyon bonyolult alakot kapunk!
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+ Ezeket kell behelyettesiteni az eredeti egyenletbe =
nagyon bonyolult alakot kapunk!

dc,, _imkpC,, ¥ (M~ H)YM - H)k-[Hx(M - H)|

c, ,C
dt MM % MM Mot

* Ajobb oldali tag killénb6z6 hullamok kélcsénhatasat irja le
(a nemlinearis advekcios tag kifejtésével)

— Transzformaciés moédszer (l. késbébb)
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A spektralis médszer elényei:

+ Aderivalt meghatarozasa a K csonkitasi értékig teljesen
pontos és egyszerli (hiszen analitikusan derivalhaté
fuggvényeket kell derivalnunk, pl. sin, cos)

« Egy megfeleléen ,sima” figgvény esetében a megoldando
egyenletek szama lényegesen kevesebb, mint a véges
kilbnbséges modszer esetén

Ugyanakkor:

+ Egyes miliveletek (pl. két fliggvény szorzata) bonyolultta
valhatnak vagy szamitasi igényik né meg

« llyen esetekben célszer(i a szamitasokat a spektralis tér
helyett a fizikai térben (azaz a racsponti térben) végezni

A meteorolégiaban a spektralis moédszer alkalmazasa azokra
B . miveletekre szoritkozik, ahol térbeli (azon beldl is a
horizontalis) derivaltak kiszamitasara van szikség
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Transzformaciés médszer

* A spektralis modellekben a spektral-technika alkalmazasa
a horizontalis differencial operatorok kiszamitasara és az
azokkal végzett linearis miiveletekre korlatozodik

* Minden egyéb szamitas (pl. fizikai parametrizacio,
nemlinearis dinamika) tovabbra is a racsponti térben
torténik

* AKket tér kézoétt transzformacios moédszer segitségével
teremtenek kapcsolatot

http:/nimbus.elte.hu/~numelo 28




m spektralis tér?

— Aracsponti térben a valtozok racspontbeli értékeit
taroljak: Ti; 1y 9 004

— A spektralis modellekben az allapothatarozoékat a

— Azaz a spektraltérben a kilénb6z8 hullamszamhoz
tartozo spektralis egyiitthatokat taroljak: u,

valasztott bazisfuggvény-rendszer szerint sorba fejtik

A két tér kdzo6tt minden iddlépésben szikséges az attérés,

~

@rt Iényeges a transzformaciés moédszer hatékonységy

http:/nimbus.elte.hu/~numelo
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Ezek alapjan egy spektralis modell végrehajtasanak f6 Iépései:

1. Szamitasok a spektralis térben: linearis
operéatorok alkalmazasa a spektralis
allapotvektorra (pl. differencial-operatorok
szamitdsa, szemi-implicit séma)

2. Ahorizontalis derivéltakkal kiegészitett
allapotvektor inverz transzformacioja a
spektralis térbél a racsponti térbe,
pl. inverz gyors-Fourier transzformécié

N
(inverz FFT) alkalmazasaval 2
3. Nemlinearis tagok, fizikai parametrizaciok &

kiszamitasa a racsponti térben, szemi-
Lagrange séma, id6beli 1éptetés

4. Direkt transzformacio, pl. gyors-Fourier
transzformacio (direkt FFT): sorfejtés
alkalmazasa az allapotvaltozokra >
ismétlés az uj id6élépcsére

http:/nimbus.elte.hu/~numelo
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* A spektralis modszer alkalmazasa:

— definialni kell egy racsot (,transform grid”)

— a nemlinearis tagokat ebben a racsponti térben kezelik

— a derivaltakat a spektralis térben szamitjak

* A spektralis modellt altalaban a csonkitasi hullamszammal

(pl. ECMWE: T799, I. késbbb), vagy a kapcsolddé racs

(,transform grid”) racstavolsagaval jellemzik (ALADIN: 8km)

« Ez utébbi (racstavolsag) szemléletesebb, de a spektralis és a

véges kilénbséges modszerek korrekt 6sszehasonlitasa az,

ha a még leirhaté legkisebb jelenség méretét adjuk meg

http:/nimbus.elte.hu/~numelo
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Csonkitas

Csonkitas

N
> N=2?

n=1

Kis n értékek = nagy hullamhosszak

Nagy n értékek = kis hullamhosszak

Minél nagyobb N értéke, annal pontosabban hatarozhatjuk
meg a keresett mennyiségeket, de annal nagyobb a
szamitasigény is — kompromisszum

A csonkitassal elveszhet informacié a racsponti és a
spektralis tér kdz6tti transzformacional

http:/nimbus.elte.hu/~numelo
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foéldrajzi

Globalis modelleknél: /, hosszusag
M N(m)
0=, 3. CpY,, (A1)
M=? N=? M e

m €s n kdz6tti kapcsolat

Haromszdg (egységes felbontas),
rombusz alaku (szélességi korok ,révidulése”)

Triangularis Romboidalis
N(m)=M (pl. T799) N(m)=|m|+M
X % ] A X
n x x X X X X
1 LI x X x X X X
X x X x X X X X X x X X X X x X x X
x X X )I‘ X X X X X :[( X X X
X x )I( X X B $ l X
X )I( X x i x N
' m ] —n
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Korlatos tartomanyu (regionalis) modelleknél:

M N
l//(x, v, I) ] Z z Cmn (t)eimkxel‘n@

M=? N=,) m=—M n=—N
m és n kéz6tti kapcsolat
elliptikus, téglalap alaku
\ N
2 2
n m
AN / /
kvadratikus racs linearis racs

Megjegyzés: téglalap alaku csonkitasnal teljesen pontos a

spektralis és a racsponti tér kdzotti transzformacio

http:/nimbus.elte.hu/~numelo
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Aliasing (nem-linearis instabilitas)

Adott egy Ax felbontasu racs
Ez legjobb esetben egy 2Ax hulldmhosszu hullamot tud leirni

Az eldrejelzés soran megjelennek olyan hullamok is, amelyek
2Ax-nél rovidebbek, energidjuk a rendszerhez adédik

Tehat a 2Ax-nél kisebb hullamhosszi hullamok zajként
jelennek meg...
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Ha vannak nem-linearis tagok is:

0(x.7)=220.€™¢"  0,(x,y)x 0,(x.y)

m=1 n=1

Ekkor M-nél (N-nél) nagyobb hullamszamra is keletkezik
informécio

Ezek a hullamok zajként jelennek meg és energiajuk
hatassal van az amugy ,jol” leirt hullamok energiajara —
fékeént a legrovidebb hullamoknal okoz gondot

Philips kisérlete (1957):
stabilitasi kritériumot

kielégitd iddlépcsd, mégis
»instabil” modellkisérlet
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« Tekintstk a [0,2n] intervallumot \
és ezen alkalmazzunk Ax 0

27
racsfelbontast
« Aracspontok szama: J=2n/Ax + 1 i i ‘
0 Ax 21
« Ezzel a felbontassal a leirhaté 1. 2. (2m/Ax+1).

legrévidebb hulldm hullamszama:
K=(J-1)/2=mn/Ax

...........

* Hogy a spektralis tér és a

* Anem-lineéris szorzatok miatt megjelennek (k, + k) > K
hullamszamu hullamok

* Energigjuk a spektrumban szimmetrikusan elhelyezkedé
hulldmok energiajahoz adédik hozza:

K=n/Mx—(k+k,-7/Ax)=27/Ax = (k, + k,)

» Csonkitas megvalasztasa:
az energiatdbblet ne okozzon valtozast a
racsfelbontas altal még leirt hullamokon,

R azaz
racsponti tér kézoétt ne veszitsiink 0 Ax 2n
informaciét, a csonkitasi ; K>K
hul’lamskz'gnjéj\/l) eks a racspontok J > 2 M + 1 —_— 21/ Ax—2M > M
szama ko6zott szikséges: < ‘
d = J=-1-2M>M
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« A spektralis médszernél a nem-lineéris instabilitas kénnyen Gibbs oszcillacié

kikiiszéboélhetd, ha 2M+1 racspont helyett tébb pontot definialunk
adott szamu hullamhoz (tulcsonkitas):

2z

J>(43M +1
K >(4)3N +1 ~

* Aszemi-Lagrange kezelés esetében ,nincs gond” az advekcios
tagokkal, nem is kell tulcsonkitani > hasznalhaté a ,linearis racs”,
azaz a racspontok szama kétszerese a hullamok szamanak

» Vannak tovabbi numerikus sémak, amelyek csillapitjak a
révidhulldmokat
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» ,Simabb” figgvény esetében mar kisebb K
értékre is viszonylag pontos kézelitést
kapunk

* Az erds gradiensi helyek kézelében
oszcillaciot tapasztalunk
(an. Gibbs oszcillacio)

» Az oszcillacio eréssége figg magatél a
folytonos fuggvenytol

» Kuilénésen zavaré olyan figgvényeknél,
ahol er8s gradiensek Iéphetnek fel, de
fizikai okokbdl a fuggvény értékének
mindig pozitivnak kell maradnia
(pl. domborzat)
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Osszefoglalas: elénydk, hatranyok

* A hidro-termodinamikai egyenletrendszerben szereplé
derivaltak pontosan (analitikusan) szamolhatdk

* A nem-linearis tagoknal az aliasing (nem-linearis instabilitas)
megfeleld tulcsonkitassal elkerilhetd

» A spektrélis egyutthatok szama kisebb, mint a racspontok
szama (gazdasagosabb tarolas)

* A globalis modelleknél nincs p6lus probléma

* A szemi-implicit séma Helmholtz-egyenletének megoldasa
trivialis a spektralis médszernél

* Nincs fazishiba
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DE:

* A sémak bonyolultak lehetnek

* A miveletek szama a felbontas névekedésével gyorsabban
névekszik, mint a racsponti esetben

» Atranszformaciés modszer nélkil a nemlinearis tagok
kiszamolasa nagyon kéltséges

* Globalis modellek esetében érvényesség- és divergencia-
egyenlet (a pélusokndl a szélirdny ,elvesztése” miatt)

» Erds gradiensl tagoknal oszcillacid, illetve nem realis
értékek

* Nehézség korlatos tartomanyu esetben
(szférikus harmonikusok nem alkalmazhatok)
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Korlatos tartomanyu eset:

» Fourier-figgvények alkalmazasa esetén kdvetelmény:
periodikussag

* A meteoroldgiai mezdk altalaban nem periodikusak egy
korlatos tartomany felett

» Megoldas: kiterjesztési (E) zéna, ahol az informaciokat
periodikussa tesszilk

http:/nimbus.elte.hu/~numelo 43




