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Ismetiles:

A légkorben zajlé folyamatok fizikai torvényeknek engedelmeskednek,
pl. Newton-torvények, energia-megmaradas, tomeg-megmaradas

Mozgéasegyenletek % _ _ivp +9-2QxV+F+S
o,
Kontinuitasi egyenlet ‘;_/t’ = —p-diw
Termodinamikai egyenlet 99 = ¢, oar_ e
dt dt dt
Nedvesség kontinuitasi egyenlete % __ 1 M
o,

Allapotegyenlet  p = pRT

Nemlinearis parcialis differencialegyenlet-rendszer:
7 egyenlet — 7 valtozoé: (u,v,w), T, p, p, py



Példak az egyenletek egyszerusitéseére
.

Gombi kozelités

A légkor vastagsaganak elhanyagolasa

Hidrosztatikus kozelités

Vizg6z hatasanak elhanyagolasa a levegd surlisegeben

ANALITIKUSAN TOVABBRA SEM OLDHATO MEG!
— Analitikus megoldas hianyaban numerikus médszerek




Sekélyviz (shallow water) egyenletek

A folyadék vertikalis kiterjedése elhanyagolhato a horizontalishoz képest,
vertikalisan homogén, dsszenyomhatatlan, surléodasmentes forgo kozeg:

Horizontalis mozgasegyenletek:

Hidrosztatikus kozelités:

Divergencia-mentesseg:

du ou ou odu ou 1 op
=—4+U—+V—+W—=
dt ot ox oy 0z p OX

dv. ov ov  ov ov 1 op
=—4+U—+V—+W—=———+Ff .U

dt ot oX 0y 0z p Oy

dw op \ 7/
_:0_)_:_ .
dt 0z P9

ou ov 6w_0

+—+—=
ox oy 0z

>

o)




Térbeli és idobeli diszkretizacioé

» Horizontalis koordinatak (gombi koordinatak,
sikbeli leképezések)

» Véges differencia modellek (racsok)

« Spektralis modellek (horizontalis iranyban
ortogonalis fgv. rendszer szerinti sorfejtés)

 Vertikalis koordinatak (felszinkovet6, nyomasi,
hibrid..)

» Explicit, implicit és egyéb sémak

perem felteétel ek
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Euleri és Lagrange-i szemlélet
.

Euler-szemlélet: t t+dt
rogzitett racs

¥ ¥ by Y+d¥
il +C oY =0 o

ot OX X X

Laqranqe-szemlélet: ---------------------------------------------------------
a folyadékelem ' '
kOvetése

av _
dt

0

-------------------------------------------------------




Vizsgalandoé egyenletek

ou ou ou oh
L . ou ou +U—+V—=—-g—+f-v
1D linearis advekcids egyenlet: +c—=0 ot ox oy OX
ot ox &N o o éh
—+U—+Vv—=—g—-—"f-u
ot OX oy oy
Gravitaciés-hullam tagokat tartalmazo egyenlet: s on  oh
’ +U—+v—=-h-D
ou oh ot OX oy
—+g—=0
< ot OX
cll +H ol =0
| ot OX

Linearis advekciot + gravitacios-hullam tagokat tartalmazo egyenlet:

(ou ou  oh
< ot OX OX
oh @Jr ou
| Ot OX OX

0




Kozelitendd operatorok

ou oh

|ddbeli derivaltak: —,—
ot ot

Térbeli derivaltak: 8_u on

ox ' ox



Folyionos feladat

Tekintstk a kovetkezd (t.f.h. korrekt kitizés() feladatot:

Lu=f,
u:Q—>R"eB, f eB,, 5 L 5
B,, B, Banach - terek, ‘1/ \’2
L:B; - B, linearis, f
D(L)c B;,R(L)c B,. -

A kozelitd megoldasra kétféle modszer-csalad:

) Véges-differencia modszer (hamarosan)
) Projekcios-variacios modszerek, pl. Galjorkin modszer (késobb)



Alapfogalrnak

b
,Kozelség” y=Ax pl. Yy =IX(t)dt

Kozelités: a) x bemend adatot kozelitjuk
pl. x(t) polinomokkal, Fourier-sorral valo kozelitese
(spektralis kozelités)

b) az A operatort kozelitjuk
pl. | » X

(véges differenciak)
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Metrikus és normalt terek
Y

Metrikus ter Normalt ter
X; p:XxX—>R* X; | ]: x> R"
- p(x,x,)=0 x>0,
-p(xl,x2)=0<:>x1=x2, x=0<= x=0,
pla,x,)= ploy,x,) oo = lex)- [,
Pl x;) < ple, )+ g, x;) o, + 5, < o, |+ |, |

Teljes metrikus ter Banach tér
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Normak
Y,

Peldak: a)R: x| =[x

max_Xx(t)|,

b) Clab]tér: || =|max

i _
c)L, tér: |x|, { j xt)|Pdt| ——  Hilbert-ter

p ) |
Relacio ezen normak kozétt:  (x(1), < x(1), <..<x(1)),

- |

A konvergencia iranya

Matrix-normak:

n
A, = max Y

n
A s A, =max 2 & Aj=sup .
j=1 V#
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Hibak

* A numerikus modell megoldasa soran jelentkez6 hibak forrasa:

1. A matematikai modell hibaja
2. Kiindulasi adatok hibaja

3. Kozelitd mddszer hibaja

4. Kerekitések soran fellép6 hiba

---------------------------------------------------------------------
3
*

—-" Atlagos szélsebesség-eltérés [m/s]
% ld6szak: 2008/05/01-2008/11/30; magassag: 100 m’
2'_ -------------------------------------------------------------------

Szisztematikus hiba -a NANEY4 o

Eltérés [m/s]
o
w =}

'
—
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I‘\J o
—
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ldGlépesé [ora]




Korrektség

I - -=-=-=-=" I
Korrektség = egzisztencia + unicitas + stabilitas | Bels) |

.tulajdonsag' :

Bemen® adat: X+d0X = | e e e e o o - - |
oy = A(X+ ox)— A(X
Ehhez tartozé megoldas: Y+ Yy = A(X + 0X) y ( ) (X)

Példa nem korrekt feladatra:

(0°u  0%u

+ =0
ox> oy’
Ju(x,0)=0
8’“‘(x,()) £ o(x) bemend
Oy

Hogyan flugg a megoldas a bemend adatoktol?
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Stabilitas

S
o(x)=0 — u(x,y)=0 trivialis megoldas

e™ —e™™

gpn(x):%cos(nx) - un(x,y):nizcos(nx)

A feladat a Rayleigh-Taylor instabilitast modellezi:

Stabilitas: y megoldas stabil, ha y folytonosan fugg x-tél.

Kezdeti kis ox-bdl nagy oy — instabilitas — ekkor a feladat kozvetlen
megoldasara nem célszerld numerikus modszert alkalmazni
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http://www.youtube.com/watch?v=QLMfu8p-EAc
http://www.youtube.com/watch?v=QLMfu8p-EAc

Stabil: dy < c-0x|,ha c <<1 — ellenkezb esetben a kezdeti hiba
nagyon megnovekedhet (gyenge stabilitas)

Példaul: (D7(x) = p(x)
< y(0)=1
V(0)=-1

Altalanos megoldas:

() = (0 + ¥ (@)]-e" + [1(0) = (0] e

X

Ezekkel a kezdeti feltételekkel: y(x)=e"
De kis hiba a kezdeti feltételekben és a masik tag is megjelenik.

A nem korrekt feladat helyettesithetd korrekt ,kozeli” feladattal: p
paraméterrel, p — 0 esetén a feladat tart az eredeti feladathoz és
a megoldas is tart az eredeti megoldashoz — reqularizacié

16



Fluggvények racson

X = [a,b] /VW\ f{x) folytonos fliggvény

Racs: i-1
X, =X + Z dx,
dx; k=1
<>
| | | ! |
I I | | |
a— .X] X2 )Cl- xi-i—] b: .XJ
¢“‘ ‘ ..’ 0“. ..'Q
. ‘¢‘ ’0" 000’ '0‘
‘ Q” R 000
o* .,’ LR
" | 3. e | =
.‘ Q“ 00 0‘
00’ ". ‘0‘ *
* 0‘ Q’ LL] V4 V4
¢ i e /; fuggveény a racson

A racson a dx;-nel rovidebb hullamhosszak nem irhatok le.
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f(x) folytonos fuggvény, f, fuggveny a racson:

. n
L 2 ‘ L4
% %

A folytonos f fluggveny adott pontban becsulhet6:

X' =X

Xitv1 — X

*

f =g -f,+(-¢)f;, ahol &=

A racson a dx;-nel rovidebb hullamhosszak nem irhatok le.
A kozelités jésagat példaul Taylor-sorfejtéssel vizsgalhatjuk.
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Véges differencia moédszerek

Lu = f UEBl,fEBZ. Bl L 82

——
A véges differencia séma megadasanak ‘/ ¢
|épései: u

1.) Normalt terek sorozatanak megadasa:

. : . . By B,
2.) Véges differencia séma megadasa: — I
Lpvy = @p, Vh€Bin, n€Bap, Vh Ph

Ly : Bip— By

3.) B; es By, elemeinek 6sszehasonlitasa
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Példak racsra:

Xog Xp Xy X3

2.) Nem egyenletes racs:

Xo=4a, X,=Xx_,+h, x =D

3.) Egyenletes racs sikon:

4.) 1Izometrikus racs: a b

PP rrerrrrre 20



Elvart / vizsgalt tulajdonsagok

« Kompatibilitas
» Korrekt kitizés (stabilitas)
» Approximacio, konzisztencia

« Konvergencia
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Kompatibilitas

Minden /-hoz letezzen egy P,:B - B, linearis

operator, amelyre P,u=u,€ B, és legyenek 51
), valamint |. . és teljesiljon minderre a -
kompatibilitasi feltétel:

wu-ra [Ryul, —EE ), b

Példa:

B, =Cla,b], ue B, » Jul. = Xrg[%]|u(x)|.

Legyen P, (u)=u, =u VxeQ,,

Jun e, = maxjulx)
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Korrektség

Korrektség = egzisztencia + unicitas + stabilitas ' 4.~ |

(1)+(2):V B.. JI L |Be|SO |
+(2)2V P € Ban 32Vh: LnVh = 0n, |
(3): v, folytonosan fligg ¢, - tol. |tUIaJdonsag| !

Blh ‘/\)
Vh (Dh BZh

Tehat:  Jolyan Lh‘1 By, = By iV = Lh‘lgoh, amely 4 szerint

egyenletesen korlatos HLh‘lu <K.

L,

A T
Vi B

Pn

Ekkor vl = |y on < Jun |- lonll < K -l
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Approximacio

Adottak: P, :B; = By, Ppu=1U;,

Py i By = By, Py f = 1y, és teljesitik a kompatibilitasi
feltételt:
L
h[—0
e T e B A
i P |y == 7]
1h P2h
— 7 \I
Up
By Ly Ly Un f, B,
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Definiciok:
1. Avéges diff. séma az u € B, elemen m-ed rendben approximal, ha

¥4l =lon ~ Lol =0 (")
2.Az L, az L-t m-ed rendben approximalja, ha

VueB,-re ”Lh(Plhu)_ PZh(I—u)th oW ) o T T T .

3.A ¢, az f-et m-ed rendben approximalja, ha

0~ Puf =0 ")

P = N Pof
Up, LU, - 2
L
By, " 1 iy B
Vh Pn
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Konvergencia

Konvergencia: a veges differencia séma megoldasa tart a pontos
megoldashoz, azaz

B1h

yy=v,—Bu es Y, 20 v, P,U

A konvergencia rendje megegyezik az approximacio rendjével:

vily =0 1") vagy v, <k -"

K h-t0l fuggetlen
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Gyakorlati vizsgalatok

Konzisztencia _ Konvergencia

Stabilitas
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Konzisztencia

Konzisztencia: At, Ax — 0 esetén a véges differencia-feladat tartson az
eredeti feladathoz

A gyakorlatban a differencial- és a differencia-egyenlet kilonbségét
vizsgaljuk.
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Példa: advekcios egyenlet (linearis 1D)

oF oF t

+C =0. AN b
ot OX |+ |+ |+
| | |
, : . s S I — S T — +
A véges differencias egyenlet: | | Eo
”I | | |
F...—F Fo, -F + e + mmmmenee +
m,n+1 m,n L m+1,n m-1,n _0.
At 2 AX y
m

A kOzelités josaga (konzisztencia rendje) Taylor-sorfejtéssel vizsgalhato
— csonkitasi hiba:
0°F At 0°F AX?
r=—-—+Cc—
otc 2 OX

+0(Ax3)+ o(Atz)

elsbrendd masodrendl
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Stabilitas a gyakorlatban

Stabilitas: a véges differencia séma belsé tulajdonsaga.

A numerikus megoldas korlatossagat szoktak megkovetelni —
altalanosan a folytonos feladat megoldasa nem korlatos.

Definicio: a numerikus séma hibaja rogzitett At és Ax esetén korlatos
marad az idoben

gn+1

n

T attérési egyltthato

Kovetelmény: €] < le,|= |9|<1 —— 1 dimenzioban

g, azdik idolépcsoben keletkezo hiba

Tobb dimenzioban g helyett egy matrix all és ennek sajatértéekeinek

kell (abszolutertékben) 1-nél nem nagyobbnak lenni: |y;|<1, i=1N.
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Eff = -té ,Perhnaps some day in the dim future it will be
ektlv' S possible to advance the computations faster than
the weather advances and at a cost less than the

saving to mankind due to the information gained.
But that is a dream.” (L.F. Richardson, 1922)

Hatéekonysag:

« A szamitdogep veéges kapacitasa altal szabott kovetelmeény
* Ha nagy pontossagot szeretnénk, akkor nyilvanvaléan nagy lesz a
szamitasi igeny is
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Konvergencia

A numerikus séma megoldasa tart a pontos megoldashoz, ha a
(térbeli és idbbeli) racs felbontasa kelléen finom.

L ax-Richtmyer tétel:

KONZISZTENCIA + STABILITAS = KONVERGENCIA

egyenletek Y ] megoldas
belsd tulajdonsag




