Numerikus stabilitas

Szépszo Gabriella
szepszo.g@met.hu

Eldadasok: hitp://nimbus.elte.hu/~numelo



mailto:szepszo.g@met.hu
http://nimbus.elte.hu/~numelo

Véges differencia sémak tulajdonsagai

« Konzisztencia: folytonos és diszkrét feladat viszonya

« Stabilitas: kezdeti feltétel és megoldas viszonya (a sémaban) —
vizsgalati modszer:

. Attérési egyitthato (¢,0)

» Konvergencia: pontos és kozelitd megoldas viszonya

Lax-Richtmyer tétel:

KONZISZTENCIA + STABILITAS = KONVERGENCIA

| | |

egyenletek belsd tulajdonsag megoldas
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1. Konzisztencia
Y

 Ha At —» 0 és Ax — 0, akkor a diszkrét feladat tart a folytonos
feladathoz

» Csonkitasi hiba Tr, Tr - 0, példa volt:

! ( Tr:(Lu)j,n_(Lhr uhr)j,n —0
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2. Konvergencia
S

« Ha At - 0 és Ax — 0, akkor a diszkrét feladat megoldasa tart a
folytonos feladat megoldasahoz, azaz ¢" — #jAx,nAt)

» A konzisztencia onmagaban nem elegendd a konvergenciahoz!

n+l 4 n_n

0t 0X At A X
n+ n At n n
t, t . 47" =9, —Uoﬂ(%- —¢j_1)
At S e ey &
At At : | | | |
[ e eee
- oo
X A X
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2. Konvergencia
S

« Ha At - 0 és Ax — 0, akkor a diszkrét feladat megoldasa tart a
folytonos feladat megoldasahoz, azaz ¢" — #jAx,nAt)

» A konzisztencia onmagaban nem elegendd a konvergenciahoz!

n+l 4 n_n

ot 0X At AX
n+ n At n n
t, t . ¢ = 9] - oE(¢J—¢j_1)
o e e
A e L &
At At : , ' e ®ee0 @
T semen
T L eeeeeoe
- ® o000
X A X AX
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3. Stabilitas

 Stabilitas: adott t = nAt-nél At — 0 esetén a numerikus megoldas
korlatos marad (rogzitett t esetén ha At — 0, akkor n — o)

» De: a valésagban a megoldas nem feltétlenul korlatos

* Mégis, ha tudjuk, hogy a folytonos megoldas korlatos, akkor a
kovetkezd definiciot hasznaljuk:

* g megoldas stabil: adott t = nAt-nél At — 0 esetén rogzitett Ax-re a
#"-#1AX,nAt) korlatos marad

* séma stabil: barmely kezdeti feltetelhez tartozo 4" megoldas stabil

» A konzisztencia onmagaban nem elegendé a stabilitashoz!
Onmagaban a konvergencia sem
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Stabilitasi kritériumok

1D linearis advekcios egyenlet:

%JFUO%ZO — XeR,lelO,T]
ot OX
Az ehhez tartozé megoldas: bl )= -y 0
t 4
At Iy > 0
A
X
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%JFUO%:O — fe B 1 IU,T]
ot 0X
Legyen szabalyos racs:
Dy s (b ) e L s DT T

Az ehhez tartozo6 véges differencia-feladat legyen a kovetkezo:

n+1 n n
-4 . P~ 91

=0
At ’ AX

Ekkor:

!
in+ :(l'r)'¢?+r'¢?-1 —> F=u % Courant-szam
X
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Tehat, ujra:

gl =) g
‘¢J[1+1

<L - r|-‘¢j”‘+ |r|-‘¢ Tl‘ rogzitettn, ¥jesetén.

N R e ==
l, X x—%>

4

Legyen 7' = max
j

Ekkor 1 X1 X
y <=y "
y " s([l—r|+|r ) 7"
y" <"l o 0<r<i

Ha ez nem teljesul, a megoldas nem lesz korlatos és az idével (n-nel)
novekedhet.
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Mit jelent ez a gyakorlatban?

At AX : o .
0<r=u, A—s 1> ug < i <—— Akonvergencia szlikseges feltétele
X
T
t n+l . . .
i ) > @i :interpolacié eredménye
t, x—’x
Xi1 X At AX t
r:u0H>1_)u0>E 0>r:UOH—>u0<0
,extrapolacio” :
eredménye T T
1:n+1 /)( 1:n+1 X\
t, X—X t, X—X%




Tehat:

Uy >0

Osuoﬂﬂ — AX
AX T At —

Ug

Courant-Friedrichs-Lewy (CFL-) kritérium

Ez a linearis advekcio specialis esete volt, tehat u, az advekcios
sebesseég!

Altalanosan a kritériumban szereplé sebesség az egyenlet altal leirt
leggyorsabban terjedd mozgasforma sebessége.

A bemutatott ,direkt modszer” a stabilitas feltételének meghatarozasara
csak néhany esetben alkalmazhato — Uj stabilitasvizsgalati modszer
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Neurnann (vagy Fourier-sor) moédszer

Kiindulas: 1D linearis advekcids egyenlet

Og(x,t)  o¢

ot OX

#(x,0)=f(x), xelo,L]
#(0.t)=g(L.t)
F(0) = f(x+L)

/\

Analitikus megoldas: ¢ (X ' [) = | (X - ot)
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A megoldast Fourier-sor alakban keressuk: ¢(X,t) = Z Z,(t)-e

Kezdeti feltétel:  ¢(x,0)= ) Z,(0)-¢"
k
A diszkrét rendszerben:
+ Kezdeti feltétel:  ¢; = ZZ'? e
k

. Megoldas: Py =z "
k

Linearis eset, a Fourier-sor minden tagja megoldas —
a tovabbiakban egyetlen k hullamra vizsgalodunk
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A kezdeti feltétel egyetlen hullamot irle: ¢ (1,0)= f(x)= ¢, ¢"

Ekkor a folytonos megoldas:

flot)= tho-uyt)=t, ) ' i) ¢(x,0)-eik(‘“0t)

A diszkrét rendszerben:

_ ] 0 ikx;
o Kezdeti feltétel: ¢ =Cy €

« Megoldas: §l = (2, )" ¢, PLU (4, )" ?

i l-ut) _pik-ugnt) _ [eik(—uOAt)]” 1, )

Egy séma cs_illap_ités_ '
(disszipacio,
« stabil, ha |/1k |g 1 /‘ numerikus
. fiktiv csillapitast vezet be a k hullamra, ha [ [<1 |\ diffuzic)
* neutralis, ha |/1k | =1 gerjesztés
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Fazissebesség, fazishiba

A folytonos feladatban u, fazissebesséqg: ¢(x,t) = 0 -eik(x.)

Im
Asémaban: 1, = i | ¢"
e S
Re
¢?:(’1k)n'0k'9ikxj:|/1k|n'0k'eik(xj- —_—> C:—&

C lassitas
Fazishiba: r=—
U, S gyorsitas

http://nimbus.elte.hu/~numelo 15



Véges differencia sémak stabilitasvizsgalata
Neumann-modszerrel — advekcios egyenlet

1. Forward (explicit) idSbeli + térben centralt séma:

e N T
+u0
At 2AX

=0

Feladat: lassuk be, hogy a séma abszolut instabil!
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2 Forward (explicit) id6beli + bal oldali térbeli séma

n+1 N N N
¢j _(bj ¢j_¢j—1
+ U

1
Tt =0 o ¢ = gl -l 1)

I :l-a(l- e'ik“):l-a o Jeos ko)< isin (k)]

i =1+ 2 (0 —1)[&—_cow§(k_A4)]

>0

A stabilitas feltétele: |/1k|2 <l —— e -1 ¢d

Feladat: lassuk be, hogy a fazishiba a kovetkezd alakot Olti:

1 a-sing
r = ——arctg , I
q-a ll—a(l—cosq)]
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3. Implicit séma: id8ben forward + térben két centralt séma atlaga

n+1 n n n+1
j ‘¢j+u 52x¢j+52x¢j B

0
At ! 2

0,, a térbeli centralt séma operatora:

5 ¢n . ¢F+1 _¢Jn—1
2x7 )
2AX
n+1 n+1
S n+l _ ¢j+1 _¢j—1
2x¢1 - 2AX

Feladat: lassuk be, hogy a séma abszolut stabil és neutralis!
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A séma hatranya:

* bonyolult
 jelentOs fazishibak léphetnek fel, ugyanis

2 UgAt
c = —arctg] ——sin(kAx
KAt g{ 2AX ( )}

£ T
C<Upes c—>——,hauy >
KAt

Lassitja a hullamokat, azaz az implicit sémak olyan modusok
esetén hasznosak, melyek gyorsan terjednek (pl. vertikalis
hanghullamok), de az id6jaras alakitasaban jelent6séguk kicsi

A bonyolultsag fokozhato: sulyozott atlagok bevezetésevel
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4. Leapfrog séma: idében + térben centrélt explicit séma

n+l n-1 n n
J g ¢j+1 _'¢j—1
+UO =

2 At 2 AX

n+1 n-1 n n
i =9 —a(¢j+1—¢,-_1)

0

61 = (1) ¢ " behelyettesitése:

(4 )" =1-a -4, -2i-sin(kAx)
(ﬂ“k)2+2i'p'ﬂ‘k_1:0 p:(lSIﬂ(kAX)

(/?‘k)l,Z =i p+yl-p”

a<l> |,1k|2 - p2 11— p2 -1 — neutralisan stabil

a>1- (4 )12 = | ( D£+/p° —1) ———  lesznek olyan k értékek,
| melyekre p>1
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il =i ptal-p
Két megoldas: fizikai + szamitasi (hamis!)
Hogyan lehet megkulonboztetni 6ket?

Elvarjuk, hogy At — 0 esetén a kozelitd megoldas a pontos
megoldashoz tartson, azaz At > 0= 1 — 1.

A szamitasi médusz esetén 4 > -1. .. X mmmmmmmmme () e N

Gyengén csatolt paros és | | | |
paratlan id6lépcsok: ::> | | | |
n+l _ -l N N ] (mmmmmme e X mmmmmm e () mmmmmm e X mm e e
SRET I INET I S
| | | | |
X=-======0 -=-===-- X====mmmm(Q=mmmm- X
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Példaul:

Valodi megoldas: g=konstans
Leapfrog séma alkalmazasaval ¢,,,= ¢, + két kezdeti feltétel: ¢,, ¢,

* Ha ¢, olyan, hogy a pontos megoldast adja minden n-re: ¢,,,= 4,

* T.f.h. ¢,=—¢,, ekkor: ¢..,= —¢,, azaz a megoldas soran a szamitasi
modusz ervenyesul

Mivel az egyenlet linearis, ezért a numerikus megoldas a két modusz
kombinacigja.
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Bonyolultabb egyenleteknél nem mindig lehetséges a szamitasi
modusz teljes elkulonitése, ekkor:

» Euler-lépés beiktatasa bizonyos id6kozonkent

(MY o

* Robert — Asselin sziird: a szomszedos idolepcsobel
ertekeket kombinalja

qujn +y(¢n+1_2¢n _|_¢n—1)_) F(¢n+1): ¢n+;A_t¢n

y~0,01

Megis elterjedt seéma, mert

» egyszerd
* masodrendi
« stabilitas esetén neutralis (nem csillapit)
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Stabilitasvizsgalat Neumann-maodszerrel
- linearis gravitaciés hullam egyenlete

Eddiq: linearis advekcio egyenlete, leggyorsabban terjedé mozgasforma
sebesseége u, advekcids sebesség, az ehhez tartozo stabilitasi kritérium:

Maximalis advekcios sebesség: 100 m/s — 10 km-es racstavolsag
esetén ~100 s id6lépcsb6
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Gravitacios hullam eqgyenlet:

(ou | oh
—+#0—=0
ot OX
8—h+H a—uzo
| ot OX

Folytonos megoldas:

Tehat a k hullamszamhoz két, ellentétes iranyban £ ,/g H
fazissebesseggel halado hullam tartozik.

(H a léegkor atlagos vastagsaga)
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n+1 n-1 n n
dj  —Uj _ g i
2 At 2AX

1 1
hi™ —hj _ Ui, —Ujy
2 At 2 AX

. behelyettesitése utan:

N = h(2) ™
ln”-lj' ikx; _in_l.lj.eikx- - _g ﬁ( ﬁ.eik(xj+AX)_,1n .ﬁ.eik(xj—Ax))

J R TR ST %(/1” ) k(xj+Ax)_/1n .G.eik(xj—Ax))
X
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AL g™ — 0™ = g %(ﬁn .ﬁ.eik(xj”")_zn .ﬁ.eik(xj—AX))
X
X

Egyszerusités utan:

At n H 1 At n - .
".12_1:_ _hi IkAX_ —1KAX - _ _hlz kA
( 9 (e i ) 9~ i -sin(kAx)
h-(42-1)= -H ﬂn-z-(eikAX—e—ikAx):—H Ag2-20sin(kax)
AX AX
h [H At o
Ha — = /—: 22 -1=—JgH =2 -2i-sin(kA
2 515 gH 721 sin(kAx)

A 4p-2-2i-1=0 « p=,/gH %-sin(kAx)
X
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Ekkor a stabilitas feltétele — a linearis advekcids egyenlet mintajara:

Joi 2L, fare 2
JoH

AX

Tehat a CFL-kritériumban a gravitacios hullam terjedési sebessége
jelenik meg, ami egy szigorubb feltételt jelent, mint az advekcios

sebesseg volt.

Ugyanis ha a terjedési sebesség tipikus nagysagrendje: 300 m/s
(H~10 km), akkor 10 km-es felbontas esetén az iddlépcs6 ~30 s

2. Forward idébeli + térben centralt séma

)
4]* =1+ gH (2—}(] sin? (kAx)

SIS abszolut instabil
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&P

uit —uj™ L Oy + 350"
2At 2

h*tt—pt Sy +5,,utt

j Iy Qo) o
2At 2

Abszolut stabil sema, de rendkivul koltséges, mert minden id6lépcsdben

meg kell oldani a
gH (At)2(§2X)2h?+1 _ h?+1 _ F(hn—l,un—l)

linearis Helmholtz-egyenletet
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Advekciot és gravitacios hullam-tagokat

Hullammegoldas:

A terjedesi sebesség:

tartalmazé egyenlet
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Peldaul iddben leapfrog + térben centrélt séma:

([ n+l n-1 n n n n
Uj = Uj Ui —Ujg j+1 ~ Nj
+Ug +0 =0
) 2 At 2 AX 2AX
n+1 n-1 n n n n
hj™ —h; U j+1 j—1+Huj+1_uj—1:O
2 At 2 AX 2 AX

. ¢ behelyettesitese utan:

0-(22 1)y -2 -i-sin(kax) 224 g2 i -sin(kax) 22 = o

AX AX
(22 21) e u B eisin(kax) 22 H g 20 -sin(kax) 2L
h (/1 1)+uO h-A-i-sin(kAx) —+H 02 sin(kAx) =0
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( (ﬂ, 1)+u0 G-4-i-sin(kAx) - h-A-i-sin(kax) Vi
ﬁ-(ﬁz—l) oA sm(kAx)ngH G- A sm(kAx)2At 0
AX AX
G
i Vg

25+ A 2i-sin(kAx) (u0+ gH)——l_

P4 pd2i-1=0 « p-= (u0+JgT)-Ai.sin(kAx)

A X
Stabilitasi kritérium:
At <

AX

u0 + \ gH \
Tovabbra is dont6en a gravitacios hullam
fazissebessege hatarozza meg az iddlépcsot
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Osszegzés

L sz Advekcio +
] . . 1D linearis Gravitacios oy
Leirt mozgasformak . X gravitacios
advekcio hullam .
hullam
Maximalis terjedési Ug f /*g H g 4 /_gH

sebesség

Explicit Euler +
centralt térbeli séma

abszolut instabil

abszolut instabil

Implicit idébeli +

il L, ., abszolut stabil abszolut stabil ?
centralt térbeli séma
'-,eapf'f°9 * centralt CFL CFL CFL
térbeli séma
AX AX AX
CFL kritérium At < — At < At <
Ug 1/ gH Ug + ,/ gH

Cél: az id6lépcsdre vonatkozo kritérium enyhitése
(= hosszabb idblépés) a stabilitas és a pontossag megtartasaval




