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F4.1. Altalanos feltételek

A skalar-, vektor- és tenzormennyiségeket a koordinata rendszer megvalasztasa nem
befolyasolhatja: azok a koordinata-transzformacioval szemben invariansak. A transzformacio
soran csak a vektorok vagy tenzorok koordinatdi valtozhatnak. Minthogy a tenzorok maguk
is invariansak, talalhatunk velik kapcsolatos tovabbi vektor-, tenzor- vagy
skalarinvaridnsokat. Tekintsik az L(R",R")-beli linearis operatorokat, amelyeket
tenzoroknak, vagy masodrendli tenzoroknak nevezziik. Nézziikk meg, hogyan definialhatjuk
az invaridns (koordinata-rendszertdl fiiggetlen) mennyiségeket! (Magasabb rendii tenzorok
esetén hasonlo elvek szerint jarunk el.)

Legyen R (r€R, (i =1,2,...,n))és S (N)az nER, (i =1,2,...,n) n-
dimenziés vektortér ( R"”) egy-egy bazisa. Legyen adott tovabba a T invertalhato
koordinata-transzformacié, ami az R bazisbdl az S bazisba torténd attérést irja le, azaz:

Tr, =s; (i =12,...,n)

Legyen az A tenzor egy tetszleges L -beli linedris leképezés, s az azt reprezentdlo
lAJR, [AJS matrix az R ¢és az S bazis szerint. (4z A tenzor fiiggetlen a koordinata-
rendszer valasztasatol, a matrixa viszont fiigg attol). A tenzorok invarians tulajdonsadga miatt
teljestl:

Als =1 Al [T,



Az f([X]) € R (X € L) skalarfiiggvényt akkor nevezziik invaridnsnak, ha minden R
, S bazisra és A tenzorra fennall a kovetkezd Gsszefiiggés:

4l =r(Alo,

Vagyis teljesiil, hogy

(T Al {T) =r(A).

A g([X] e L(X e L) matrixfiiggvényt akkor mondjuk invaridnsnak, ha minden
R, S bazisraés A tenzorra:

g(Al) =T -g(A]) {1],

azaz ha 8 az A matrixaval egyiitt transzformalodik.
A vektorfiiggvények hasonlosdgdhoz az kell, hogy az eredményiil kapott vektor a
bazisokhoz hasonldan transzformalodjon az R rendszerbdl az S rendszerbe.

F4.2. A derivalttenzor felbontasa

F4.2.1. A derivalttenzor és sajatossagai

A v(r) vektor-vektor fiiggvény derivaltja, az Gn. derivalttenzor (lasd a 2. fejezetet is):

. d
v'(r) zd—: =D(r) .

A d—: egy formadlis kifejezés, ahogy azt a Hamilton-féle differencidloperatornal is lattuk, s

nem tekinthet a differencidlok hanyadosanak. A D =D(r), vagy barmilyen A =A(r)
tenzor-vektor fliggvény egy un. tenzorteret hataroz meg. Ilyen példaul a fesziiltségi-, vagy az
alakvaltozasi tenzortér.

A derivalttenzor matrixat a v(r) vektor egyes komponenseinek (¥.V.W) térbeli
megvaltozasa alapjan adhatjuk meg a Descartes-féle koordinata-rendszerben:

cu Ou Ou
ax oy oz
po| v v o
ox oy Oz
ow ow Ow
ax 5 oz



Tekintsiik a dv =Ddr fkifejezéssel megadott homogén linearis fliggvényrendszert,
ahol dr a helyvektor valtozasa! Ez a feliras kettds értelmezésre ad modot: egyrészt
koordinata-transzformacionak tekinthetd, masrészt tértranszformacionak, vagyis mozgésnak.

A derivalttenzor eldallithatd a v(r) és a nabla operator ( V') diadikus szorzataként
is. A vektorokra illetve a matrix elemeire vonatkoz6 indexes jeldlést alkalmazva:

v 0/ ox,
3 3 o o
v=|v, | =Xe v, =v, V=|o/ox,| =Xe,— =—
i= = Ox;, Ox
v, 0/ ox,
és
ov,
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D =(voV) =(Vev)™ | illetve D{'j :ax. s

J

A tenzor transzponaltjra a * jeldlést alkalmazzuk.
F4.2.2. Vektorszamitasi alapok, visszatekintés

Egy tetszOleges A tenzor A" transzponaltjat, tetszoleges U, V vektor mellett

uUAvV =vATu
moddon értelmezziik. Az A* egyértelmiien meghatdrozott, és matrixa

A; =eA’e; =e Ae; =4,

i

vagyis az A matrix féatlora vonatkozo tiikorképe. A transzponalt matrixra teljesiilnek a
kovetkezd Osszefliggések:

(A*) =A , (A £B)" =A* +B* (AA)" =1A" | (BA)" =A'B"

2

ahol B egy tetsz6leges tenzor, A pedig egy skalar.
Elevenitsiik fel az ismereteinket az A tenzor diadikus eldallitdsaval kapcsolatban is!
A diadikus eléallitds nem mds, mint az A tenzor a; =(a,,.a,;.a;,) vektorkomponensének

ésaz e; =(9,,.0,,.0,,) egységvektornak e sorrendbe vett diadikus szorzata

A =ace; =la;0,] =la,],

ahol 9, azun. Kronecker-féle fiiggvény, melynek értéke:

0, hai #;

6.,: ., . :1: 23 3
u {1’ ha l :] (I .] ) .



Definicid szerint:

a, 0 0 0 g, O 0 0 a,
ace =|a, 0 O, a,ce, =0 a,, O], aoce, =|0 0 a,
a; 0 0 0 a, O 0 0 ay

Kovetkezésképp: barmely A tenzor eldallithato az a;< €; diddok 6sszegeként.

A =ace, +a,oe, +aoe, |

Hasonlé megfontolasokkal, a transzponalt matrix definicidja és diagonalis szorzata alapjan
teljesiil, hogy

A =eca, +e,ca, +tesoa, |

ahol

ai :(ajl s ajz 5aj3) :(91*, ,a;/. aa;j) .

A kovetkezd 1épésben a tenzorok felbontdsaval kapcsolatos ismereteket tekintjiik at.
Ez az invariansok megadasaban lesz fontos.

Allitas. Minden tenzor, igy a derivélttenzor is felbonthatd egy szimmetrikus és egy
antiszimmetrikus tenzor osszegére. E felbontas egyértelmil.

A bizonyitas elott elevenitsiik fel a szimmetrikus és az antiszimmetrikus tenzorok
fogalmadt! Az A tenzort szimmetrikusnak (tiikrosnek) mondjuk, ha A =A*, kdvetkezéskepp

uAv =vAu ,

¢s matrixa szimmetrikus a foatlora

A, =e; Ae; =, Ae;, = A,

i Ji .

Az A tenzort antiszimmetrikusnak (valtonak) nevezziik, ha A =- A", kovetkezésképp

uAv —=- VvAu

A matrix féatldjara nézve tiikros, elemeiben el6jelvaltd. A féatlobeli elemek nullak (4, =0

).

A; =e;Ae; =-e;Ae, =- 4,

i I

Bizonyitas. Tekintsiik az (A + A”) szimmetrikus és az (A - A") antiszimmetrikus tenzort!
Ekkor felirhato, hogy



A=TA+A)+I(A- A=A A,

ahol A, szimmetrikus, A, pedig antiszimmetrikus tenzor. A felirasbol az is kovetkezik,
hogy a felbontés egyértelmdi.



F4.2.3. A derivalttenzor felbontasa

A fenti tétel értelmében a derivalttenzor is felirhatdo egy szimmetrikus D, és egy
antiszimmetrikus D, tenzor Osszegeként.

D_l

—E(D +D) + %(D -D) =D, +D, .

Nézziik meg a tenzorokat reprezentald matrixok alakjat! A derivélttenzor transzponaltja:

au ov ow

ox Ox Ox
| v ow| o

oy oy Oy

du v ow

Oz Oz Oz

A D, szimmetrikus tenzor alakja:

ou 1@u@]1@+@
ox 2lov ox) 200z ox
D:i@;%] o Légéq
ol 2lax oy oy 21 0z oy
1fou , ow iﬁgﬁ aw
200z ox 21 0z oy oz
A D, antiszimmetrikus tenzor alakja:
0 _151;_51,] 15u_aw]
2| ox oy 2l 6z ox
D, - 1{ov  du 0 _1jow ov
2| ox Oy 2| oy Oz
1 ow 1[6wf_éhf 0
2 0z ox 2oy oz




F4.3. A tenzorok szimmetrikus és az antiszimmetrikus
részének jellemzése, elméleti alapok

F4.3.1. Skalarinvariansok

A derivalttenzor szimmetrikus részének — s altaldban a szimmetrikus tenzorok —

elemzéséhez, a skaldrinvaridnsok megaddsdhoz felhasznaljuk a tenzorszamitds egyik
alaptételét, az un. foétengely-tételt. Ez minden olyan tenzorra igaz, aminek a szimmetrikus
része nem nulla. E16szor ezt az allitast nézziik!
Tétel. Minden szimmetrikus A, tenzor létesitette A r affin (Osszeg €s aranytartd)
leképezés-nél (a haromdimenzids térben) legalabb harom egymasra merdleges s; sajatvektor
megtartja az irAnyat, és csupan nyujtast-zsugoritast és tiikrozést szenvedhet a A, sajatérték
mértékében (1. abra): As; =A4s;.

1. abra. Az A szimmetrikus tenzor sajatvektorai a Descartes-féle koordinata-rendszerben.

Az egységvektorok és a sajatértékek ismeretében az A, szimmetrikus tenzor diadikus
eldallitasa:

A, =Asos, + A s, o8, + 45508, ,



amit az A, szimmetrikus tenzor spektralfelbontasanak neveziink, a A, A4, A

értékharmast pedig A, spektrumanak. A fotengely-tétel altal kijelolt sajatérték-feladat
alakja:

(A, - 4E)s, =0 |

=

Il
© O =
© = ©
- O O

A trividlistél (0.0.0) kiilonbozo sajatértékek megadasa egy linedris egyenletrendszer
megoldasat igényli.

asll )L’r a\lE axl?
det(A, - E/) :‘As - EA| =] a,, Ay - A 523 =0 ,
A3y Agzo gz - A

ahol det(A,) =|A | =0 A fenti egyenletet A hatvinyai szerint rendezve egy harmadfoku
egyenlet (az Un. karakterisztikus egyenlet) adodik a sajatértékek meghatdrozasara:

- (ﬂ“3 - Avlﬂz + A.s/]ﬂ + A.\‘I//) =0 .

A karakterisztikus egyenlet egylitthatéi az A, tenzor skalarinvaridnsai. Mivel
minden tenzor felbonthatdé egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus tenzor Osszegére,
tovabba mivel az antiszimmetrikus tenzornak ( A, ) nincsenek skalarinvariansai, hiszen

VA, v=-VvA,v =0

5

ezért altalaban is igaz, hogy tetszéleges A nem antiszimmetrikus tenzor skalarinvariansai:

A, =ay, +ay,, +a;; =4+ A4+ 4 ,

. all fl]j Ctll al3 aZZ a23 _
A, = + =AA + AL+ AL
dy dyy| Ay di3|  |Aiy dsg
ay  dp 4

Ay =lay,  ayy  an| =A4AA4LA

Az A tenzor elsO skalarinvaridnsa 4, a matrix féatlobeli elemeinek Osszege, azaz a

matrix ,,nyoma” az angolban meghonosodott ,trace” elnevezés alapjan. Matematikdban a
spur kifejezést alkalmazzak: 4, =spur A .



Az A,, invarians Az A tenzor adjungaltjanak nyoma. Az adjungalt matrix (adj A)
az A eldjeles aldeterminansaibol készitett matrix transzponaltia. Az adjungalt matrix az
inverz madtrix meghatdrozasanal (inverz, vagy , visszafele tortéend” leképezésnél) nyer
ertelmet.

Az A,, invarians az A affin leképezésnél bekdvetkezo térfogattorzulast adja meg,
azaz A determindnsa. Megjegyezziik, ha detA #0, akkor létezik az A inverze, ami az
adjungalt matrix és a determindnsnak a hanyadosa (A" =adjA/det A), és teljesiil, hogy

AA' =A7'A =E.

F4.3.1.1. Skalarinvariansok geometriai
szemléltetése

A skalarinvariansok szemléletes képét kapjuk, ha tekintjiik az A affin (egyenestarto)
leképezést és az W, VW vektorokat. Az egyszerliség kedvéért képzeljik el, hogy a
vektorok a Descartes-rendszerbeli elemi megvaltozasok

u =Ax, V=AY w =Az,

s ezek segitségével irjuk fel az invaridnsokat.

A, :;[(Au) TvxXw] +u[( Av xXw] + u[ v>{ Aw )]]

u [ vXxXw] >

A4, = J(Au) [(Av)<w] +(Au) [v(Aw] + u [(AV)AW)]

u[ vxw] )

A, Z;][(AU){(AVX(AW)]] ,

u fvxxw

(Az els6 invariansban a hossz-, a masodikban a feliilet-, a harmadikban a térfogatvaltozasok

szerepelnek.) E kifejezések fiiggetlenek az W, V., W vektorhdrmas valasztasatol, feltéve,
hogy u[vxw] #0 |

Megjegyezés. Ha az U, V, W vektorharmas helyett a Descartes-rendszerbeli egység-
vektorokat vessziik (u =e,, v =e,, W =e;), akkor visszakapjuk a skalarinvaridnsokra
kapott el6z6 meghatarozast. Ennek belatdsdhoz a tenzorok diadikus eldallitasat kell
alkalmaznunk!

F4.3.2. A tenzor vektorinvariansa

Egy A Aaltalanos tenzor A vektorinvaridnsan — megallapodas szerint — antiszimmetrikus
részének (A, ), az
9



{ { 0 - (ay - an) (a4 - ay) ‘
A, :E(A_ A") :E (a,, - a, 0 - (ay, - a,;)| =axE |
- (a5 - ay)  (ay, - ay) 0

alakjat értjiik, ahol az @ vektorinvaridns:

a,, - d
32 23
1
a _5 a3 - dy
dy = Ay

A vektorinvarians jelentése szerint:
1 x
Ar :E(A- AT =axr

E felirasbol kovetkezik, hogy a vektorinvaridns tetszéleges W, V vektortol fliggetleniil
allithato eld.

Megjegyzés. Tetszoleges b vektor €s A tenzor € =b><A vektorialis szorzatat, ami egy
antiszimmetrikus tenzor lesz, a kovetkezoképpen értelmezzik:

Cr =b><(Ar) .
C=\C,| =|e,Ce,| =|e, bx(Ae,) | =e,(bxa,)]

2

ahol a; az A tenzor diadikus eldallitasakor kapott j-edik vektor.
Ha E az egységtenzor, akkor

C — B<E
Es
o ‘ o . 0 - B, B ‘
C Z{C”.] Z{EI{B%(EL’_/)H :[C:'(BXL’_,")} :[B((.’_/XL’;)] =| B, 0o -5/,
' -B, B 0

vagyis az eldallitas fliggetlen a koordinata-rendszer valasztasatol.

F4.3.3. A tenzorok egy masik felbontasa: a nyujtas-zsugoritas-tiikkrozés mint
invarians mennyiség

A tenzorokat kiillonbozoképpen bonthatjuk fel aszerint, hogy milyen tipust
invariansokat szeretnénk leirni. Korabban lattuk a szimmetrikus és asszimmetrikus tenzorra

10



valo felbontast. Most egy masikat nézziink. Barmely A tenzor felbonthaté egy izometrikus
M tenzor és egy szimmetrikus S, illetve T tenzor szorzatara a kvetkezOképpen:

A =MS =TM .

Az M Iétesitette leképezés a szimmetrikus A*A tenzor (egyik) sajatvektor-rendszerét
beforgatja az ugyancsak szimmetrikus AA* tenzor (egyik) sajatvektor-rendszerébe. A
forgatas matrixa a sajatvektor-rendszerek ismeretében szamithato.

A szimmetrikus S, illetve T tenzor ,(felelos” az A*A, illetve a AA™* sajatvektorai
iranyaban torténd nyujtasért, zsugoritasért, illetve tiikrozésért. Teljesiil tovabba, hogy

S? =AA, T?=AA".

Emlékeztetdiil tekintsiik at az izometrikus tenzorok jelentését! Az M tenzorral
megadott affin leképezés izometrikus (mértéktartd), ha barmely W, V vektorra eleget tesz
az
(Mu)-(Mv) =u -v
fliggvényegyenletnek. Ha U =V | akkor
(Mu)® =(u)”,
vagyis
| Mu [Su],

Az M leképezés megtartja a vektorok hosszat, a skalarszorzas értelmezése miatt pedig
szogtartd. Két ilyen affin leképezés van: a merevtestszeri forgas és a (pontra, egyenesre,
sikra vonatkozd) tiikr6zés. Az M tenzor kozonséges, mert csak a nullvektort viszi at
Oonmagaba. Létezik az M ™' reciprok tenzor, ami megegyezik az M~ transzponalt tenzorral.

u -v=(Mu)-(Mv) =vM" (Mu) =v(M"M)u =v -u .

A skalaris szorzat tulajdonsaga miatt: M™™ =M 'M =E .

F4.4. A derivalttenzor skalar- és vektorinvariansai

A skalar- és vektorinvaridnsok megismerése utdn nézzilk a derivalttenzor invariansait!
A skalarinvaridnsokat a derivalttenzor szimmetrikus tenzordsszetevdjébol kapjuk. (Mivel a
derivalttenzort I -vel jeldljiikk, ezért az invaridnsoknal a D,, D,, D, jelolést
alkalmazzuk.)

A skalarinvariansok meghatdrozasakor a

11



(D, - AE)s, =0

sajatérték-feladatot kell megoldani. Az eredmény:

ahol (dx,), az s; sajatvektorrendszer 7 -edik komponensének az irdnyaba esd elemi
megvaltozas. ¥, a v(r) vektor 7 -edik komponense.

F4.4.1. Skalarinvariansok

A korabban bevezetett jelolések szerint ismét felirhatjuk a skalarinvariansokat:

D, :%+O—v+ av =A +A + A =divv =spurD,
ox oy oz - ’

cu  ou ou  ou oV ov
ax ¢y O Oz oy oz 2 2 P .
D, =| o+ OZ |+ | = | =AA + AA + A A =spuradjD,
cv  ov| |ow  ow| |6w oOw : - =0 A
ox  ov| |o Oz oy Oz
ou Ou ou
ox oy Oz
ov  ov  ov
Dm e A A :A'Aﬂzﬂs‘ :detDs .
ox oy Oz
ow ow  oOw
ox oy Oz

Természetesen altalanos esetben pl. a

Ou _,_@.Fa_wzjl + /A, + A, =D, =const
Oox <oy Oz B

Osszefliggésbol nem kovetkezik, hogy az egyes dsszeadandok is megegyeznek.
A divergenciat korabban mar eldallitottuk integralalakban. Nézziik meg ezt az

eloallitast a derivalttenzor felhasznalasaval!
L $y -dF —L $(v, + Ddr)dF —L $(Ddr)dF =divv =D
AV AV 320 AV 3 !

A fenti kifejezés belatasahoz tegyiik fel, hogy AV térfogatelem egy kocka, s az egymassal
szembelevé oldalain, pl. az X tengely mentén a v(r) vektor-veltor fliggvény értéke az xo
pontban V,, az (X, =Ax) pontban (V,+Di-Ax) A két szembelevé oldalon az eltérd

iranyitottsag miatt a feliileti integral érteke:

12



[ Di -Ax -dF :g—umf_

Ay Az X

Hasonloképpen jarunk el a masik két koordinata-iranyban is.

F4.4.2. A derivalttenzor vektorinvariansa

|| v o At o A Al
d=—||—"- —=|e.+| = - = |e,+|—- —|e;]| =zrotyv
21l & o %%
vagyis:

(D- D")dr =2D,dr =rot vxdr .

A rotacid a derivalttenzor vektorinvaridnsa. Errdl szintén be lehet mutatni az integral-
eldallitas alkalmazéasaval is — hasonldan a divergencidhoz —, hogy fiiggetlen a koordinata-
rendszer valasztasatol:

1 _ ! , _ 1 _ 1 _
AV iﬁFXw —Eﬁngw + Ddr) _AV iﬁFder) ING ﬁﬂFx[(dyE)dr]

| | | |
Fxdxdr) =—— n-drd- (n -ddrldFf =——d 3 ‘AV - —d AV =2d =rotv
AV fgl A ) AV ;ji[f( ) ( dr] AV AV

F4.5. A derivalttenzor geometriai értelmezése,
alakvaltozasok

A D(r) derivalttenzor a v(r) leképezés soran megadja az I' hely tetszbleges kis
kornyezetében bekovetkezd, lokalis hossz-, értelem- (tiikkrozés) és szogvaltozasokat, illetve a
kiilonb6z6é dimenzioju lokalis mértéktorzulasokat. (Természetesen ezek a megvaltozasok nem
egymastodl fiiggetlenek, mert pl. egy lokalis hosszvaltozas egyben mértéktorzulas is.) Nézziik
meg az egyes valtozasokat!

1.) A nyujtas-zsugoritas-tiikrozés értelmezéséhez a derivalttenzort bontsuk fel — a korabbiak
alapjan — egy izometrikus és egy szimmetrikus tenzor szorzatara.

D=MS, S8 =D'D=(")

A D tenzoru affin leképezés a D*D sajatvektorai irdnydban vett nyujtas-zsugoritas-
tiikkrozés (S) és a D*D sajatvektor rendszerét a DD* sajatvektor rendszerébe atvivo
merevtestszerll forgatds (M) szuperpozicidjaként nyerhetd.

13



A kovetkezOkben (i-vi) a relativ hossz-, feliilet- és térfogatvaltozast tekintjiik. Ez nem
mas, mint egy koordinata transzforméacio.

Megjegyezziik, ha a folyamat sordn egy vizsgalt dr vektor nagysaga ¢és irdnya nem
valtozik, akkor a derivélttenzor reprezentacidja az egységtenzor. || =1. Ha a
derivélttenzort mint tértranszformaciot, vagyis mint mozgést értelmeznénk, s arra a kérdésre
keresnénk a valaszt, hogy valtozott-e a dr szakasz mentén a relativ sebességi mez0, akkor
erre a valasz nem, hiszen a dr szakasz minden pontja ugyanakkora sebességgel rendelkezik.

ii.) A dr =dr-n vektor relativ hosszviltozasa. Bevezetve a derivalttenzorra
vonatkozdé Ddr =dv jeldlést, a relativ hosszvaltozas:

|dv |- dr
dr

=Dn|-1,
Megjegyezziik, hogy itt a derivalttenzort mint koordinata-transzformaciot tekintjiik.

iii.) A dr,><dr, paralelogramma relativ teriiletvaltozasa:

dv, xdv, |- |[dr,xdr,|

D.n |-1
dr, <dr,| & =1
ahol
dr, Xdr,
n, ————
|dr, Xdr, |’

tovabba D, a D tenzor Un. dudlis tenzor alakja:
D, =D,E- D,D* +(D*)" .
Itt D,, D, , D,, a D derivalttenzor skalarinvariansai.
iv.) A (dr,><dr,) -dr; térfogata paralelopipedon relativ térfogatvaltozasa:

(dv,xdv,)-dv,|- [dr,xdr,)-dr,|
l(drlxdrz)-dr3‘ S

-1

A kovetkezdkben (v) a relativ megnyulast és (vi) a relativ szogvaltozast vizsgaljuk.
A derivalttenzort mint tér-transzforméciot vizsgaljuk. Itt ha egy vektor ugyanakkora marad,
nem torténik valtozas, nincs relativ mozgas, akkor a derivalttenzor értéke nulla lesz.

e.) Relativ megnyulas

_ ‘dr + dvl - dr

glm d]" 5
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ahol dr ¢és dv =Ddr egymassal parhuzamosak, (megnyulasrol van szo). Kihasznalva,
hogy

|dv| _[Ddr |Ddr| _
> =: =arct =max)
|dr| |dr| |dr |
. dr s
¢s alkalmazva a =n jelolést

a

_Jldr+av)’ - dr _\J(dr)’ +2 -dr (Ddr) -

£
nn d’/1 d]"
=1+2nDn - 1 =~(1+ %2 nDn) - 1 =nDn =nDn |

mert nD,n =0 _ N tetszéleges iranyt jelolhet. Abban az esetben, ha a koordinata-tengelyek

ax b R ay b zz aZ b gy S a
derivalttenzor szimmetrikus részének a foatloban levo elemeit kapjuk.

Megjegyezziik, hogy itt a derivélttenzort mint tértranszformaciot, vagyis mint egy

mozgas eredményét tekintjiik.

iranyaba esO relativ nyujtast vizsgaljuk, akkor: &,

1v.) Relativ szégvaltozas:

n, dv, o dv, :nz(Ddrl) N n,(Ddr,) _
dr; dr, dr; dr,

Yo, =2, — ¥, =8, -8y, =~

=n,Dn, +n,Dn, =n (D +D")n, =2 n,Dn, .

Az n,; ¢és n, nem feltétleniil a féiranyokat jeloli, de n, L n, . Természetesen ¥, ., =¥,.», -
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2. ébra. A relativ megnyulds és a relativ szogvaltozas szemléltetése.
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A Descartes-rendszerben a koordinata-iranyok szerinti relativ szogvaltozasokat irjuk fel.

Yo =Y =3 =y =| L
xy w2 )/21 8_)} ax )
Y =Yoo =5 =V, _[@+a_w]
Xz zx ~ d13 31 & d( )

vz zy T J23 32 aZ ay
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