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A jegyzet matematikai eszkOztara erdsen tdmaszkodik a vektorszdmitas és az analizis 6rdkon
tanultakra. Ez a fejezet nem helyettesitheti a megfeleld matematikai alapozést, itt csupan a
legfontosabb alapfogalmak felelevenitése a célunk.

I.1. Jelblések

A jegyzetben a vektorokat és vektormezdket kis, vastag, egyenes, a matrixokat nagy,
vastag, egyenes betlikkel jeldljiik, pl. S,V,A. A komponensek és paraméterek doltek : 5.4, .
A sebességre ¢és komponenseire a meteorologia szakirodalmaban megszokott viu,v,w) jelolést
alkalmazzuk.



11.2. Vektormiiveletek, vektorfiiggvények

I1.2.1. Vektorok és koordinatak

Jelolje £3 a tér pontjainak a halmazat, amelyben a vizsgalt folyamat lezajlik. Ahhoz,
hogy a folyamatot matematikailag le tudjuk irni, kivalasztunk egy kezd6pontot (origd) a térben.
Felvesziink tovabba harom egymasra merdleges egységnyi hosszusagu vektort: i, J ¢és k,
amelyek jobbsodrast rendszert alkotnak. Tekintsiik azt a vektort, amely az origobol a tér
valamely P pontjdba mutat. Ezt a P pont helyvektoranak nevezziik, és ¥ -rel jeloljik. A
vektorszamitasbol ismeretes, hogy harom, nem egy sikba es6 vektor az E3 térben bazist alkot,
tehat az I helyvektor egyértelmien eldall az i, § és k vektorok linearis kombindcidjaként,
azaz

r =xi+yj+:zKk

alakban (1. dbra). Az i, J és k vektorok rendszerét Descartes-féle bazisnak nevezzik, az X,
Y és Z egyiitthatokat pedigaz ¥ helyvektor Descartes-féle koordinatainak nevezziik.

z4

1. dbra. A Descartes-féle koordinata-rendszer. Fekete-Zalay: Tobbvaltozos fiiggvények analizise.
Példatar. Budapest, 1985, p. 9.

Ilyen modon a tér pontjait szamharmasokkal (93 ° elemeivel) azonositottuk. Megforditva: R
elemeinek is egyértelmiien megfeleltethetiink egy pontot a térben, azaz



r =(x,y,z),
ahol egy E3 -beli és egy 9% ° -beli elem k6z¢ irtunk egyenldségjelet.

A fizikaban szamos vektormennyiséget hasznalunk, ilyen pl. a sebesség €s az erd. Ha a tér
rogzitett P pontjaban fujo V szélsebességvektort szeretnénk jellemezni, ezt is felbonthatjuk a
Descartes-féle bazisban, és azonosithatjuk szdmharmassal.

Egy térvektort egyértelmiien jellemez a hossza és az iranya. Emlékeztet6iil: az a € £°
vektor hosszan az

la|=y/a] +a3 +a;

szamot értjiik.
Megjegyezziik, hogy a valasztott bazis, amelyben dolgozunk, fligghet az adott térbeli
ponttdl és az id6tol is.

I1.2.2. Skalaris, vektorialis, vegyes szorzat

Az A és b vektorok skalaris szorzatanak az
a‘b=al| |b| cosy

szamot nevezziik, ahol 3~ a két vektor altal kdzbezart szog.

Az A ¢és b vektorok vektorialis szorzatan azt az a Xb -vel jelolt vektort nevezziik, amely
merdleges az @ ¢és a b vektor altal kifeszitett sikra, azokkal jobbsodrasu rendszert alkot,
tovabba hosszisaga megegyezik a két vektor altal meghatdrozott paralelogramma tertiletével,

azaz
laxb[=al [b| siny,

Az @ b és C vektorok vegyes szorzatan az (a xXb) -¢ szamot értjiik.



11.3. Tébbvaltozos fiiggvények

A 1égkori folyamatok matematikai leirdsdban igen gyakran tobbvaltozos fiiggvényekkel
dolgozunk. Az idedlis gaznak tekintett levegd termodinamikai jellemzdit pl. két fiiggetlen
allapothatarozé fliggvényében adhatjuk meg. A 1égkori folyamatok a benniinket koriilvevo fizikai
térben jatszodnak le, ezért a leirdsukra alkalmazott skalar- és vektormennyiségek fliggnek a
helytdl és az idot6l is. Ha a tér pontjait valamely bézisban dolgozva szamharmasokkal
azonositottuk, pl. a Descartes-féle bazisban az (x,).z) harmassal, akkor ezek a skalar- és
vektormennyiségek X, V' és Z, valamint az id6 (Z) fiiggvényének, azaz négyvaltozos
fiiggvényeknek tekinthet6k. A meteorologidban a levegd allapothatdrozoinak a valtozasait
vizsgaljuk. Ehhez sziikséges a tobbvaltozos fiiggvények derivalasaval kapcsolatos fogalmak
ismerete, amelyeket a kovetkez6 fejezetben tekintiink at.

I1.3.1. Tobbvaltozos fiiggvények differencialasa

Az egyvaltozds valos fliggvények derivaltjanak a fogalma kiterjeszthetd tobbvaltozos
valos fiiggvényekre is. Eldszor a kétvaltozos fiiggvények differencidldsanak alapfogalmait
foglaljuk 0Ossze, majd ismertetjik a skalarmezdk ¢és vektormezoék fogalmat ¢és a
differencidldsukkal kapcsolatos tudnivaldkat.

I1.3.1.1. Kétvaltozos, valos értékii fiiggvények
differencialasa

Az [/ fiiggvényt kétvaltozos valos fiiggvénynek nevezziik, ha értelmezési tartomanya a
valés szamsiknak, tehat 93”-nek a részhalmaza, képhalmaza pedig 9% . Ezt az f:R°— R
szimbolummal jeldljiik. (A fogalmak tobbsége harom- és tobbvaltozos fliggvényekre is atvihetd.)

Egy /R’ — R fliggvény X szerinti parcidlis derivaltjat az / értelmezési tartomanyanak egy
(x9.¥0) belsé pontjaban a kovetkez6 hatarértékkel definialjuk, amennyiben ez a hatarérték
létezik és véges:

of (xy,¥,) =lim J(x, ) - f(x()aJ/o)'

ox X=X X- X,




Ez a hatarérték azt mutatja meg, hogy az (xy.)30) pont kornyezetében az X tengellyel
parhuzamos irdany mentén milyen meredek a fiiggvény. Ennek mintajara értelmezhetd ebben a
pontban az V' szerinti parcialis derivalt is:

é_f(x(),y(]) :Hm .f(x()?y)- .f(x()7y0) )
o) y= Y= ¥

A parcialis derivaltak értéke fiigg attol, hogy melyik (x,.»() pontban szamitjuk ki. Azt a
fiiggvényt, amely minden (x.)») ponthoz hozzarendeli az (xy.10) (ill. V') szerinti parcialis
derivaltat, az / fiiggvény X (ill. V') szerinti parcialis derivaltfliggvényének nevezziik.
Amennyiben ezek is parcidlisan differencialhatok, képezhetjiik mindkét valtozo szerint ujabb
parcialis derivaltjaikat. gy a méasodrendii parcialis derivéltakat kapjuk. Ezek jelolése:

oo _of oo _of oo _of 0 _F
ox ox  oxl Ovéox  ovox’ ax oy oxdy’ oy oy oyd

A kozépsok az tn. vegyes parcialis derivaltak. Ezek egyenldsége nem sziikségszeri! Azonban, ha
/" az egész tartomanyon kétszer folytonosan differencialhatd, akkor a tartomany minden (x, »)
pontjaban érvényes a

e’ r _ocf
ovox (x,y) = ooy (x,))

egyenlOség, azaz a vegyes masodrendii parcialis derivaltak megegyeznek. A fizikdban ezt
hallgatolagosan mindig feltételezziik.

Jelolje X az (x,») vektort. Az / fuggvényt differencialhatonak nevezziik értelmezési
tartomanyanak valamely X, =(x,.»,) bels6 pontjaban, ha Iétezik olyan d =(d,.d,) vektor,
amelyre

i S0 S0) d (- x0) |

X=X, |x- X, |

A d vektort az / fliggvény X, -beli derivaltjanak (vagy gradiensének) nevezziik. Jelolése:
S'(x¢) vagy gradf{ X, ). Belathato, hogy ha ./ differencialhatd, akkor létezik mindegyik
parcidlis derivaltja, és a derivalt el6all ezek sorvektoraként, azaz



F1(x) —[ i

*() (o)
ox

Megjegyezziik, hogy a parcialis derivaltak 1étezésébdl nem kovetkezik, hogy a fliggvény
differencialhatd. A parcialis dervialtak létezése és folytonossaga azonban mar elégséges az ./
differencialhat6sagahoz.

A derivalt fenti definicigjabol kovetkezik, hogy ha X kelléen kozel van X, -hoz, akkor
egy derivalhato fliggvény megvaltozdsa ezen két pont kozott jol kozelithetd a kovetkezd
kifejezéssel:

J(X)- f(xXg) =~ f(Xg) (X~ Xg) :%(XD) (x - xg) + (Xc)) (v-vo).

ey

d(x-xq) skalarls szorzat. Maskeppen, bevezetve a Af (Xy) :=f(X)- f(Xg), Ax:=x- x, és
Ay =y - v, jeloléseket, a fliggvény megvaltozasa kozelitleg

Af(xy) N%(x(» -Ax+§;(xo) Ay

Kevésbé precizen, nem tiintetve fel még azt sem, hogy a parcialis derivaltakat hol kell érteni, ezt
szokasos a kovetkezd formaban irni:

o =L acr Loay,
ox oy

2

A fizikaban ennek hasznalatos egy ,,végtelenil kicsi” d/, dx ¢és dy mennyiségekkel felirt

valtozata is, ahol a két oldal koz¢ egyenldségjelet irunk:

fdx+ f
Oox ay

df =
Ezt a formalis kifejezést az /* fliggvény teljes differencialjanak nevezziik.

Altaldban, ha 2 és ¢:R’— Rtipusu adott fiiggvények, akkor értelmezhetd df

crer



px,y)dx+g(x,y)dy

tipusu kifejezés. Felmeriilhet a kérdés: van-e olyan / fiiggvény, amely mellett ez a d/" -et jelenti
az (x,») pontban? A kérdés ugy is megfogalmazhatd, hogy létezik-e olyan F:R>— R
fiiggvény, amelyre

OF OF
- = X, c = ZQ(xay)
™ p(x,y) ¢és o ,

azaz F'=(p.q).

Amennyiben P ¢és 4 megfelelden sima (egyszer folytonosan differencidlhatd) fliiggvények, és
létezik a fenti tulajdonsaght F  fliggvény, akkor F  vegyes parcialis derivaltjainak
egyenldségébdl kovetkezik, hogy

or _9%
oy Ox’

Belathato, hogy ha a P és ¢ értelmezési tartomanya megfeleld tulajdonsagu (un. csillagszeri
tartomany, ilyen pl. a teljes 9R7), akkor ezen két derivalt egyenl8sége eclégséges is F
1étezéséhez. A gyakorlatban altaldban feltételezziik a szoban forgd fiiggvények megfeleld
simasagat, ezért a fenti feltételt alkalmazzuk annak eldontésére, hogy teljes differencialt kaptunk-
e.

11.3.1.2. Skalarmezo differencialasa

Ha egy U -val jelolt fiiggvénykapcsolattal g3 egy /D részhalmazanak minden pontjahoz
hozzarendeliink egy valés szamot, skalarmez6t értelmeztiink:

u:D-R, DcE>.
(Ilyen pl. a hdmérséklet mint a hely fiiggvénye.) Erre a kdvetkezd jeldlést is alkalmazhatjuk:

urll ur), reD.



Lattuk, hogy a Descartes-féle bazisban dolgozva az r e E* pontot, amely az i, J ¢és k
egységvektorok segitségével r =xi+yj+zk alakban irhatd fel, az (x,1y,z) €R’ elemmel
azonosithatjuk. Igy az u:D— RN skalarmezd egy haromvéltozos fiiggvénnyel azonosithato,
amelyet jeloljiink atmenetileg f~fel:

wu:rl u(r)=f(x,y,2), (x,yv,2)ED, M,

Az egyenldségjel itt két kiillonb6zo tipusu fliggvény értéke kozott all, tehat azonositast jelent.

Legyen pl. az U fiiggvény az u:r 0 [r|, y € £, azaz minden vektorhoz a hosszat rendelje.
Ekkor a megfeleld /* fliggvény az f(x,».z) ={/x> +y> +z° .

Természetesen egy skalarmezdot megadd haromvaltozos fliiggvény fligg a bazis megvalasztasatol,
azaz mas-mas bazisban mas / filiggvény fog tartozni ugyanazon U skalarmez6hoz. Ezt az
/R = R fuggvényt kényelmi okokbol szokdsos ugyanugy U -val jeldlni, mint a skalarmezot.
A tovabbiakban tehat az v :r I u(r) vektormez6 esetén az u(x, v, z) jelolést is alkalmazzuk.

Az u:rl u(r), re D fuggvényt a D tartomany Yo belsé pontjaban differencialhatonak
nevezziik, ha létezik olyan d € £ vektor, amelyre

lim u(r)- u(ry)-d (r-ry) —0
r- ro‘ )

r=r,

Ez a kétvaltozos fiiggvények differencialhatosaganak a megfeleldje, és a d € £° vektort itt is
derivaltvektornak vagy gradiensvektornak nevezziik.

Igazolhato, hogy ha az U skalarmezo folytonosan derivalhato, akkor / -nek 1éteznek folytonos
parcialis derivaltjai, és a derivaltvektor a Descartes-féle koordinata-rendszerben a kovetkezo lesz:

of ..o .. o
grad «(r) L ayJ+ 2 K-

Tehat a gradiensvektor Descartes-féle koordinatait a megfeleld f:R° — R fliggvény X, V és
Z valtozok szerinti parcidlis derivaltjai adjak.



11.3.1.3. Vektormezo differencialasa

Ha E3 egy D részhalmazanak minden pontjahoz hozzarendeliink egy térvektort, vektormezot
értelmeztiink:

virl v(r), reD.

Ilyen pl. a szélsebességvektor a hely fliggvényében, vagy egy skaldrmezd gradiense.

A Descartes-féle bazisban dolgozvaa v:rl v(r) vektormezd egy R’ — R’ fiiggvényként
adhat6o meg:

V:rD Vl(xayaz)i_'-vZ(xayaZ)j+V3(x9yaz)k, I‘ED

A vy, v, és vy R — N fliggvényeketa V vektormezd i, J, k bazishoz tartozo
koordinata-fiiggvényeinek nevezziik.

A vektormez6 derivaltjanak értelmezéséhez sziikségiink van a tenzor fogalmara. A tovabbiakban
tenzornak neveziink egy £3-bol g3 -ba képezd linearis fiiggvényt. Tenzor pl. A

v(r) =r, r€E3,

azaz az E°-bol E3-ba képezd identitasfiiggvény. Mivel a tenzor értelmezési tartomanya és
értékkészlete (mindkettdben egy-egy bazist valasztva) azonosithato $93°-mal, a tenzornak
megfeleltethetd egy F:R’ — R’ linedris fiiggvény. Ismeretes, hogy az ilyen tipusu fliggvény
nem mas, mint egy 3 >3 -as matrixszal vald szorzas. Ez a matrix fligg att6l, hogy milyen bazist
haszndlunk a V tenzor értelmezési tartomanyaban és értékkészletében. Pl. az identitdstenzor
matrixa a Descartes-féle bazis valasztasa esetén a 3 <3 -as identitdsmatrix lesz.

A virl v(r), reD vektormez6t a [D tartomany egy Yo belsd pontjaban
differencialhatonak nevezziik, ha van olyan A tenzor, amelyre

lim ’V(r)‘ v(ry) - A(r- ro)‘ _
ror, Ir-rg|

0.

Az A tenzort a vektormezd ¥, pontbeli derivalttenzoranak nevezziik. Ha a V  vektormezd
koordinata-fiiggvényei a Descartes-féle bazisban v;, v, és Vi, akkor a V vektormezo
derivalttenzoranak (a Descartes-féle bazishoz tartozo) matrixa



Mmoo o

ox oy Oz

ov, 0v, O0v,

ox oy Oz

ovy; Ovy Oy

ox Oy Oz
alaku.

1.4. Skalar- és vektormez6k invariansai

Az invariansok olyan skaldr- vagy vektormennyiségek, amelyek fiiggetlenek a bazis
megvalasztasatol, azaz csak az adott skalar-vagy vektormezotdl fliggnek. Szamtalan invarians
mennyiség értelmezhetd. Mi csak a legfontosabb, szemléletes fizikai tartalommal rendelkezdkkel
foglalkozunk.

A skalarmezé korabban latott definicidja alapjan vildgos, hogy a skalarmezd adott
pontbeli gradiense fliggetlen a bazis megvalasztasatol, tehat a gradiens a skaldrmezd egy
vektorinvariansa.

A differencialhatd vektormezOk fontos skalarinvariansa a divergencia. Legyen a
virl v(r), reD vektormez6 differencialhatd az ro €D helyen. Az r, pontbeli
derivélttenzor sajatértékeinek az Osszegét a vektormezd Yo  pontbeli divergencidjanak
nevezzik. Ez nem mas, mint a Descartes-féle bazisban felirt derivaltmatrix foatlobeli elemeinek
az 0sszege, azaz

divv —Mm + vy + vy )
ox oy oy

Az a tény, hogy ez a skalarmennyiség a vektormezd invaridnsa, azt jelenti, hogy a vektormezd
divergenciaja csak magatol a vektormez6tdl fiigg, azaz fiiggetlen attél, hogy milyen bazisban
vizsgalodunk. Ha a vektormezd sebességmezét jelent, akkor az ¥, pontbeli divergencidja a
sebességmez0 ¥, pontbeli forrassiiriségét adja meg. (Ha egy pontban a divergencia pozitiv,
akkor ott szétaramlas, ha negativ, akkor dsszedramlas van.)
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A derivalttenzorbdl szarmaztathatd egy fontos vektorinvarians is. A derivaltmatrix
egyértelmiien felbonthaté egy szimmetrikus €s egy antiszimmetrikus matrix Osszegére. Az
antiszimmetrikus matrix elemeibdl képzett

~ ~
OV, oV,

ox 0Oy

6‘)3_% i+

~ A
(@29 oz

rotv = k

Ovy  Ov, -
oy Oz

crer

természetesen masok lesznek a vektor koordinatai, de maga a vektor ugyanaz marad.) A rotacid
vektormennyiség, tehat v:rl rotv(r) vektormez6. Ha a vektormezd sebességmezd, akkor a
rotaciod a tér adott pontjaban elhelyezkedd 1égrész forgdmozgasat jellemzi.

Ha bevezetjiik a V (nabla) szimbolummal jelolt jelképes vektort (nabla-vektor, nabla-
operator):

O o o
V="li+ j+—k
Ox ('By‘] oz

akkor ennek felhasznalasaval
e gradu= V u (formalisan skalarral vald szorzas)
e div v =V v (skaldris szorzas)
e rotv =V xv (vektorialis szorzas).

A nabla-operatorral felirhatok a kovetkezé azonossagok. (Itt ¢, 2z, , 25 és V, v, és Vv,
tetszéleges skalar- ill. vektormezdt jelol.)

* Mu, +u,) =Vu, +Vu,

* Muu,) =u,Vu, +uVu,

* V(v;+v,)=Vwv, +Vv,

* VX(v,+V,) =VXv, +VXv,

* V- (uv)=uV v+v Vu

e VXuv) =uVxv+vxVu

* Vv, Xxv,) =v, VXv, - v, Vxy,

* VX(v, xv,)=v Vv, - v,V v, +(v, V)v,- (v, V)v,
* My, vy)=(v; Vv, +(v, Vv, + v, X(VXv,) - vy X(VXv)
e V- (Vxv)=0

e Vx(Vu) =0

11



* V- Vu) =V’u

A legutobbi V (Vi) = div grad u kifejezést az U skalarmezd Laplace-kifejezésének nevezziik.
A definiciobol vilagos, hogy ez szintén invaridns mennyiség.

Késobb latni fogjuk, hogy a gradiens, a divergencia, a rotacid és a Laplace-kifejezés
integralis alakban is felirhato.

1.5. Integralfogalmak

A fizikai alkalmazasokban fontosak a kiilonbdzo térbeli alakzatokhoz (térgorbe, feliilet)
kotodo integralfogalmak. A matematikanak ez a fejezete igen nehéz, a differencialgeometriatol
kezdve az analizisig szamos teriilet fogalmainak ismerete sziikséges hozza. Ezért itt nincs
modunk a fogalmakat teljes részletességgel és pontossaggal targyalni, csak vazlatos bevezetdt
kivanunk nytjtani. A téma irant mélyebben érdeklédé olvasonak Rudin (1978) konyvének 10.
fejezetét ajanljuk.

Ismeretes, hogy az egyvaltozés valos fiiggvények Riemann-integralja als6- és felso
kozelitd Osszegek hatarértékeként, €s azzal ekvivalensen Riemann-féle kozelitd Osszegek
hatarértékeként is értelmezhetd. Ez utdbbit tudjuk altalanositani a térbeli alakzatokhoz kotddo
integralfogalmak értelmezésére.

I1.5.1. A vonalintegral

Tegyiik fel, hogy a tér minden pontjdhoz egy vektort rendeltiink, azaz adva van egy
vektormezd. Lehet ez pl. egy erdtér. Ha kivancsiak vagyunk arra, hogy ebben az erétérben
mekkora egy adott térgorbe mentén végzett munka, akkor azt az erétér vonalintegralja mutatja
meg a gorbe mentén. A meteorologidban vonalintegrallal definidljuk a cirkulacionak nevezett
mennyiséget is: ez a sebességmezd zart gorbére vett vonalintegralja, és a levegd vagy a folyadék
forgdmozgasanak leirasara hasznalatos.

Legyen r:[a,b]— E° egy szakaszonként folytonosan differencialhato térgorbe, és v:r 0 v(r)
folytonos vektormez6. A v:rl v(r) vektormezd 7 gorbére vonatkozo vonalintegraljanak az

/ifv(r(u)) r'(u)du

Riemann-integralt nevezziik. (Az integraljel mogotti kifejezés minden [«.5]-beli szamhoz egy

szamot (skalaris szorzat) rendel, igy a szokasos Riemann-integral értelmezhetd.) Jelolése: Jvds
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I1.5.2. Feliileti integralok

A feliileti integraloknak szdmos tipusa létezik. Ezek koziil a vektormezo skalarértékii

feliileti integraljat részletesebben, a tobbi tipust csak roviden ismertetjiik.

I1.5.2.1. Vektormezo skalarértékii feliileti integralja

Legyen adva a v:rl v(r) vektormezd, és a térben egy < sima feliilet (azaz a feliiletet
meghatarozé fiiggvény differencialhatd). Tegyiik fel, hogy V folytonos. A V vektormezo P
feliiletre vett skalarértékii feliileti integraljat a kovetkezoképpen értelmezziik:

1.

A D feliiletet elemi feliiletdarabokra osztjuk (jol kozelithetok paralelogrammakkal).
Jelolje a feliiletdarabok szamat vV .

Minden feliiletdarabon kivalasztunk egy tetsz6leges &, pontot, # =1.2..... NV

o

A vektormezd &, pontbeli értékét skalarisan szorozzuk az elemi feliiletdarabot kozelitd
paralelogramma AF; felszinvektoraval:

V(&) -AF,

(Ezen AF, vektor hossza a paralelogramma teriilete, iranya pedig merdleges a
feltiletdarabra. Ha zart a feliilet, akkor kifelé irdnyitjuk. Ha nem zart, akkor valamelyik
iranyitast valasztjuk.)

fgy minden felilletdarabhoz kiszamoltunk egy skalar értéket, amelyeket Gsszegziink a
teljes d feliiletre:

N
Z V(é%i) 'AFI'
i=

Képezziik ezen 0sszegek hatarértékét egyre finomodod felosztassorozatra. Ezt a szamot
nevezzik a V vektormezo @ feliiletre vett skalarértékii feliileti integraljanak. Jelolése:
JvdF

Q

Alkalmazas: Ezt a tipust integralt alkalmazzak pl. a fizikdban magneses erdtér adott feliileten
atmend fluxusanak a kiszdmitasara, a meteoroldgidban pedig adott feliileten atmend tomegaram
kiszamit4sara.
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I1.5.2.2. Skalarmezé vektorértékii feliileti integralja

Legyen adva az / skalarrmezd, és a térben egy @ sima felilet. A skalarmezd
vektorértékli feliileti integraljat tigy kapjuk, hogy a feliiletet elemi feliiletdarabokra osztjuk,
minden feliiletdarab felszinvektorat megszorozzuk a skalarmezd értékével az adott feliiletdarab
valamely kivalasztott pontjaban, és ezen vektorokat dsszegezziik a teljes @ feliiletre. Ez egy
integralkozelitd Osszeg, amely minden felosztdshoz egy vektor lesz, és a kozelitd Osszegek

hatarértékét az /* skalarmez6 vektorértéki feliileti integraljanak nevezzik. Jelolése: Qf-f dF,

I1.5.2.3. Vektormez6 vektorértékii feliileti integralja

Legyen adva a v:rl v(r) vektormezo, és a térben egy d sima feliilet. Tegyiik fel,
hogy V folytonos. A V vektormezé @ feliiletre vett vektorértéki feliileti integraljat ugy
kapjuk, hogy a feliiletet elemi feliiletdarabokra osztjuk, minden feliiletdarab felszinvektorat
vektoridlisan megszorozzuk a vektormezé értékével az adott feliiletdarab valamely kivalasztott
pontjaban, és ezen vektorokat 6sszegezziik. Ezen kozelitd 6sszeg minden felosztashoz egy vektor
lesz, és a kozelitd Osszegek hatarértékét a V vektormezd vektorértéki feliileti integraljanak
nevezziik. Jelolése: g!dF v

Az emlitett integraloknal szokésos (de nem kotelezé) az of ill. P [jelolés alkalmazasa, ha zart
gorbén ill. zart feliileten vett integralrdl van szo.

I1.5.3. Integralatalakito tételek

A val6s fiiggvényekre vonatkozd6 Newton—Leibniz-formulat altalanositjuk. Ismeretes,
hogy haaz / : 9% — R fliggvény folytonosan differencialhatd, akkor

[1'=r®)- f(a)

azaz a fiiggvény derivaltjanak az integralja az / -nek a halmaz hataran valdé megvaltozasaval
egyenlo.

Az egyik altalanositas a kovetkezd. Legyen @ sima feliilet, amelyet egy 7 irdnyitott
gorbe hatarol (a felszinvektorok irdnyabol nézve 7 pozitiv irdnyitast legyen).
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Ha v:r0 v(r) sima vektormezd, akkor

J'rotv dF = J'V ds

43}

azaz a rotv (itt az V -re alkalmaztunk egy differencidloperatort) feliileti integralja egyenld a
feliilet hataran a V vonalintegraljaval.

A masik altalanositas: Legyen < zart, sima feliilet, amely egy }~ térrészt vesz koriil (a
felszinvektorokat kifelé iranyitjuk).

Ha v:r0 v(r) sima vektormezd, akkor

jdivvdl/ = jvdF
Vv b

[4))

azaz a V' tértartomanyon integralva a divv (egy masik differencidloperatort alkalmaztunk a V
-re), ez az integral a térrész hataran vett feliileti integralba megy at.

I1.5.4. Skalar- és vektormezOk invaridnsainak integral-el6allitasa

A tanult invaridns mennyiségek a fenti integralok segitségével is felirhatok.

I1.5.4.1. A gradiens

Az / skalarmezé r, pontbeli gradiensvektorat a

1
rad = lim — dF
g Of AV—=0 AV ;Ef

hatarérték adja meg, ahol A} az r, pont koriili térrész térfogata, és AF az azt hatdrolo zart
feliilet jele. Ha pl. /' a nyomasi mez6t jeloli, akkor ez a kifejezés az ¥, pontbeli nyomasi
gradiens er6t adja meg. (A pont korili térrészben egységnyi térfogatra hatd nyomoerd
hatarértéke, mikozben a térrész a pontra zsugorodik.)
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I1.5.4.2. A Laplace-kifejezés

Figyelembe véve a gradiensvektor fenti integral-eldallitasat €s a Laplace-kifejezés

1
A,f = lim — $gradf dF
of 1m AV;‘Eg I/ .

AV—0

I1.5.4.3. A divergencia

AV differencidlhaté vektormezd divergencidja az ¥, pontban eldall

1
divyv = lim — dF
07 T ar-o AV?;Y

alakban. A divergencia tehat nem mas, mint a pont koriili tértartomdny feliiletén atmend,
egységnyi térfogatra vett fluxus hatarértéke, mikdzben a térrész a pontra zsugorodik.

11.5.4.4. A rotacio

A 'V differencialhatoé vektormezd rotacioja az ¥o pontban az

1
rot,v = lim — F Xv
00 T arso0 AV :-,Egl

integrallal allithato eld.
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