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A hidro-termodinamikai egyenletrendszert a légkdrben végbemend folyamatokat
meghatarozo fizikai torvenyek matematikai formulai alkotjak. Ezek: a mozgasegyenletek, a
tomegmegmaradas elvét kifejezd kontinuitasi egyenlet, a termodinamikai egyenlet és az
allapotegyenlet. A légkor allapotit ezen egyenletrendszer megoldasaval jelezhetjiik eldre.
Ebben a fejezetben bemutatjuk a hidro-termodinamikai egyenletrendszer egyenleteit.

Amikor a légkorben lejatsz6dd folyamatokat vizsgaljuk, az elso feladat a koordinata-
rendszer, még altalanosabban a szemléletmdd megvalasztisa. Az el6z6 fejezetben targyaltuk az
Euler- és Lagrange-féle szemléletmdodot. Emlékeztet6iil, az Euler-féle szemléletmdédban nem
magat a levegdrészt, hanem a levegdvel toltott mozdulatlan, vagy mozg6 teret vizsgaljuk. A
levegd allapotat, mozgésat leir6 skalar- és vektormezdket tanulmanyozzuk. A Lagrange-féle
szemléletmddban elemi 1égrészekbdl épitjiik fel a teret. Az egyes légrészekben bekovetkezd
véltozasokat tanulmanyozzuk, pl. megvaltozik a 1égrész helye, hémérséklete, nyomasa, stb.
Ebben a fejezetben az egyszerliség kedvéért elsdsorban az Euler-féle szemléletben dolgozunk. A
kontinuitasi egyenlet esetében a Lagrange-féle alakkal is részletesebben foglalkozunk.

VIII.1. A légkérben hato erék

Els6ként nyugvd koordinata-rendszerben (Newton I. axiomdja szerinti inercia-
rendszerben) irjuk fel a 1égkori mozgasegyenletet tomegegységnyi levegore.
A mozgasegyenletek felirasdhoz ismerniink kell a 1égkorben hatd erdket. A tomegegységnyi
levegore hato erdket két csoportra osztjuk:

(1) olyanokra amelyek fliggetlenek a Fold forgasatol és

(i) olyan tehetetlenségi erdkre, amelyek a Foldhoz kotott koordinata-rendszer



valasztasabol adodnak (ezekkel itt nem foglalkozunk).

Az els6 csoportba tartozik:
- a Fold tdomegvonzasabodl szarmazo erd,
- a nyomasi mez6 inhomogenitasa miatt fellépd nyomasi gradiens erd, és
- arealis folyadékok mozgasat kiséré molekularis surlodasi erd.

A dinamikus meteorologiaban nem foglalkozunk a Nap, illetve a Hold tdmegvonzéasabol
szarmazo, a légkori arapaly jelenséget kormanyzo erdkkel. Ezek elhanyagolhatdé szerepet
jatszanak a troposzféra és a sztratoszféra folyamataiban.

A tehetetlenségi er6k koziil harom fajtaval kell majd foglalkozunk (Isd. a kov.
fejezeteket):

- a Fold forgasabol szarmazo centrifugalis erfvel, ami minden tdmegpontra hat,

- a forgd Foldon elmozdul6 1égrészre hatd Coriolis-erével, és

- a koordinéta-rendszer valasztasatol fliggd tovabbi tehetetlenségi er6kkel, mint példaul

a szférikus (gémbi) rendszerben megjelend metrikus gyorsuldsok.

Masképp is osztalyozhatjuk a 1égkori erdket. Beszélhetiink térfogati és feliileti er6krol.
Térfogati erd az abszolut nehézségi erd és a tehetetlenségi erdk, mig feliileti erd a nyomasi
gradiens er6 €s a molekularis viszkozitasi erd.

Vegyiik sorra azokat az erdket, amelyek fliggetlenek a Fold forgasatol!

VIIl.1.1. A nyomasi gradiens er6

A nyomasi gradiens erd a surlodasi er6hoz hasonldan feliileti erd. Tekintsiink egy AV
térfogatelemet. Az inhomogén nyomaseloszlas kovetkeztében a térfogatelem kiilonbozd
oldallapjaira mas €s mar nyomoerd hat. Ezek Osszege adja a térfogategységre, illetve a
stirliséggel normalva a tdmegegységre vonatkozo nyomasi gradiens erot.

A derékszogli elemi térfogatrészre Z iranyban hatd nyomasi gradiens erd:
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Ez alapjan mar konnyen felirhatok a tomegegységre vonatkozd nyomasi gradiens erd (
F,(r,?))egyes komponensei is:
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1. abra. A nyomasi gradiens erd szemléletes képe. Rakoczi F., 1981: A dinamikus meteorologia
alapjai. Tankonyvkiad6, Budapest, 7.1. abra alapjan, 203. oldal.

VIIl.1.2. Az abszolut gravitacios eré

A Newton-féle altalanos tomegvonzasi torvény €rtelmében a Fold kézéppontjatol ¥ tavolsagra
1év6 egységnyi tomegii 1égrészre F, () (abszolit) gravitacios erd hat. Ennek alakja:

ahol A =597 10""kg a Fold, M  az egységnyi légrész  tomege,
»=6,668 10" Nm’kg > a gravitacios allando. A dinamikus meteorologidban altalaban
tomegegységnyi levegdrdl beszéliink. Ezt nem jelezziik kiilon (pl. az abszolut gravitacids erd
felirasakor). igy érthetd, hogy sokszor erérol beszéliink, s a gyorsulas dimenzi6jat hasznaljuk.
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2. abra. Az abszolut gravitacids eré €és a nehézségi (vagy gravitacios) erd kozotti kapcesolat.
Rdkoczi F., 1981: A dinamikus meteorologia alapjai. Tankonyvkiadd, Budapest, 4.2. abra
alapjéan, 133.

A g, abszolut gravitacids gyorsulas nagysaga valtozik a magassaggal. Ertéke a Fold felszinén
a foldrajzi szélesség, azaz a Fold tomegkdzéppontjatél vett tavolsag fliggvénye (
g.0(@=g,(ro.9)). Vizsgaljuk az abszolit gravitaciés gyorsulds magassag szerinti
megvaltozasat! A Fold kozéppontjatdl vett tavolsdg legyen » =, +z, ahol 7p az adott
sz€lességi koron a geoid alaku Fold sugara, mig Z a felszin feletti magasséag.
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2
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Mivel ro>>Z, az utobbi egyenletet z =0 koriil Taylor-sorba fejtve, s kihaszndlva a
masodrendii tagok kicsi voltat kapjuk, hogy:

2z
g, (zp)= ggo(cﬂ)[ - —
ro

3

g, (z.@)=g,,(¢)(- 31410 z).

Az abszolut gravitaciés gyorsulds 1%-os csokkenéséhez kb. 35 km-es magassagvaltozas
sziikséges.



VIIl.1.3. A molekularis surlédasi ero

A folyadékok és gazok alapvetd tulajdonsaga, hogy nem mutathaté ki benniik nyugvé
surlodas, vagyis végtelen lassi elmozduldshoz végtelen kis erd sziikséges. A légkorben a
molekularis surlédas (molekularis viszkozitas) a felszinhez kozeli néhany mm-es rétegben, az
un. viszkézus alrétegben jelentds. Ez a vékony réteg lehet egy nagy ho- vagy vizfelszin felett
kialakulé hatarfeliileti aramlés, de akar egy nagy levél koriili aramlési tér. Egy
mezOgazdasagi kultura (pl. gabona- vagy kukoricatdbla) vagy egy erdd felett szigoruan véve
nem alakul ki ilyen jol elkiiloniild viszkozus alréteg. Ugyanez a helyzet a varosi teriiletek
(altalanosabban: beépitett teriiletek, telepiilések) felett is. Itt a tereptargyak feliiletét kdvetve
irhatjuk le a molekularis viszkozitasi alréteget, tanulmanyozhatjuk a tereptargyak, ill. a
ndvényzet és a légkdr kozotti kdlesonhatasokat. Példaul egy nagyvarost atszeld folyo felett,
vagy az épiiletek feliiletén, vagy akar az aszfaltat felett kiilon-kiilon megvan a viszkozus
alréteg. Természetesen a felszin-légkor kolcsonhatasok modellezésében a viszkézus alréteg
integralt hatasat parametrizaljuk.

A molekuléris viszkozitds ott Iényeges, ahol a Reynolds-szam (Re), vagyis a
tehetetlenségi erd és a molekularis viszkozitési erd hanyadosa kicsi, 10° nagysagrendi, vagy az
alatti. A Reynold—szdm mint hasonldsagi kritérium alakja:

Re =—

ahol U a karakterisztikus sebesség, / a karakterisztikus méret, itt a felszin feletti magassag,
mig V a kinematikai viszkozitasi tényezd, vagy mas elnevezéssel a molekularis difftzios
egyiitthato (értéke levegére ~10° m? s™).

Idedlis (viszkozitdsmentes) kozegben a hatarfeliilet menti aramlas mindig parhuzamos
a feliilettel (2. 4bra). Az dramld levegd nem idedlis. A molekuléris viszkozitds hatisara a
sebesség a hatarfeliileten nullava valik. Az a réteg, ahol a sebesség valtozasat a hatarfeliilet
tulajdonsagai befolyasoljak, a viszkozus alréteg (4ltalanosabban fogalmazva a hatarréteg). Ha
a turbulens mozgasokat elhanyagoljuk, akkor a viszkézus alréteg felett az daramlas
sturlodasmentesnek tekinthetd. A molekularis viszkozitast Gruber Jozsef és Blahd Miklos:
Folyadékok mechanikaja cimii klasszikus miiszaki egyetemi jegyzete alapjan ismertetjiik.

__Jl'dec'h‘.:

valosdgos

¥
hatarréteg

3. dbra. Az idedlis és a valosagos folyadék aramlédsa végtelen hatarfeliilet mentén. Gruber J.,
Blaho M., 1973: Folyadékok mechanikaja. Tankonyvkiado. 117. abra. 161. oldal.



A molekuléris viszkozitads okozta folyadéksurlodas elnevezése Newtontol szarmazik.
Szerinte réteges aramlasban, ahol az aramvonalak parhuzamos egyenesek, €s a sebesség az
aramvonalakra merdlegesen valtozik (a hatarfeliilettdl tavolodva ndvekszik), csusztatd
fesziiltségek keletkeznek a hatarfeliilettel parhuzamos sikokban (3. 4bra). A T cslsztatd
fesziiltség az egységnyi feliiletre (a feliilet sikjaban) hato erdt adja meg, dimenzidja: [N m™2].
A cstsztatd fesziiltség ardnyos a sebesség aramvonalakra (a hatarfeliiletre) merdleges
differencidlhanyadosaval:

4. abra. A cstsztatd fesziiltség szamitasa a sebességprofil ismeretében. Az abran az X
iranyu, Z tengelyre merdleges csusztatod fesziiltség lathatd olyan dramldsban, ahol a sebesség
csak a Z iranyban valtozik. Gruber J., Blaho M., 1973: Folyadékok mechanikdja.
Tankonyvkiado. 118. abra. 162. oldal.

A surlodasbol eredd fesziiltségek — ahogy mar korabban is emlitettiik — a megfeleld
deformaciok sebességével aranyosak. Viszkozus kozegben a légrészecskék (illetve
folyadékelemek) alakvaltozast szenvednek, amiért a belsé ellenéllasi erd, az un. molekularis
viszkozitasi erd a felelds. Az daramlas fenntartasahoz allando energia-bevezetésre van
sziikség. Masképp fogalmazva: viszkozus kozegben az aramlas kinetikus energidjanak egy
része folyamatosan hdvé alakul a deformdcio sebességével aranyos fesziiltségek altal végzett
un. deformacios munka kovetkeztében. Ez a molekuléris energiadisszipacio.

Az adott anyagra (folyadék, gaz) jellemzdé & aranyossagi tényezd az un. viszkozitési
tényezd. Dimenzioja:

=[(Nm™*)(m)(m"'s)] =[Nsm"’]

A meteorologidban tomegegységnyi levegével dolgozunk. Ekkor a viszkozitasi tényezd
stirliséggel osztott értékét, az Uin. kinematikai viszkozitasi tényezOt hasznaljuk.

U=



Dimenzidja:
lv] =[(N51n'2)(m3kg' l)] =[mzs' l] .

A kinematikai viszkozitasi tényezé fiigg a hdémérséklettél — gdzokban kismértékben a
nyomastol is. A levegdre és a vizre vonatkozo értékeket az 1. tablazat, illetve a 4. dbra
szemlélteti. A kinematikai viszkozitasi tényezd nagysagrendje levegdre V jevegs = 10° m* s,
vizre: V ., =10°m’ 5™,

Viz (4 °C) Levegd (760Hgmm, 0 °C)
Stirtiség P kg/m’ 10° 1,29
Nyulossagi tényezd W Ns/m* 130-107° 1,8 1077
Kinematikai nyulossagi tényezé | V m?/s 1,3 110°° 14,4 -10°°
L tablazat. A viszkozitdsi és a kinematikai viszkozitdsi tényezd vizre és levegodre.

Gruber J., Blaho M., 1973: Folyadékok mechanikéja. Tankonyvkiado. 163. oldal.
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5. ébra. A viszkozitési €és a kinematikai viszkozitasi tényez6 homérsékletfiiggése vizre, olajra

és levegdre. Gruber J., Blaho M., 1973: Folyadékok mechanikéja. Tankonyvkiadé. 119. dbra.
163. oldal.



VIIl.1.4. A teljes fesziiltségi tenzor

Az aramlo kozeg egy kivalasztott feliiletelemére — a molekularis viszkozitasbdl és a
nyomasi mez0 szerkezetébdl eredden — huzo és csusztatd fesziiltségek hatnak. Ezeket irjuk le
a ,teljes” fesziiltségi tenzorral. Tekintsiink az aramlasi térben egy elemi kockat! Irjuk fel az
egyes lapokkal parhuzamos 7 csusztatd fesziiltséget €s a lapokra merdleges irdnyban haté
O huzo fesziiltséget! A 4. abra a meteorologiai gyakorlatban alkalmazott jelolésmod szerint
mutatja be a fesziiltségeket. (Pl. 7., megadja a Z tengelyre merdleges X iranyu csusztatd
fesziiltséget.)

Iy
Iy
Ty+ = dz

3 7%

5
6. abra. HUz0- és csusztato fesziiltségek egy elemi kocka lapjain. Gruber J., Blaho M., 1973:
Folyadékok mechanikaja. Tankonyvkiado. 120. dbra alapjan. 164. oldal.

Az elemi kocka feliiletén hat6 nyomasi gradiens eré és molekuldris viszkozitasi erd egyes
komponenseit a

$PAF = [ OivPdV

A7 AV

kifejezésbdl szamitjuk. A felirasbol kovetkezik, hogy Div P egy vektor. A teljes fesziiltségi
tenzor alakja:



XX Xy Xz
P=lz w (j){v Ty
T sz zz

A teljes fesziiltségi tenzor szimmetrikus. Mdas alaki nem is lehetne. A kocka kdzéppontjara
vonatkozo6 forgatonyomaték az élméret harmadik hatvanyaval, a tehetetlenségi nyomaték az
¢lméret 6todik hatvanyaval aranyos. Csak szimmetrikus fesziiltségi tenzor biztosithatja azt a
feltételt, hogy ne legyen az elemi kockanak szoggyorsuldsa, vagyis biztositja, hogy a
forgatonyomatékok Osszege nulla legyen. (A forgatonyomaték a tehetetlenségi nyomaték és a
szOggyorsulas szorzata.) A fesziiltségi tenzor szimmetrikus, igy P =P*, vagyis

) )
00?\:\‘ I-".V T\‘z 00—,\‘,\‘ T.V-" T'.r
) )
ﬁ P= T_m‘ 00—_ vy T_L‘z _ é P* _ T..r_v 00__ vy T21
a & & a | a & o a |
2 )
Tox TZ.V 0. zz [ Tiz oo, zz
A & & &
tovabba

Div P :[3P]E —DivP* :[@P*]E.

oar Wz y

A kovetkezd 1épésként irjuk fel az X irdnyban hato feliileti er6t (nyomasi gradiens
erd + molekularis viszkozitasi erd), ami a A} térfogath és Am tomegl légrészre (ill.

folyadék-elemre) vonatkozik. A fesziiltségi tenzor egyes komponenseinek definicidja, illetve
az alkalmazott jelolések alapjan a

$PdF = [ [OivP dV = OivP*dV
AF AV AV

egyenldség bal oldala szerint jarunk el az egyes irdnyokban hat6 feliileti erdk felirasakor:

[ (E-iav =y fpive) ar :[- @u«;\]mf =
Ay or AV &
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& a & a




ahol £, a molekularis viszkozitasi er6 X komponense. (A szogletes zardjelben levé
kiilonbségek az egymassal szemben levd feliiletek eltérd irdnyitottsaga miatt vannak.) A
molekularis viszkozitasi erd €s a nyomasi gradiens erd (feliileti er6k) masik két komponense:

. , \ o . .

e . . )7 cr.. ©0,.  Or.,
s =g e, ar - T ar oy o T
A OF AV ' oV o X ol z

- * i - y i ) ("‘T -] ’

0 . & oT, T - 0
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ap Ur AL . Z X ov <

Nézzik meg roviden a teljes fesziiltségi tenzor elemeit! A cslsztatod fesziiltségek
aranyosak az alakvaltozassal, vagyis a szogdeformacioval. Az (x.)») sikbeli
szogdeformaciot a 7. abra szemlélteti.

5 B
1/ Ilv+~—dy

dx X

7. abra. A szogdeformacid szemléltetése az (x.)) sikban. a.) a sebességmezd csak V
iranyban valtozik. b.) a sebességmez6 X ¢és ' irdnyban is valtozik. Gruber J., Blaho M.,
1973: Folyadékok mechanikdja. Tankonyvkiadd. 121. abra alapjan, 166. oldal.

T.\'\' :T\;\' :AMJ/IZ :‘l/l @- ﬂ)/z] ::A{’ é"'@ .
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Hasonlo6an,
o [ ﬁm] o [ A Aw
T, =7, =ul —+— T, =7, =y —+—|,
XZ X & & 9 b 4 & @}

Kovetkezd [épésként nézzikk meg a viszkozitdsbol szarmazd cstsztatd €s huzo
fesziiltségek kozotti kapesolatot! Tekintsiik a 8. abra szerinti 1égrészt!
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Az 4bra szerinti négyzet-
alapi elemi hasibot most
képzeljiik az y tengelyre
illeszkedd és az xy sikra me-
rleges metszd sikkal, vagyis

* o fiiggbleges 4tl6sikkal két
félre valasztva. A két rész a
valésdgban nem tévolodik
el egyméstél, tehat a met-
szdsikon az egyensily hely-
redllitdsa miatt hhdzéfesziilt-
séget kell feltételezniink.

N
V2a
ka

71N\

8. abra A csusztaté és huzd fesziiltségek kozotti kapcsolat. Gruber J., Blahé M., 1973:
Folyadékok mechanikaja. Tankdnyvkiad6. 123. és 124. abra. 168. oldal.

Tekintsiink egy kockat! A megfeleld irdnyu — nem egymasra merdleges, egymassal 45°-0s
szOget bezar6 — hazo €s a csusztatd fesziiltségek megegyeznek, hiszen

T,
2

:T'

A o' huzo fesziiltség 2 -szor akkora felillet mentén hat, mint a nyir6 7 fesziiltség.
Hogyan adhat6 meg a relativ megnytlas ( € ), azaz a 8. dbra szerinti

BB’
E =

OB
hanyados?
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9. dbra. Egy négyzet deformdcidja a huzd és csusztatd fesziiltségek hatisara. A relativ
megnyulds. Gruber J., Blaho M., 1973: Folyadékok mechanikdja. Tankonyvkiado. 123. és
125. abra. 169. oldal.

A 9. ébra jelolései alapjan

OB =/2a,

valamint

BB' =244, .

Mivel az a oldal elfordulasat megadd 95/ sz0g kicsi, ezért

AA' ~a? |
2

tovabba

A N YTy P I —ay¥2
2 2 72 2

A fentiek alapjan a relativ megnyulas

— ay~ =
& :% = 2 :J_/:>)/:2g
OB avJ2 2
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fgy a 9. abranak megfelelden a molekularis viszkozitasbol szarmazé X irdnya huzod
fesziiltség (vesszOs jelolés):

o, =0'= Z‘LtE = ZAMQ
h a

dc b

hiszen o'=7és T :,u—‘y . A masik két koordinata-iranyba es6, molekularis viszkozitasbol
a ’

szarmaz6 huzo fesziiltség rendre:

o. = Z‘u@ .

7

‘ ok
o, =2u—

A viszkézus huzo fesziiltség a cstsztatd fesziiltségek kovetkezménye, ami csak viszkozus
kozegben keletkezhet, igy idedlis gaz-, illetve folyadékaramlasban o'=0; ekkor a teljes

hazo fesziiltség a nyomasi mezébdl szarmazik. o, =07, =- p. Tehat a redlis gazokban és
folyadékokban fellép6 huzoé fesziiltségek:

C A e
()—.Y.\’ _(7.\".\' + (I,\w 2 + 2L[ s a}‘_\' _(7_\:\' a}‘_r =- P H .

i

o, =0_+0_. =-p+2u—.
- - - E

Megjegyezziik, hogy tiszta (térfogat valtozas nélkiili) alakvaltozads esetén, vagyis
Osszenyomhatatlan kozeg feltételezésével:

o,.-0 T, 7.

ah01 a :%(a\\ + (7,\',\‘ + Oz:) .

A huzd és csusztatd fesziiltségek altalanos alakjdnak ismeretében irjuk fel a
tomegegységre hato feliileti erét! A részletes levezetést az erd X komponensére adjuk meg.

5
L N _1[do, On on ) _
pa&k p " opl & & &
1 2 ai e | & A e [ Av i
= T+ (20— |+—UY —+— | +—v +— | =
Ve itz TG, & & \a& o &z & &
1 Au Fu Flu Au v Fw 1 7 .
SELIL . q . ! —+ + =~ P ivAu+o T divy )
02 & & A~ ET A& &k 0 & &

13



A tomegegységnyi légrészre hatd nyomasi gradiens €s viszkozitasi erd V ¢és Z iranyu
Osszetevoje rendre:

- L@+L L = LQ+1/Av+z/ﬁdivv,
pPFd P e z

- i@*.iFv =- ig+qu+z/£divv
pzE p T pa z '

A viszkozitasi erd altaldnos alakja tehat:

;)Fs (v) =vAv + 0MWWV)

Osszenyomhatatlan kdzegben (divv =0) leegyszeriisddik a molekularis viszkozitési erd:

LE(v) =uAv,
0

VIIl.2. A Navier-Stokes egyenletek

Nyugvé koordinata-rendszerben (Newton . axidméja szerinti inercia-rendszerben)
irjuk fel a 1égkori mozgasegyenletet tomegegységnyi levegdre. Foglaljuk ssze, milyen erdk
hatnak a tdmegegységnyi levegdrészre!

i.) Az abszolut gravitacios eré: g, =-V P, .

ii.) A nyomasi gradiens er6: Fguu =- ;VP .

iii.) Egyéb (nem konzervativ) erdk, a mi esetliinkben a molekularis viszkozitas: - ;FX (v),

A Navier-Stokes egyenletek vektorialis alakja tehat:

N -V, +Lr )
dr yej 0

Vektorszamitasi ismereteink alapjan irjuk fel a Navier-Stokes egyenletet egy elmoz-
dul¢ térfogatelemre!
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dF
AV

PdF

AF

10. dbra. A AJV térfogatra hatd feliileti erék. Gruber J., Blaho M., 1973: Folyadékok
mechanikéja. Tankonyvkiad6. 126. abra, 172. oldal.

Tekintsik a AV térfogatt AF feliiletli légrészt (10. abra)! Erre felirva a dinamika
alaptorvényét kapjuk, hogy

S [ JoRdV = [ [fedV + $PAF

VAN AV (2) AF

ahol a szimmetrikus P ,teljes” fesziiltségi tenzor tartalmazza az alakvaltozasi sebességeket,
a relativ megnytlasokat és a nyomasi mez0 szerkezetébdl szarmazo fesziiltségeket.

P =2/.D - pE,

ahol D a derivalttenzor szimmetrikus része (D, =7 ), az un. alakvaltozasi tenzor; & a
viszkozitdsi egyiitthato, ~ a légnyomds, E az egységtenzor. A slrlodasbol eredd
fesziiltségek a megfeleld deformacidk sebességével aranyosak.

A feliileti er6ket két részre bontjuk. A viszkozitasi erére (24D AF ) ami csak
viszkozus kozegben ébredhet és a nyomasbol szarmazé feliileti erére (- PEAKF ) ami
megfigyelheté mind ideélis, mind realis dramlasi térben.

A Gauss-tétel felhasznalasaval kapjuk, hogy

$PAF =[ MivPdV

AF

vagyis

d

dv A%
dr

AflJt g, PR DivPJdV :{L,,J{f)

- 02, +Vp-2uDivD_|[dV =0

S S 83 i
Az S =[5, $p» S| tenzor divergencidja az | /| koordinatdk rendszerében egy vektor,

k
AYS l 5‘32 Lg} 3

amit a kdvetkezoképpen kapunk:
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i
-

7|, ahol =-S derivalt egy tenzor lesz, melynek alakja a Descartes-féle

DivS :[iS
®; or
Kk

or

derékszogl koordinata-rendszerben

0s;, 0s, OS|3
ox oy oz
O« | 05y 05y, 05y
or ox oy oz
0sy; 0Sy,  OSyq

ox oy oz

VIII.3. A kontinuitasi egyenlet

A kontinuitasi egyenlet a tdmegmegmaradas torvényét fejezi ki az aramlo levegd
(altalanosabban folyadék vagy gaz) esetére. Tekintsiik at az egyenlet alakjat az Euler- és a
Lagrange-féle szemléletmddban!

VIIl.3.1. A kontinuitasi egyenlet az Euler-féle
szemléletmoédban

Az Euler-féle szemléletmodban a kontinuitasi egyenlet azt fejezi ki, hogy a levegd
slirliségének megvaltozdsa az aramlasi térben rogzitett infinitezimalis térfogatelemben
megegyezik a térfogat hataran be- és kidramlo tomegaramok kiilonbségével.

A kontinuitasi egyenlet levezetéséhez tekintsiink egy infinitezimalisan kicsiny
téglatestet, amelynek oldalhosszai az X, )V és Z tengely iranyaban rendre dx, dy
és dz (11. abra).

Egy dr hossziisagl iddintervallum soran az X irdny mentén az U sebességll
aramlas a bal oldali, d» dz teriiletii fliggdleges falon keresztiil

(pu)dxd ydzd¢

tomegl levegdt szallit. Ekdzben a szemkozti falon keresztiil

O(pu)
+ _Z
b Ox

dxdydzd¢

tomegl levego tavozik el.
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3lpu)
—(QU+ o dxl

ou

az

I
|
1
L
2 IO Y
e dy
ax

11. 4bra. A tomeg bedramlasa egy infinitezimalis térfogatelembe. GoOtz-Rékoczi: A
dinamikus meteoroldgia alapjai, p. 173.

A térfogatelemben az X irdnyu légmozgas kovetkeztében fellépd nettd tomegnyereség a
fentiek kiilonbsége, azaz

-éﬁ%gdxdydzdt
ox

Hasonldan, az V - és Z -irdnyu légmozgas kovetkeztében fellépd nettd tomegnyereség:

a(pv)
oy

dxdydzdr

illetve

-Qg!gdxdydzdﬁ

1674

A dr id¢ alatt a tomeg a rogzitett térfogatelemben
dixdydzdt
ot

értekkel novekedett meg. Ezt egyenldvé téve az dramlas soran fellépd nettd tomegnyeresegek
Osszegével, a

op __ o(pu) 9I(pv) _ d(pw)

ot Ox oy Oz

un. kontinuitasi egyenletet kapjuk. Réviden:

op .
B e |
= iv(pv),

azaz a sliriiség lokalis megvaltozasa egyenld a tomegaram divergenciajanak -1-szeresével.

17



Ha az egyenlet jobb oldalan szerepld szorzatokat tagonként derivaljuk, a kontinuitasi
egyenlet alabbi alakjahoz jutunk:

1dp =-divv,
p dt

Ennek értelmében a stiriség individudlis megvaltozasa a sebességdivergenciaval aranyos.
Az alabbiakban 0sszefoglaljuk a kontinuitasi egyenlet f6bb egyszeriisitéseit.

1. Ha feltételezziik, hogy az aramlas stacionarius, azaz a—‘; =0, a kontinuitasi egyenlet

alakja
div(pv) =0,
2. Az Un. mélykonvekcids kozelités soran feltételezziik, hogy a siirliség csak a Z

magassag fliiggvénye. Ekkor a stirliség individudlis megvaltozasa a

dp _dp, o0 3 00 _dp

dt ot ox o oz oz

alakra egszertisodik. Igy a kontinuitasi egyenlet mélykonvekcios kozelitésben hasznalatos
alakja

1o,

w =-divv
p Oz ’

vagy masképpen

o(inp)

=-divv,
oz

3. Az un. sekélykonvekcios kozelités soran a strliség allandosagaval szamolunk: p =p,
. Ekkor a kontinuitasi egyenlet alakja

divv =0,

azaz az aramlés divergenciamentesnek tekinthetd.

VIIl.3.2. A kontinuitasi egyenlet Lagrange-féle
szemléletmoédban

A Lagrange-féle szemléletmodban egy 1égrész utjat kovetjiik. A 1égrész tomege nem
valtozik, a térfogata viszont igen. E térfogatvaltozast, illetve az egységnyi tomegii levegOrész
striiségvaltozasat irjuk le. A Lagrange-féle szemléletmodot elterjedten hasznaljak a
nagyskalaju légkori folyamatok leirasdban, a ciklogenezis modellezésében, a kiilonb6zo

18



méretskaldkon torténd trajektoriaszamitasban, a szennyezdanyag-terjedés modellezésében
vagy a hatarréteg turbulens kicserélddési folyamatainak leirasdban.

A Lagrange-rendszer fliiggetlen valtozoi («@.b.c,1) . Az egyszerliség kedvéért legyen
(a,b.c) a vizsgalt 1égrész helyvektora a ¢ =7, idOpillanatban a szokasos Descartes-féle

., ). Ekkor

koordinata-rendszerben (¢ =x|, b =], ¢ =z
x =x(a,b.c.t), yv =y(ab.c.t),6 z =z(ab,c,t).

A tomegegységnyi légrész térfogatvaltozasat a derivalttenzor alkalmazasaval adjuk meg. A
kontinuitasi egyenlet alakja:

p(aabacato) — a(aabacat) —
poa.b,ct) a(a,b,c.ty)

YINR[R[Y
SIRRIERIE
PIOR[SR[

ahol az X, V ¢s Z helykoordinata a Lagrange-rendszerbeli valtozok és az id6 fiiggvénye.
Az egyenlet jobb oldalan 4all6 determindns a Z, id6pontbeli elemi légrész (
(dai xXdbj) -dck =dadbdc) térfogatanak a megvaltozasat adja meg a ¢ idGpontban. Az
elemi légrész térfogata a ¢ idOpillanatban: ((dxixdyj)-dzk =dxdydz). A relativ
térfogatvaltozast leir6 Jakobi-determindns nem mds, mint a derivalttenzor egyik
skalarinvariansa.

A Lagrange-rendszerben kdnnyen megadhatok a skalar- és vektorinvariansok
is, ha ismerjiik a parcidlis derivaltak atirasi szabalyait az Euler-rendszerbdl a Lagrange-
rendszerbe. Tekintsiik példaul a Descartes-rendszerbeli divergencia alakjat a Lagrange-féle
szemléletmodban! A megfeleld derivaltak atirdsa utan:

divv, =divv,

ahol vy =v; az Euler- és a Lagrange-rendszerbeli sebesség. (Az egyszerliség kedvéért
mindkét szemléletmddban derékszoglh Descartes-féle koordinata-rendszerben dolgozunk.)

W -1 . W -1 . W -1

Atp _Ay _dy ca dry b LA R Ay | A, | & Ay | ax

~ - - - ~ - = S - - S s
ox X ar o cx cb ok o Xk ca | au b |\ b ct | et

< ~ = ) 3 - 3 =) 3 -1 3 5,17 ! =] 2,17 !
Fp _ N, _Apca A b Ay & Ay G A D] | D

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ - ) ~ ~ ’
A A cat & by k& culcu, b\ b)) @ | et

- - - 5 - - - - oAyl o oAl 2 oA -
AW, _w, _cw, cu  w, b A, A, (| ck aw, | aw, [ ez

- = —_— - 4 = -+ - = = + — — -+ | —

cE = cu cx b &k cu | cu b | b ce |\ o
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VIIl.4. A nedvesség- és nyomanyagszallitasi egyenlet

VIil.4.1. A nedvességszallitasi egyenlet

A kiilonbozé skalaju 1égkori mozgasrendszerek fejlodésében meghatarozo szerepet
jatszik a vizgdztartalom valtozasa, illetve a felhd- és csapadékképzddés intenzitasa, a latens
ho felszabaduldsa. Gondoljuk csak a zivatarfelhd fejlédésére, a tropusi, illetve szubtropusi
meleg ciklonokra, vagy az Atlanti-ocean felett keletkezd és kimélyiild hideg mérsékelt dvi
ciklonokra, amelyek elérve Eurdpa partvidékét nem egyszer iddjarasi katasztrofat okoznak.
(A mérsekelt ovi gyors ciklonkeletkezéssel kapcsolatban mar az Otvenes évek elejétdl
alkalmazzak a meteorologiai szakirodalomban az un. ciklonbomba kifejezést. Ezt akkor
hasznaljak, ha a ciklon centrumaban a nyomassiillyedés 24 6ra alatt meghaladja a 24 hPa-t
(> 1 hPa/éra).) E folyamat makrofizikai modellezése a nedvességszallitasi és a
termodinamikai egyenlet megoldasan alapul.

A nedvességszallitasi egyenletet a — jobban kezelhetdé — specifikus nedvesség
valtozésara irjuk fel. Kiindulési egyenleteink a p,, stirliségli nedves levegdére vonatkozd

do, :
th =" Pn divy

tomegmegmaradasi egyenlet, illetve a gbz- ( 2. ), a viz- (2.) és a jégfazisban ( 2;) levd
vizre vonatkoz6 kontinuitasi egyenlet:

do, _

1 pdivv+M, + M, +F,+D,,
t

% =" IOWdiVV - M/v +Mi/ + Sw +F:t')
dt

%:'M‘di\’v' M, - M, +S +F,
t

ahol M, , M,  ill. M; megadja a fazisatalakulasi folyamatok sebességét. Megmutatja,
hogy egységnyi id6 alatt mennyi vizgdz (v) képzddik a vizfazis (/) parolgasaval (M, ), a
olvadasabol (M ;) az adott térrészben. Az S,., S; korrekcids tag fejezi ki a légrészbe
besodrodo, illetve behulld felhd- és csapadékelemek sebességeloszlasa és a szélmezd kozotti
kiilonbség hatasat a vizcseppecskék €s a jégrészecskék szallitasaban. Ez teszi lehetévé pl. a
cseppméreteloszlas figyelembevételével torténd parametrizacios eljardsok beépitését a viz- és
jégfazisra vonatkozo nedvességszallitdsi egyenletbe. Ha a légrész a felszinnel érintkezik,
akkor mindharom egyenlet jobb oldala kiegésziil egy forras/nyeld taggal. Ez megadja, hogy
mennyi vizgéz ( £..), viz ( £,.), illetve jégkristaly ( £ ) keriil a felszinrél a 1égrészbe,
illetve a 1égrészbol a felszinre egységnyi id6 alatt. Gondoljunk csak egy véros antropogén
nedvesség-kibocsatadsara (nedves-légkondicionald berendezések, ipartelepek, hiitétornyok
stb.), vagy egy hofuvasra, esetleg a tengeri hullamok taréjarol leszakado ¢€s a légkorbe keriild
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vizcseppecskékre. A felszini parolgas, illetve a kondenzacié modellezésére is készithetliink
parametrizaciot, de figyelembe vehetjik e folyamatokat a molekularis diffazio ( D)
beépitésével is.

A molekularis diffazios tag ( 2, ) alakja:
D\’ :XV»‘VZ pl«’ b

ahol X, a vizgdzre vonatkozo molekularis diffuzios egyiitthatd, dimenzidja [m* s™].

A specifikus nedvesség definicios egyenlete:

_ _PtP O
q _Q\f +qw +QI - .
/)IH
Természetesen telitetlen levegében ¢, <¢q.. , ¢, =4¢; =0 és g =g, ; telitett levegdben

4, =4, . A specifikus nedvesség teljes id6beli megvaltozasa

dg _dg, dg, dg _d /] d

A 4
de dr dt dtr dt|p,| dtlp,]| dilp,
d_q:L M+M+M - d/)’” &4./)_“4.&

t op, L de de de) de |\ o b Pl

megadja a vizkoncentracid valtozasat egy elemi térrészben.

Ha eltekintiink a kémiai reakcioktol, elhanyagoljuk a molekularis diffizids tagot, tovabba ha
a légrész nem érintkezik a felszinnel, akkor a teljes vizmennyiség csak a légrészbe behullo,
illetve besodrodo felhd- és csapadékelemek mennyiségétdl fligg.

dg _ g 1

dt /)HI 10/71 I

Ezt az Osszefiiggést megkapjuk, ha a nedves levegére vonatkozd kontinuitdsi

Py Py B
IOm pm 10/71

egyenletet megszorozzuk - -tel; a vizgdz-, a viz- és a jégfazisra vonatkozo

kontinuitasi egyenletet pedig a nedves levegd suriiségének reciprokaval , majd

m

Osszeadjuk azokat. A kiilonbozd fazisok specifikus nedvességeinek id6beli valtozasa alapjan
felirhatjuk a vizgdzre, illetve a viz- és jégtazisra vonatkozo teljes kontinuitasi egyenlet is.
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d 1 1 1
v = — M =M +—S5,

dt pm pm IOm
da o Ly oLy ol
dt 10111 IOm pm

Ha a légrész érintkezik a felszinnel, akkor tovébbi forras és nyeld tagokat, illetve a mo-
lekularis diffuzids folyamatokat is figyelembe kell venni (az adott feladatnak megfelelden).

VIil.4.2. A nyomanyagszallitasi egyenlet

A légkori aramléasi mezd ismeretében egyszerlien modellezhetd a szennyezdanyagok
szallitdsa. Egy elmozdulo légrészben a szennyezOanyag-koncentracid fiigg a besodrddod
szennyezbanyag mennyiségétol (S, ) (a légrészbe hulld aeroszolrészecskék, illetve a felhd-
¢s csapadékelemek altal szallitott szennyezddés), valamint a kémiai reakciok eredményeként
bekdvetkezd koncentraciovaltozastol ( £ ), amit egy forras/nyel6 taggal parametrizalunk. Ha
a légrész érintkezik a talajjal, akkor a talaj hatasat egy tovabbi forras/nyeld taggal vessziik
figyelembe, ami megadja az iddegység alatt a légkorbe jutd, vagy onnan kikeriild
szennyezOanyag mennyiségét ( £c.ay; ). Figyelembe vehetjik a molekularis diffazios
folyamatokat ( £9..) is. Hangstlyozzuk, hogy a turbulens kicserélodési folyamatokat nem kell
kiilon parametrizalnunk, hiszen pillanatnyi koncentracidértékekkel dolgozunk.

crer

pedig a légkori koncentracidja. Ekkor a szennyezdanyag siirliségére vonatkozo kontinuitasi
egyenlet:

0y divves, +F + F,

dt Jtalaj + Dc s

ahol D, =const 3. V’c a molekularis diffuzié hatasat leird tag, a képletben szerepld

konstans a mértékegységek kozotti atvaltasbol szarmazo allando. x. az adott
szennyezbanyagra jellemzd difflizios egyiitthatd; dimenzidja [m’s']. A felszinkdzeli
laminaris hartya parametrizalasatol eltekintve altalaban elhanyagoljak a molekularis difftizios
tagot.

A nedves levegdre és az adott szennyezbanyagra vonatkozd kontinuitdsi egyenlet
OsszevetésébOl kapjuk a szennyezOanyag-koncentracid valtozasara vonatkozo Osszefiigge-
stinket:

EZLSL'FLE*‘LF +LD

¢ talaj C .

d[ pﬂi pﬂ? p”l p}ﬂ
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VIII.5. A termodinamikai egyenlet, a fazisatalakulasok
parametrizalasa

A kontinuitdsi egyenletben szerepld féazisatalakuldsi tagok megjelennek a
termodinamikai egyenletben is.

ClT + d()f —g =- LJL‘/-\J]‘J‘,'\. - LLi\‘jl'Jl"‘ - 1

C,. B — — = =
" dr u ds dr P P e

LM, +c

Vin

Dr +R |

ahol D, =y, V’T a molekularis diffizio hatdsat leiré tag. x, a homérséklet diffazios
egyiitthatoja (vagy hévezetési tényezd), dimenzidja [m’s™']. A felszinkdzeli laminaris hartya
parametrizalasatol eltekintve elhanyagoljak a molekularis diffizidés tagot. R az egyéb
hébevételt, illetve hdleadést tartalmazza. Ilyen lehet pl. a sugarzasi folyamatok hatasa.

A termodinamikai egyenlet altalanos alakjaban két teljes idébeli derivalt szerepel. A
specifikus térfogat idébeli valtozasat a kontinuitasi egyenlet felhasznalasaval kiiszoboljiik ki.
Kihasznalva, hogy

da _d| 1 |_ 1dp, 1
de delp, |  p2 dt  p,

kapjuk a termodinamikai egyenlet 0 alakjat:

divv =adivy

+DT+LR'
C

Vi

dl — RmT
ds¢ c

VIl

L[L‘be‘ + LivMiv + LHMI'[

\ Cl’iﬂpﬂf cWﬂ pﬂl CWH pm

divv -

Természetesen a potencidlis hdmérséklet definicios egyenlete alapjan is felirhatjuk a
termodinamika I. fotételét. Ekkor:

e _ 8
di T

LM, + LM, + L,M,

Cj]f'll [)ﬂ? C/JI'H [)HT C/Jﬂ] [)I'H

+9DT+9LR,
T T c

pm

Ha a fazisatalakulasok soran nd a vizgdz mennyisége a felhdelemek rovasara, akkor az ehhez
szlikséges hot a 1égrész biztositja, emiatt van negativ eldjel a jobb oldal elsd tagja elott.
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