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A szférikus és a Descartes-féle koordinata-rendszerben felirt hidro-termodinamikai
egyenletrendszer alkalmazéasakor lényeges, hogy a feladat jellegének megfeleld vertikalis
koordinatat valasszunk. Ha egy akadaly koriili é4ramlast tanulmanyozunk, célszerti
felszinkdvetd rendszert hasznalni. A magassagi térképek nyomasi koordinata-rendszerben
késziilnek. Szintén ezt a rendszert alkalmazzdk a repiilésmeteorologidban. Frontanalizishez
vagy trajektoriaszdmitdshoz hasznos a potencidlis hdmérsékleti koordinatazas bevezetése.
Lényegesen leegyszerisiti a légkori hidro-termodinamikai egyenletrendszer kezdeti- és
peremfeltételeinek a megadasat, ha a végtelen kiterjedésti 1égkort leképezziik egy egységnyi
vastagsagu rétegbe (pl. az un. szigma-koordinatdzast hasznalva). A hatarrétegben gyakran
alkalmazzak a magassag logaritmusa szerint valtozo koordinatazast. Ismertek az Un. hibrid-
koordinata-rendszerek is, amelyek a 1égkor egy véges vastagsagh rétegét képezik le az [1, 0]
intervallumba.

A vertikalis koordinatazas mellett fontos a megfeleld horizontalis koordinata-rendszer
megvalasztdsa. Gondoljunk csak a térképsikra, amikor a geoid alaku Fo6ld egy korlatos
tartomanyat a sikra képezzilk — majd ezen a sikon most mar Descartes-féle koordinata-
rendszert haszndlva, ami egy kovetkezd transzformacié — oldjuk meg az eldrejelzési
feladatot. Kiilonb6zo valos €s képzetes térképvetiiletek vannak. A kettds transzformaciot az
1. dbra szemlélteti.

A fejezet elsd részében a horizontdlis koordinata-transzformdaci6 altalanos elveivel
foglalkozunk, majd bemutatjuk a légkori hidro-termodinamikai egyenletrendszer altalanos
alakjat térképsik felett. Itt a transzformacio6 elveivel foglalkozunk. Ezt kdvetden attériink a
vertikalis koordinatazas kérdésére. Bemutatjuk a Descartes-féle koordinata-rendszerben felirt
egyenletrendszer altalanos alakjat tetszOleges vertikalis koordinata-rendszerben. Az
egyszeriiség kedvéért elhanyagoljuk a nehézségi gyorsuldas magassag és szélességi kor
szerinti valtozasat. Feltételezzlik, hogy a gravitacidos er0 mindeniitt fliggdleges. Az un.

rrrrrr

sem.

A fejezet végén sorra vessziik a leggyakrabban haszndlt vertikalis koordindtdzasokat,
megadjuk a 1égkdri hidro-termodinamikai egyenletrendszer alakjat, s kitériink az
alkalmazasokra is.



1. abra. A Fold felszinének vetitése Lambert-féle kupvetiiletre, e vetiilet sikbeli kiteritése,
majd egy ekvidisztans racshalozat (Descartes—féle koordinata-rendszer) megadasa (Taylor,
1997 alapjan).

Xl1.1. A horizontalis koordinatazas kérdése

Tekintsiink egy korlatos eldrejelzési tartomanyt! A szférikus rendszerbdl attérhetiink
térképsik feletti koordinata-rendszerre. Ez mar egy Descartes-féle rendszer, ahol egyszeriibbé
valik az egyenletek véges kiilonbséges megoldasa ekvidisztans racshaldzat alkalmazésaval.
Hasonlo6 kérdés mertil fel, ha egy szabalytalan térrészben szeretnénk leirni az dramlési mez6t,
vagy ha egy térben valtozo felbontasu racson dolgozunk, pl. egy szennyezOanyag forrastol
tavolodva egyre durvabb felbontassal szamolunk. Ekkor is célszerii egy ujabb transzformacio
utan ekvidisztans racshalozaton dolgozni.

Maradjunk a térképsik felett! Tudjuk, hogy egy gombfeliiletet nem Ilehet ugy
leképezni a sikra, hogy egyszerre szog- ¢€s teriilettartdo legyen. A meteoroldgiai gyakorlatban
szogtartd, vagy konformis térképvetiiletekkel dolgozunk. A szogtartd térképezd leképezés
sajatja, hogy a térkép adott pontbeli torzitdsa (777 ) nem iranyfiiggd. Természetesen a torzitas
értéke  helyrél helyre valtozhat. A leggyakrabban hasznalt valds vetiiletek a
polarsztereografikus, a Mercator-féle hengervetiilet és a Lambert-féle kupvetiilet, amelyek az
alkotoikrol kaptak a neviiket: Gerardus Mercator (1512—-1594), flamand térképészrol és
Johann Heinrich Lambert (1728—1777), svajci csillagdsz, matematikus, fizikusrol.

A 1égkori hidrotermodinamikai egyenlet térképsikfeletti felirasanak altalanos elveivel
foglalkozzunk. A  térképvetiileti koordinata-rendszerek matematikai leirdsarol, a
térképvetiiletek torzitasaival, a térképezési leképezések matematikai alapjairdl tobbek kozott



Haltiner és Williams (1980), Prager (1982), Stegena (1988) és Taylor (1997) munkaiban
olvashatunk. A pélusok kérdésével a meteorologiai modellekben (az Eszaki-sarkon minden
irany déli) tobbek kozott Bentsen et al. (1999) foglalkozott.

Tekintsiik a térképsik feletti gorbevonalll ortogonalis koordinata rendszert (x, y, z). A
térképsikon haladva a horizontdlis, egymasra merdleges egységvektorok iranya — a
térképvetiilettdl fliggéen — helyrdl helyre valtozik. Az elemi elmozdulasok:

dx,, dy,, dz.

Ha a térképsik felett Descartes—féle koordinata-rendszerben szeretnénk dolgozni, akkor a
térképsik feletti gorbevonalli ortogondlis rendszer egységvektorait helyrél helyre (az
alkalmazott vetiilettdl fliggéen) mas-mas szoggel el kell forgatnunk. Egy ujabb
transzformaciot kell végrehajtani az egyenleteken. E feladattal itt nem foglalkozunk, a
forgatas matrixat, majd a transzforméciot korabbi tanulmanyaink alapjan fel tudjuk irni.

A térképvetiileten torténd elmozdulasok alapjan megadhatjuk a ,,fizikai térben” (a mi
esetiinkben a szférikus koordindta-rendszerben) torténd elemi elmozduldsokat ¢és
sebességkomponenseket:

dx, =i, -dx, =4, 'dXT, dyg =j, -dy, =h, 'dYT, dz, =k, -dz, =h, 'dZT,

ahol A, h,, hs a megfeleld koordindta-iranyok szerinti vetiileti ardny. Az egyes sebesség-
komponensek atirasa:

u, =h, Uy, Y, =h, vy, w, =hy wp
Indexes jelolést hasznalva:
v, =v, =h v, .
A vetiileti ardny (4;) reciproka az egyes irdnyok szerinti torzitas (m;). A torzits segitségével a
szférikus rendszerbdl a térképsik feletti rendszerbe térhetiink at. Egy tértranszformaciot

hajtottunk végre (1. dbra). Mas lett az elemi elmozdulas, feliilet és térfogat is. Nézziik meg az
invariansok, a gradiens, a divergencia €s a rotacio alakjat a két rendszerben!

X1.1.1. A gradiens, a divergencia és a rotacia alakja altalanos
térképsik felett

A nyomasi gradiens alakja:

Ty 1 Ay 1 A
p i, oph, op K
oxp by vy by, 0zp by )’

3 3 3
Vp:£i+(’pj+(’pk

S s
OX, oy, 0z,

ahol (i,. j,- k,) ortogonalis egységvektor harmas a szférikus rendszerben, mig ( iy, - Js, - Ky,
) a térképsik felett, ahol Kk, =k a fiiggbleges iranyu egységvektor. Az i, . Js, ortogonalis
egységvektorok irdnyitottsdga helyrdl helyre valtozik a vetitéstdl fiiggen, de i, a

térképsikon is a keleti irdanyt, mig Js, az északi irAnyt mutatja az északi, a déli ranyt a déli



féltekén. Megjegyezziik, hogy ebben a rendszerben a két polust nem tudjuk kezelni (vesd
Ossze a kiilonbozo térképvetiiletek alakjat). Emlékeztetiink, hogy a szférikus rendszerben:

dx, =r-cos@-dh dy =r-dg,6 dz =dr.

A divergencia 0j alakjat az integral invarians eldallitasa alapjan kapjuk (ne feledjiik,
hogy egy térképsik, nem pedig egy gomb, vagy geoid felett dolgozunk):

W = | ou, -dy, dz,) . I (v, dz, ‘d.\'_\}+ I Aw, dx, -dy,) _ 1AL ug)
Coldy, dz, o dz -dx o, dy dy 0z | L ox,

ahol L =l =1, 1, L5 illetve u, =l u; és dx, =m, -dx; A térképsik felett teljestil, hogy

odx, ody,

=0 .
yr  0xp

A rotéaciovektor alakja:

1 d(w dz 1 v -dy I i, -dx 1 (ow -z I (v, dv I (¢
Vv, =i ( ‘u: dz.) ( \1_: dv.) ‘ . ( \H: dv,) (¢ 111 dz,) ‘ K, (¢ 1: dv,) (&
S ldz av, dy, a2, dx, oz dz, ax, | ldy, ax dx,
_ [ alwy k) a(vy i) . Js, | OGuy hYY (@wy hD) N K., [(dv; b)) (Quy )
hy, h, | 0Oy, oz, hy h/| 0z ox, h -hy| oy, avy

Ha konform szogtartd leképezést hasznalunk a térképsik felett, akkor a vetiileti arany irany
fliggetlen:

hl :h2 :U(xTayTazT) :O.()(xfayi') 'F/FF éS h3 :1

A meteorologiai gyakorlatban ilyen leképezésekkel dolgozunk. &, (x,. ;) a vetiileti arany
a Fold felszinén a térképvetillet (xr, yr) pontjaban, r/r, =l+z/r, jelenti az ivelem

valtozasat a magassaggal, r» a Fold sugara, ami geoid alaku Fold esetén a hosszusagi kor
fliggvénye.

XI.1.1.1. A gradiens, a divergencia és a rotacio alakja
konform leképezés esetén

Nézziik meg hogyan egyszerlisodnek a fenti invaridns mennyiségek egy konform
térképezo leképezés esetén:

St S ST 9
T Ox; T oy, Oz




Ou, 0Ov, Ow, 2w
= + + +2u -G +2v G+ —
ox, 0y, Oz ' r
[ Low, 1o, o) 1 Oy o) 1 Oy | I o(v, o) 1 u, o)
Vxv, =i | ——— G| == - —— +K, | ——— - =
o dv, o o0z, | o oz, o ox, e X, o CVy
1 ow v 2} .1 éu, o z 1ow
=i | ——L-o0—L-20v, = |+], —y+2cmr—-— L
"o oy, 0z, - "o 0Oz, rooo ox,
ov, ou
T T
+ks,- a - a +VTG,\‘7 - MTGJ‘»/ s
X Vr
1 ¢o,(x,,v,) 1 0o,(x,,y,)
— 0 77T — 0 r>>T " . . . ’
ahol G, =——-——, G, =——_""" a bels6 gorbiileti vektor két

) Ox; ’ oo, vy
komponense, ami megmutatja, hogy a térképsikon rajzolt egyenes milyen gorbiilettel
rendelkezik a Foldon.

X1.1.2. A teljes derivalt és a palyamenti teljes derivalt alakja
altalanos térképsik felett

Konnyen megadhatjuk a teljes derivalt alakjat is a két rendszerben:

d J 3 o o _ 0 o o J d
| Tttt W =ty — YV — W —— = ]
de), ot ox, oy, oz, Ot Oxy Ovr Ozy \dtl;

Az ortogonalis gorbevonalll koordindta-rendszerben sodrodd 1égrész egységvektorai
valtoznak a mozgas soran. Valtozik az elemi térfogat is. Hogyan kell ezt a hatast figyelembe
venni a Navier-Stokes—egyenletek atirasanal? Az egyenlet altalanos vektoridlis alakja a
1égpalya menti teljes derivalt (D/Dt) felhasznalasaval:

Dv, 1
Vs 4~ Vp +2Qe. xv_+g -k, =0
Dt p ’

A e, egységnyi hosszusagl vektor megadja a foldforgasi szogsebesség iranyat az altalunk
hasznalt koordinata-rendszerben. Ennek alakja:

en :Nx,gis + N»\fls,js + N:.\-ks

A Coriolis-paraméter alakja: / =2QN_. N _ N, a foldforgas szogsebességvektoranak

A

horizontalis koordinaték iranyaba esé vetiiletét jelenti: N, =0, N, =cos¢ ahol ¥ a

foldrajzi szélesség - szférikus rendszerben dolgozunk. Egy 1égrészecske mozgéasat vizsgaljuk.
A mozgésegyenlet fenti alakja Lagrange-rendszerben van felirva. A 1égrész mozgasa soran



valtozik az egységvektorok iranya, ami az abszolut rendszerbdl nézve egy adaléktagot jelent
a gyorsulas felirasaban.

Dv, ou, u,,
; y ; k

D > = a“’ +u 3 =+ Tu, uy
t t T oox T

dv, dv, ou, ou

Y J— si si

= +u

de —dr o Vo,
harmadik tag foglalja magdba az un. metrikus gyorsulasi tagokat, vagyis a koordinata-
rendszer gorbiiletébdl szarmazé hatast (a palya menti mozgas sordn), ami matematikailag a
I/ maésodrendii Christoffel-szimbolum — valtozik az elemi térfogat. Nézziik meg 4ltaldnos

Az els6 két tag a sebesség teljes iddbeli megvaltozasa a

Dv
esetben, hogy transzformalddik a Dits kifejezés!

Dv, Dv, dv, Py '1‘ clnh oMb | _dh v, Y '1‘ oh ah, |
D¢ Dt de = 77 ax, T, dr ~ ‘ Ti ax, " h o,
; dv, . dh, . ch h. ch ‘ f dv,. . oh, . oh h
=. i '.-‘_I,.I_ e a— ‘.-‘_I,.I_ 1 " -V, — ~ = 'F.' i 1 ""'_.". - 1 1 - - ""'_.".- -
- dt o odt ' O h. ox d¢ T oxy Oxy, Coh,
) «
dv, dlnh, olnh, h: dlnh,
=h, - TVl Vr — +ZVT/' Vp ———-" Yy _/) d
ds Xy, = | O “hTooxg

X1.1.3. A teljes derivalt és a palyamenti teljes derivalt alakja
konform leképezés esetén

Kovetkezd 1épésként a térképsik feletti transzformaciot elemezziik. Emlékeztetiink, hogy
szogtartd, konform leképezések esetén /1 =h, =0(x;, v, zp) =0 (Xp, yp) 7/ 1 és hy =1,
A palyamanti teljes derivat alakja a fenti kifejezés felhasznalasaval komponensenként:

Du, :dux v u, 00, v, 0o, PR ,
Dt dtr |o, dy, ©, Ox, r
) )
DV.\' _dvs v.x' O(j() us OO‘() W.s‘ .v.x'
=—+u |— - — |+ ,
Dt dt 0, ox, O, Oy, r

Dw, dw, ul+v]
Dt dt ro

Nézziik eldsziir a teljes derivaltak atrasat (a jobb oldalak elsé tagja). Kihasznaltuk,
hogy O (x;.vr.2;) =0, (X, ¥;) 7/ 1 és




du, dou du do du r oo 0o w0
5 T T T 0 0 70
L= =0——+u, — =0——+u, —|u, +v, +u,

dr dt df dt dif re (Ghes vy r

dv, dov,  dy; do dv, r ao, 0o, wrQ,

= y +v, — =0 +vp —|up — vV — vy

dt dt dt dt dt T G avr Iy

dw, :dwT

dr dt

Bevezetve a Vi =(i, ur +j V) tétképsik feletti horizontalis sebességvektort és a vetiileti
arany gradiensét VyrO, =(i,, 00, /dx, +j, 00,/0v;), a harmas vektorszorzas szabélyai
alapjan kapjuk, hogy:

0 =vyr X(Vyr thT(TO) =V (Vir 'for(fu)' VhT(TU (Vir Vir),
vagyis
thUo (Vir Vir) =V (Vir 'Vhra())-

A teljes derivaltak alakja is tovabb egyszertisodik:

du du o, , 00 W, O (du TRt
5 2 2 o ) | 2 2
— =1 +—(uj; +viy) ¢ +u, T o0 =g r +(u, +vi )G 7
. -~ . 1 7 \Jl .
dis de  r, ox, re t /
dv dv ’ 0o WO dv v, W
s _ T 2 N LS S T 2 2 Wy
GO g i Gy T = el G+
] I (_{1"7— / r / )
dw, :dwT
d¢ det

A szférikus ¢€s a térképsik feletti sebességek atirasa alapjan:

Du, dv, [, ) VoW, W Ul
s =ol a2 evi)G, # M gy ) G, -v, G, |
Dt dr ‘ ro ' ' r
Dv, dv s 5 VoW VoW
Co=o| —L 4| (u,, +v, )G, w1 +L£T(VTGV -u, G, ) X M ,
Dt df . r . o r
2 2
Dw, :dwr Ly +v;
Dt dt r




A fenti 0sszefiiggések felhasznalasaval mar atirhatjuk a szférikus rendszerbeli 1€gkori hidro-
termodianamikai egyenletrendszert térképsik felett. A Navier-Stokes—egyenletek atirasahoz
meg kell adnunk az egyenlet bal oldalan szerepld tagok (nyomaési gradiens erd, Coriolis-erd
¢s a nehézségi erd 1 alakjat. Kihasznalva a gradiens invaridns voltat, illetve a vektorszorzat

crer

A nyomasi gradiens erd alakja:

Yp =i, P g Py P
0 " oox, " ooy, " Oz,

A Coriolis-erd alakja a térképsikon, amit ,,rahelyeziink a Foldre™:

2Q e, xv, =i, 2QAN - Ny o 4 20N, o - N ) vk, 29N o - N

A magassag mint fliggdéleges koordinata nem valtozik. A Coriolis-paraméter alakja:
f=2QN_ N_, N, a foldforgas szogsebességvektoranak a horizontalis koordinatik
iranyéba eso6 vetiiletét jelenti a térképsikon. Ha pl. a Mercator (henger) -vetiileten dolgozunk,
akkor: N, =0, N, =1 hiszen ilyenkor a Js, egységvektor minden esetben parhuzamos a

szogsebességvektorral a hengerpalaston, s ezt teriitjuk ki a sikra.
Az ,asztalra kiteritett térképsikon” nem valtozik a helyi fliggdleges jelentése, igy a
gravitacios erd sem:

gk =gk =gk,

A Navier-Stokes—egyenletek alakja az 1 térképsik feletti koordinata-rendszerben
komponensenként felirva:

dv, | , VoW | op 1 ) W i
F +‘ () ;)G +—— ‘ - f S| 29N owe - f v |- vy (”',f' G, -v G )' —
dt | . I3 o v, o : I3
b
dv, | . Ve w | ap [ 1 ) | . . VoW
: +’ (i +vip )G, + F : ‘ = i ) 'I‘ Uy = —2QN . owy |- 3";'("r'(Ja-. -u, G- - ;
dt¢ o r ooy, | 4 ) o o r
2
' ~ ) 2
1 dw op 1 1 1 u, +v,
[ - N T . T T
5 =- = g 2QN . v, 20N . u, |+
o dt 00z, © O 8] , r

“{(F ‘H-_I,-J



O(A.2)m O'(x.y)

térképezo hengerfeliilet

2. dbra. Mercator-féle térképvetiilet.

Az egyenletek bal oldalanak elsé tagja a térképsik feletti sebesség teljes idobeli valtozasa, a
masodik tag pedig a szférikus rendszer és a térképsik feletti kordinata-rendszer kozotti attérés
hatasat adja meg, ami a két rendszerbeli sebesség ( V., vy ) és az elemi térfogatok kozotti
kiilonbségbdl fakad. A jobb oldalon latjuk a nyomadsi gradiens erd, a gravitacios erd (3.
mozgasegyenletben), a Coriolis-erd €és a gorbevonali koordinata-remdszerben a palyamenti
térfogatvaltozasbol és a koordinata-rendszerek kozotti attérésbdl szarmazd tagokat. Ezek
kényszererdk, amit konnyen belathatunk, ha megnézziik, hogy torténik-e munkavégzés

Az egyenlet alkalmazdsdhoz meg kell adnunk a képletekben szerepld paramétereket,
ami a térképvetiilet fliggvénye.

A divergencia ismeretében konnyen megadhatjuk a kontinuitdsi egyenlet alakjat:

op V() :@ +Lﬁ o(uy ﬁ-p o) +Lﬁ (v, p -07) +L, G(Lvrﬁ-p %) _
c

ot on oxy on vy re Ozy
cp oo u o(o v olw,. -0 20w
:44_ ({ r) + ({ r) + ( r ) +2 'JO(MT G, +2wv, G, | .
ot Oxy vy OZy ! . r

A termodinamikai, a nedvességszallitasi és az allapotegyenlet alakja nem valtozik:
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dt ¢, T dt’ dr p dt 0

ahol

d 0 0
— =—+tu, +u, +w,

dt t Oox, oy, Oz,

X1.2. A kormanyzéegyenletek felirasa altalanositott vertikalis
koordinata-rendszerben

Az eloz6 részben attekintettiik a szférikus koordinata-rendszerbdl a térképsik foleé
torténd transzformaciot. Az igy kapott gorbevonalil ortogonalis koordinata-rendszer
egységvektorai a térképsik kiilonbozé pontjaiban mas-mas iranyuak (természetesen a
foggobleges irany nem valtozik.) Egy helyrdl helyre valtozé forgatasi operatorral tériink at a
Descartes-féle koordinata-renszerbe, ahol az egységvektorok helyzete mar nem valtozik.

E részben a vertikdlis koordindzds kérdésével foglalkozunk. Descartes—féle
koordinata-rendszerben dolgozunk. Arra toreksziink, hogy minél altalanosabban vezessiik le
a légkori hidro-termodinamikai egyenletrendszer alakjat az 01j rendszerben. Legyen adott az

>,z 10

Descartes-féle koordinata-rendszer. Jelolje az 0j koordinata-rendszert az (;) index, melynek
fiiggetlen koordinatai rendre

(xla yl: zy, tl) .

Szamunkra a vertikalis koordinazas a fontos. Ezt kiemelendo vezessiik be a
= @

jelolést. Az attérés feltétele, hogy a Descartes-féle €s az 10j koordinata-rendszer kozott
bijektiv kapcsolat, azaz egy-egy értelmii megfeleltetés legyen. Ez az 01j rendszer — a vertikalis
koordinatazastol fiiggden — vagy megengedi a vertikalis gyorsuldsokat, azaz a nem-
hidrosztatikus kozelitést (pl. a felszinkovetd rendszer), vagy megkoveteli a hidrosztatikus
1égkor feltételezését (pl. a potencidlis hdmérsékleti rendszer). Az attérés sordn nem valtoznak
sem a horizontalis térkoordinatdk, sem az id6. Nem valtozik a helyi fliggéleges irdny sem,
csak most nem a magassag, hanem a < szerint haladunk.

X =X Y =r, L, =t.
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X1.2.1. A két koordinata-rendszer kozotti kapcsolat

X1.2.1.1. Idoben valtozo skalar- és vektorterek

Ha adott egy p(x,y,z 1), illetve Vv(x,»,z.7) id6ben valtozd skalar- illetve
vektortér, akkor felirhatd, hogy

p(‘rv _1‘"5 Z:' f) Ep(‘rl (‘):a _1‘"5 Z:- f), _1‘;1 (_\':, _1‘"5 Z:' f), é;(-f, _1‘”:- Z, f), r‘l ():, _1‘;'»' Z'J f)) :pl (‘x"l 2 .1';1 2 (;_"‘ rl )

3

A skalarok értéke nem valtozik az attérés sordn. A koordindta-rendszerek kozotti bijekcio
alapjan megadhatunk egy tetszOleges vektort is a masik koordinata-rendszer fiiggetlen
valtozoival. Természetesen ennek a vektornak sem valtozik a nagysaga és a térbeli helyzete.
V("Ca }"9 Z’ r) = v(:'c] (Af, }"5 Z: r)a }"] ('xs }"7 Zs r)’ .é-('xs .)"” Zs r)a r] ('xa }"9 Za r)) .

A vektorok jelentése azonban fiigg a koordinata-rendszer valasztasatol, gondoljunk csak a

definicidja nem mas, mint a vertikalis koordinata iranyaba torténd elmozdulas teljes idobeli

) ) d , o g1 , . _ .
derivaltja: d—f Itt még a vertikalis sebesség dimenzidja [Pas'] sem egyezik meg a

) d
Descartes-rendszerbelivel: w :d—j [ms'].

V(X,y,Z,t) iv](xhywé"tl)a

ahol v(x,y,z.7) és v,(x,,¥,.<£.1) a sebességvektor alakja az eredeti és az Uj
koordinata-rendszerben.

XI.2.1.2. A két rendszerbeli parcialis differencialhanyadosok
kozotti kapcsolat

Legyen

sE(x, ¥V, z,1) és  s5,(x,,,5.8).

Tekintsiik a

px, v, 2,0 = p(x(x, v, 2,0), v, (x, ¥, 2,0), E(x, v, 2,0), 1, (x, ¥, 2,1))

skalarmezdt (3. abra).
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3. dbra. Koordinata-feliiletek, térfogatelemek a Descartes-féle és az 0j vertikalis rendszerben.

Ekkor az () koordinata-rendszerbeli parcialis derivaltak felhaszndlasaval a Descartes-
rendszerbeli parcialis derivaltak a kovetkezé formdban irhatok fel:

P _P A, PGy, POs P
os Ox, & Oy, & 0L Os Ot Os’

Mivel csak a vertikalis koordinatazast valtoztattuk meg, fennall, hogy

M _on _Oh
ox oy Ot ’
illetve

ay, _ Ot _ox, _ot _0Ox, _dy, 0Oy, _Ot _

ax ox oy oy ot ot ox  ox

Természetesen a

13



o& o& & o6& Oz ©z Oz Oz

ox Oy ot éx, oy, oL’ ax,

> k)

Oz

derivaltak értéke az 0j vertikalis koordinatazas definiciojatol fiigg. A fenti Osszefiiggések
felhasznalasaval az altalanos egyenlet is leegyszerlisodik. Koordinata-iranyok szerint, a
kozvetett fiiggvény derivalasi szabdlyait kihasznélva (4. abra) kapjuk, hogy

},LLCC n-1

>4

4. 4bra. A nyomadsvaltozas alakja a két koordinatarendszerben az (x,z), illetve (x,C)
sikban

& _op P op _% _ 9 o5

ox ax, ot ax » Mletve B T50T B8 ox
op _op  op oL op _Op _ Jp oL
=2 T letve =t ==
oy dv, 0L oy oy, oy 0L oy

o _p , Op o<

— op _p _ op oL
or o o& ot

, 1lletve 8—1,‘1 o of ar

» _opos

— P o P _op o=
oz 0O& oz

, illetve o “ o oc

Op Ox o op O 0 Op ot, _ 0O
A felirasban mar kihasznaltuk, hogy Gf Gx] = af , 8;? 6);1 = 8)}/7 és 58—; :ﬁ.
1 1 1 1 1 1

A fenti egyenletek megadjak az (i) koordinata-rendszerbeli derivaltak alakjat a kiindulési
Descartes-féle koordinata-rendszerben, hiszen

w_or| | :[8_P] e & (& | &
aé‘ aé‘ XLVl é‘ XLt aZ X aé‘ ©s éé‘ (?é- XL 55 X,V .
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Az el6z6 gondolatmenethez hasonléan a Descartes-rendszerbeli derivaltak felhasznalaséaval is
felirhatjuk az 1Uj rendszerbeli derivaltakat. Itt a célunk az 10j koordindta-rendszerbeli
derivaltak felhaszndldséval kifejezni a Descartes-rendszerben felirt derivaltakat. Most a

P (x,1,.E.t) =p(x(x), y(y). z(x, v, £, 1).2(2)))

alakt skalarmez6t vizsgaljuk. A két koordinata-rendszer kozott természetesen fennall, hogy
X=x1,y=y,t=t.A derivalas elvégzése utan:

P, _Op,  Ip Oz . ap, _ap, _ op, Oz
= + , illetve = ,
g, Ox 0Oz Ox Ox Ox, 0Oz OXx

op, _ Op, _ op, Oz

By + Py 0= illetve =

oy, Oy 0Oz 9y’ ov 9y, 0z oy’
o _Gp , Op Oz Hletve op, _Op, _ Op, Oz
oo, ot ozot oV o o, oz e’
op, _Op, Oz et op, _0p, 0&

oc oz oc NC o Ter e

op, Ox _¢§ !
A felirasban most is kihasznaltuk, hogy ;xl o = évxl , i,;' jjj = ij}
1 1

P, o _p,

a o, a-

és

A két koordinata-rendszer kozotti kapcsolat megadasakor felhasznaljuk, hogy

By SN
& X, V.0 (% X1Lps0 ’

D . ZE
- S s o=

1o

D
&

b
ac

P ] _
X, 0.t X1,V .00 X1, V.21

Ismét hangsulyozzuk, hogy egy tetszdleges skalar értéke a két rendszerben (a tér adott
pontjaban) megegyezik (p, = p).

X1.2.1.3. A két koordinata-rendszerbeli sebességek

A P =P(x,y,z) =B (x,,»,.{) pontban a Descartes-rendszerbeli sebesség:
v(r,t) =v(x,y,z,t) =(u,v,w)
a sebességkomponensek pedig:

dx . dy . dz .
u =—=Xx v:—:y’ W:—:Z.

dt dt¢ d¢
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Az (x1, y1, C, 1) koordinata-rendszerbeli sebesség a P(x,y,z) =F,(x,,),,£) pontban:

u :ﬂ—' v :—dy] :)'; w :d_(c":t
1 d[l 1, d[l 1, ™ dr, .

A tér adott pontjan a sebességvektor nagysaga és irdnya (s6t a koordinatazastol
fliggden a vertikalis sebesség dimenzidja is) kiilonbozik a Descartes-rendszerbelitol.

X1.2.1.4. A sebességek kozotti kapcsolat

A két sebességmez0 kozotti kapesolat felirasakor kihasznaljuk, hogy
X1=X, =), tl:t:

ami azt jelenti, hogy a horizontalis sebességek megegyeznek a két koordinata-rendszerben
(5. abra).

:d—x:X:X = =y v:d—y:j; :j; :%:V
dt 1 o dz body

u

Ugyanez nem mondhato el a két rendszerbeli vertikalis sebességrol:

dz . dgt .
w=—=z , WI = :t_' .
dr dr
A koztiik 1évé kapcsolat:
dz dz(x,v.0t) dzdx,  adzdy 0zdT oz df oz 0z 0z cz
w=—"=—"TT1-1=1" = ot ——— = +—V, +— W, +—
dt dt ox, de v, dr T dr o, dr ox av, cC ct

1 1

illetve

[ NG ~ \S- G-
w =48 yz _oC - oL ec L dC

: drs ox Oy oz or

A Descartes-rendszerbeli modellezési feladatok megoldasakor legtobbszor a nehézségi
gyorsulas allandosagaval szamolunk. Ez az Un. potencial kozelités, ami két természetes
egyszer(sitd feltételt tartalmaz: (i) a gravitacids erd fliggbleges, azaz a z, illetve T tengely
iranyu, (i1) elhanyagoljuk a nehézségi gyorsulas horizontalis és vertikalis valtozésait.

A geopotencial mezd
D(r.t) =P, (r.t) =D, (r,.t))

altalanos alakja helyett a

(I)(x.s,vﬁzﬁt) =2z E(I)(Z) :(I)(Z(x1 3,1}13‘;_.91‘1) :gz(x1 sV 9‘;_.91‘1) :(I)l(xl_g}’l,(;_,rl)
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formulaval dolgozunk. Azaz a z rendszerben a geopotencial nem fiigg a horizontalis
koordinataktol és az id6tdl, csak a z magassagtol. Mas fliggdleges koordinatazas esetén ez

mar nem teljesil. Az Uj rendszerben a geopotencidl koordindta-iranyok szerinti
megvaltozasa:

5. ébra. A horizontalis sebességkomponensek kiilonb6z6 vertikalis koordinatazas mellett
(u(x,y.z.t) =u,(x,3,,E,10) és v(x,yv.z.t) =v(x,1,,L.10)).

= _lob oz _1ob oz _ 100 = _10D
o, gon’ Ox gox;’ Oy gaoy’ 0L gol’
¢s igy
ldd 1|dd, oD, oD, oD, 1 dod,
W=——=— + u, + Vit ——w | =—
g dr gl o oy oy, oC g di,

A teljes derivaltak alakja megegyezik a két koordinata-rendszerben.
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Nézziik a masik irdny0 atirast is a geopotencial mezd felhasznalasaval. Fejezziik ki a
C vertikalis koordinata Descartes-rendszerbeli parcialis derivaltjait! A potencial kozelités (
P(x,y,z.t) =gz =P(z)) alkalmazasaval:

b
O:ﬁD:@+—D§ - é)_é’:- &,
X &, 05 & S ab
oc
AD
0GP _A A& x5
& & LG & I
oz
AD
Ab AP AP I oc  a,
O0=—=——+—" = _— == 1
a a, o a at @’
oc
AD
ab  AD oL ol & g
2 e T a e a
e O

A C-rendszerben felirt vertikalis sebesség alakja tehat az eredeti z-rendszerben:

dé ot ol ol oc 1 aAb ADb AD
W, =—— =— —uUu+t—v+—w=-——-—" —u- —v+gaow
dt, ot ox oy 0z Ab| A & w ;
oc

vagyis visszakaptuk az el6zdéleg mar levezetett Osszefiiggést, hiszen u = u;, v = v,
Ismét hangsulyozzuk, hogy ®(z) =D, (x,,y,,{.1,) .

XI.2.1.5. A teljes derivaltak

A teljes derivaltak megegyeznek a két koordinata-rendszerben.

— =t U—F VAW StV W =
dr ot X ov oz 0Or ox, oy, ol d

XI.2.1.6. A divergencia alakja
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A Descartes-féle ¢€s az j koordinata-rendszerben a sebesség definicioja kiilonbozik
egymastol, s ahogy mar emlitettiik a vertikalis sebesség dimenzidja is eltérhet a Descartes-
rendszerbelitdl. Eszerint, az (;) rendszerbeli divergencia alakja is eltér a Descartes-
rendszerit6l. A divergenciat, az invarians integraldefinicioja alapjan allithatjuk el6 az
(x1, y1, C, t;) rendszerben is, ami egyszer(, hisz az 0j koordinata-rendszer is egyenes vonali
ortogonalis (Descartes-rendszer). Az elemi térfogat (dx, dy dC) nagysiga és dimenzidja
azonban nem feltétlentil egyezik meg a két rendszerben.

crer

ou
= 3
Oox

ov
—+
oy

divv(r,z) = ‘Z—W
oz

és az 0j (x;, y1, C, t;) rendszerben:

divv, (r,.1,) _om ,
ox,

m
ayl

ow,
+
og”’

ahol r; a helyvektor alakja az 0j rendszerben. Ahhoz, hogy felirjuk a két koordinata-rendszer-

beli divergencia kapcsolatat, meg kell adni a derivaltak alakjat. A parcialis derivaltak atirasi
szabalyai alapjan:

Ou Ou Ou Oz _Ou  Ou 0z _Ou 10P, du 08

ox Ox, 0Oz0Ox, Ox, 0Oz Ox, Ox, g Ox 0¢ Oz’
Ov _0Ov _0Ovoz _Ov_0Ov 0z _oOv_10® ov ol
dv Qv ©zady, Gy Oz vy, Qv g Qv 0L Oz

A 0 atirasakor, mind a vertikalis sebesség, mind a koordinata-tengely megvaltozik:
=

ow _owol 0 |1dd |of 10L 0 d(I)
0z 0L 0z 0C|g di oz g oz ol
105 0 (oD, . oD, . oD, oD, ]
=— — +u, +v, +w
g 0z o0& | o, 0ox, oy, L oc
_lodd|o® |, 105|0u o, v 6P, Jw P,
g ozdt | oc g oz| oL ox, o dv, 0oL ¢
_1afd (o +lag“ Ouy 0P, | v, 0P, | Iw
g ozdy | of g 0z| o ox, o0& oy oc ’
hiszen
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. ou ov ow _ 10l d|od, | du  oOv, Ow,
divv(r,t) =—+ —+ - iy oV i
ox oy 0z g ozdh| oc ox, oy, 0C
: 1ol d|ob .
divv(r,t) =—— —L ] +divv,(r,.t) .
g oz dt

Xl.2.2. A hidro-termodinamikai egyenletrendszer alakja az
(x,,¥,,&,2,) rendszerben

Az el6zd részben megadtuk a skaldrok, a sebességkomponensek, a skalarmezdk
parcidlis és teljes derivaltjainak, tovabbd a kontinuitdsi egyenletben szerepld sebesség-
divergencia atirasanak altalanos alakjat. Megvan az eszkozrendszeriink, hogy felirjuk a
Descartes-rendszerbeli hidro-termodinamikai egyenletrendszert mas vertikalis koordinatazasu
egyenes vonalu ortogondlis rendszerbe. Tekintsik a potencidl kozelitéssel
(g = const) felirt Descartes-rendszerbeli hidro-termodinamikai egyenletrendszert!

du _ 1P, e lp

dz pox P ?

dv__ 1w slp

dt p oy ’

dw _. la—p-g+lu+—F

dr p Oz

d ou 0Ov ow

D T

dr ox Oy Oz

de 1 ©dQ dg 1dM | D
T i, ., i, ¢ — =RT
dt ¢, T dt > dr p dt 0 ’

ahol a f/ =2Qsing [ =2Qcosy a Coriolis-erd felirasaban szereplé mennyiségek, Fi, Fj,
F,. a strlodési er6 komponensei. Ezek atirasaval itt nem foglalkozunk, csak jeloljiik 6ket az
uj rendszerben. (Ha térképsik feletti koordinata-rendszerben szamolunk, s nagyskalaju
folyamatokat elemziink, akkor az attranszformalt metrikus gyorsulasi tagokat, a teljes
Coriolis-erot, a sebességderivaltak atirasabol szarmazo adaléktagokat is at kell irni az uj
vertikalis koordinatazas szerint. E transzformacioval itt kiilon nem foglalkozunk. Maradunk a
kisskdalaju folyamatoknal, ahol eleve Descartes-rendszerben dolgozunk, elhanyagolva a
metrikus gyorsuldsi tagokat.)
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XI1.2.2.1. A mozgasegyenletek atirasa

Az 1) rendszerben sem valtoznak a horizontdlis koordinatdk, az id6, a skaldrok, a
horizontalis sebesség, tovabba a teljes derivaltak értéke.

XI=X, 1=y, 1 =uU,vi=v, 61 =1

p=p, ®=0,p=p,fi=f, =],
_izﬁ_ﬁi]
dr, |de, ) lde)

A nyomds x ¢és y szerinti parcidlis derivaltjainak atirasakor — a vertikalis
mozgasegyenlet alakjatol fliggetleniil — felhasznaljuk a sztatika alapegyenletét (sztatikus
légkor-kozelités), ami a siirliségben elhanyagolhatd, az atlagértéknél legaldbb 2-3
nagysagrenddel kisebb hibat okoz.

) ) fa ~, ja ) fa
Op _Op, _ Op, 0z _cp, (0 O)L oP, _dp, + oD,
A T AL AL AL T A 1&)=L Tk

ox Ox;, Oz Ox; & g Ox, Ox o’

¢s hasonloképpen

G_p :8p1 +p oD,
1 .
oy 0Oy o,

A vertikalis nyomasvaltozas és a nehézségi erd atirasanal kihasznaljuk, hogy:

@:%apl 4 :ga(l)l
oz oz o % f T4 o

A molekuldris viszkozitasbol szdrmazd surlodasi erd attranszformalasaval itt nem
foglalkozunk, csak jeloljiik a tag meglétét. A molekularis viszkozitas figyelembevétele a
mikrometeoroldgidban, illetve a magaslégkor dinamikéjaban 1ényeges. Megjegyezziik, hogy a
légkorben a surlodasi erdt a turbulens kicserélodési folyamatok (impulzusszallitdas) okozzak,
ennek leirasahoz az dtlagos mozgdsra vonatkozo egyenleteken at visz az ut, amivel a
késobbiekben foglalkozunk. A most felirdsra keriilo egyenleteink minden idopillanatban, a tér
minden pontjan érvényesek : a surlodasi erd a molekularis viszkozitdas kovetkezménye.

A horizontalis mozgésegyenletek 1j alakja:

%:_L%_ai.}fv_[i@.pi]?
de, — pyox, oy, U Tgdy op
dv __Lap o0 g

1%%1 sy .
dz, P, O oy Py

A harmadik mozgadsegyenlet felirdsakor a vertikédlis sebesség geopotencidlhoz
kapcsolodo definiciojabol indulunk ki
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dz _1dd _1dd, _1|od, 0P, oD, oD,
W=— = = =— + u, + v+ w,
dt gdt g dt gl o ox , oC
A vertikalis mozgasegyenlet alakja:
4 14, ]
g dt
e T . a_CL%_ a_?;aq)l +111/L’1 + LFS‘ >
dz, oz p, 0 0Oz oC P,
amelynek a bal oldala tovabb alakithato:
d 1.dd, dl ob, . oD, u + oD, - o, 1
g dr gl d,  Ox oy, oc
dr, dy,

A fenti kifejezés felhaszndldsédval az 10 rendszerbeli vertikalis sebesség teljes iddbeli

dw,

megvaltozéasara kaphatunk egy bonyolult dsszefiiggést.

1

Hidrosztatikus ~ kozelités esetén a vertikdlis mozgasegyenlet leegyszertisodik.

Kiindulva a z-rendszerbeli egyenletbdl
0= 17
0O Oz

a sztatika alapegyenlete az 0j rendszerben:

0—. Lop o,
p 08 of

X1.2.2.2. A kontinuitasi egyenlet

Kihasznalva a teljes derivalt és a divergencia — mar levezetett — atirasat, a kontinuitési
egyenlet alakja az 0j koordinata-rendszerben:

dp, 1oC d|ob,| ou, ov, ow,
- pl T + + + )
dr, g ozdt, | g ox, oy, dC
illetve

ou, 0Ov, ow,
+ +—L+
ox, 0Oy, dC

dlnp, | 158 d [0,
dz, g o0zdt, | oC
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A fenti egyenlet tovabb alakithatd a szorzat logaritmusdra vonatkozd 0Osszefiiggés

felhasznalasaval:
dInp, oP,
oc ou, Ov, Ow,
=- + + )
dz, ox, oy, OC

illetve az Euler-féle szemléletben:

o . 8(1)1 ~ oD . oD .

&7l = OO UL O =V £ = M
g oc + o& + oc
ot, Ox, oy, o

A fenti egyenlet egyszerli megfontolasok alapjan is levezethetd. Tekintsiik a dV =dx -dy -dz
térfogatl p strliségli m tomegh légrészt. Adjuk meg az m tomegli 1égrészt az 0j koordinata-

rendszerben!

oD )
p——dx, -dy, dC],
g

. oz .
dg :p 'Td.\_] 'd "l'.] 'dg =
g

=]
1

1
o
S

m=p-dx-dy-dz=p-dx-dy-

)]
ey

A kontinuitasi egyenlet tovabb alakithato a sztatika alapegyenletének felhasznalasaval
(sztatikus 1égkor-kozelités, ami nagy- és mezoskalaji folyamatokban alkalmazhat6). Célunk
az egyenlet tovabbi egyszeriisitése, a siirliség és a geopotencial kikiiszobolése. Kihasznaljuk,
hogy a siirliség kifejezhetd a nyomds és a geopotencial vertikalis megvaltozdsaval.
Hangsutlyozzuk, hogy a kozelités csak hidrosztatikus modellekben alkalmazhato.

02
1 op oc
p = - =- = ,
goz 0D,
og
igy
dln| - 8"”] din O
dinp, o ) oc
drs dz, dr,

A kontinuitési egyenlet 01j alakja

dln - ap‘] P,
oac ) 1 oC _ | du, +8vl +8w1
dr, op, di, ox, oy, ot |’
oc
illetve
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dap]
a __p

dr, oc

ou, Ov, ow, | .
+ +
ox, Oy, 0C

Itt a stiriség szerepét formailag a o

nyomasderivalt veszi at.

X1.2.2.3. A termodinamikai egyenlet

de, _ 10, dg,

de, ¢, T, dg
X1.2.2.4. A nedvességszallitasi egyenlet
dg, _ 1 dM,
dt, p, dr °
X1.2.2.5. Az allapotegyenlet
Pr=rr; |
ey

A skalarvaltozok mindkét rendszerben ugyanazok, vagyis
T]ZT,®1:®,Qj:q,M1:M.
A teljes id6beli derivaltak alakja pedig:

d 0 o 0 0
= tuy _—+tvi_—+w—— |
dt, or, ox, oy, g

X1.3. A felszinkbévetd, a nyomasi, a tomeg- és a potencialis
hémérsékleti koordinata-rendszer

A vertikdlis koordinata-rendszerek fejlddését kovetve bemutatjuk a légkori
hidrotermodinamikai egyenletrendszer alakjat a felszinkdveté (z*), a szinoptikus
meteorologiaban oly gyakran alkalmazott nyomasi (p) és a frontanalizisben, illetve a
nagytavolsagu trajektoriaszamitasban hasznalatos potencialis hdmérsékleti (® ) koordinata-
rendszerben. A masik két koordinata-rendszerrel szemben a z*-rendszer alkalmazhaté mind
hidrosztatikus, mind nemhidrosztatikus esetben.
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X1.3.1. A felszinkovet6 (z*) koordinata-rendszer

Komplex felszinek, pl. hegy- és dombvidékek felett a levegd aramlasa koveti a felszin
formajat. Gondoljunk csak az orografikus feldramlasra, amit nehéz leirni a Descartes-féle
(x, v, z) koordinata-rendszerben. Problémat okoz a 1égkori modellek alsé hatarfeltételének a
megadasa, s a szdmitasban alkalmazott racshalozat felépitése — az ekvidisztans racshalozat —
belemetsz a felszinbe. Adott z magassagban haladva — a domborzat alakjatol fiiggéen —
egyszer a szabad légkorben, egyszer a ,felszin alatt vagyunk”. Bonyolulttd valik a véges
kiilonbséges numerikus modszerek alkalmazasa. E problémaékat oldja meg a felszinkdvetd
(x* y* z*) koordinata-rendszer. Elsésorban a mezoskaldji folyamatok, illetve a planetaris
hatarréteg modellezésében hasznaljdk mind hidrosztatikus, mind nem hidrosztatikus kozelités
esetén. Problémat jelent azonban, hogy a felszin felett nagy magassagban is koveti a
koordinatazas a domborzatot, mig az dramlasi mezé mar nem. A mai numerikus modellekben
mar kevésbé alkalmazzdk. A torténetiség miatt és a vertikalis koordinatazas fejlédésének
megértése végett foglalkozunk vele.

A felszinkovetd koordinata-rendszer uj fiiggdleges koordinataja (6. abra):

¥ =z- z4(x, ) ,

ahol z,(x.») a felszin magassaga, z* pedig a felszin feletti magassag. Az attérés soran a
horizontalis koordinatazas ¢és az id6 nem valtozik:

X =xF, ¥ =yF p=tF,

Az 10j koordinata-rendszer egységvektorai: i*. ™,k * Ezekre teljesiil, hogy
=i, T =) K=k

(A helyi fiiggbleges nem valtozik az attérés soran.) A horizontdlis sebességkomponensek
értéke megegyezik az eredeti (x, y, z) rendszerbeli értekekkel:

sk sk

u* =u , v¥ =v,
(A jobb érthetdség kedvéért minden esetben jeldljiik, hogy melyik koordinata-rendszerben
vagyunk. A skalarok mindkét rendszerben ugyanazok. Itt nem tiintetjiik fel kiilon a
koordinata-rendszert. Szintén nem adjuk meg a koordinata-rendszert a teljes iddbeli
derivaltak altalanos alakjaban, hiszen ez is fliggetlen a koordinata-rendszer valasztasatol.

A sebesség komponensek esetén, illetve a teljes iddbeli derivaltak kifejtésekor jelezziik az

alkalmazott koordinata-rendszert.)
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6. abra. A felszinkdvetd koordinata-rendszer.
A Z -rendszerbeli vertikalis sebesség (w) megvaltozik az attérés soran.

dz* dz*(x,v.z) dz dz (x,v dz (x,v Oz (X, v oz (x.)) |
— ( -,l- ) —= []( ) =y - []( ) = - u % []( ’ . )+V % []( £} )

dt ds s dt ds ox oy

wH =

A felszinkdvetd rendszerben a w* vertikdlis sebesség a z-rendszerbeli vertikalis
sebesség (w) azon része, amit nem a domborzat befolyasol, pl. termikus hatdsok. Ha a 1égrész
a domborzat alakjaval parhuzamosan halad a felszint6l mindig ugyanolyan tavolsagban,
akkor a felszinkovetd rendszerben nem lesz vertikalis sebessége (w* = 0). A felszintdl
tavolodva a légpalydk mar nem kovetik a domborzat futdsat — feleslegesen bonyolultta valik
a vertikalis sebességi mezd leirdsa.

A z-rendszerbeli vertikalis sebesség is megadhaté a z*-rendszerbeli sebességek

ismeretében:

A felszinkdvetd rendszerben, ahol a talajfelszin a z* = 0 nivofeliiletet jelenti, a felszin
normalvektora megegyezik a fiiggdleges koordinata-tengely egységvektoraval.
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n* =k* .

Nézziik a felszin normdlvektordt az (x,y,z) koordinata-rendszerben! Ez egy bonyolult
kifejezés lesz:

@ i- [ %o ljrk
_ ox Oy
2 2 2
% + % +1
ox oy

A merev fal koriili aramlas hatarfeltétele az (x, y, z) koordinata-rendszerben:
n-v=0,
ahol v =(u,v.w) mig a felszinkdvetd rendszerben egyszeriien
w¥=0.
A mozgasegyenletek atirasahoz sziikségiink van a nyomasi gradiens uj alakjara.
A gradiens invaridns mennyiség, reprezenticidja azonban fligg a koordinata-rendszer

valasztasatol.

P(x, v, 2,0) =p(x*(x), y* (), 2% (x, ¥,2),t (1)) |

cp _ Op OxF 4 cp oz® _ dOp 4 cp oOz* _ Op op oz, _ Op op
OX ox* dx oz * ox ox F Oz * Ox ox* oz *F ax ox * Oz

Emlékeztetiink, hogy x™ =x, »* =y. A derivaltakban szereplé index megadja, hogy
melyik koordinata-rendszerben dolgozunk. A felszin magassaga csak az x és y koordinatatol
fligg. Ezek nem véltoznak az attérés soran.

oz, _ Oz, . 0Oz, _ Oz,
= és —= T = .
ox ox * oy oy *

Hasonl6 szdmitasok utan kapjuk az y* irany parcialis nyoméasvaltozast:

op _ Op = Op Oz,
oy oy * Oz * oy *

(Megjegyezziik, hogy itt és a tovabbiakban, amikor a z(x, y) jelolést hasznaljuk — legyen az a
z, vagy a felszinkoveto z*-koordinata-rendszer — a felszin magassagarol beszéliink, ami fiigg
az x és y koordinatatol, nem pedig a z*-rendszerbeli 0 nivofeliiletrol).

A nyomasi gradiens vertikalis 6sszetevéje mindkét koordinata-rendszerben ugyanaz:
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Op _ Op Oz* _ Op O(z- z,(x,y)) _ Op
Oz Oz * Oz Oz * Oz oz *

Descartes-rendszerben a geopotencial horizontalis gradiense nulla (allandd gravitacios
erd feltételezése), nem igy a felszinkovetd rendszerben.

oP  od(gz) ob oD oz* oD Oz, odb oz,
= =0 = + == - g — - g s
Ox ox ox* oOz* ox ox* ox ox * ox *

vagyis teljesiil, hogy

o o oz,

ox* < ox*’

o _ oz, Oz,

oy * g@y gay*'

A geopotencidl fliggdleges valtozasa értelemszeriien megegyezik a két rendszerben.

oD oD oz*  OD O(z- zy(x,y)) oD
= g = = = =
Oz oz* Oz oz * Oz oz *

A nyomasi gradiens erd ismeretében a horizontalis mozgasegyenletek 1j alakja:

(l\‘*__l (

- fut+=F
e p t

p

0
0
o o]

A fenti egyenletek tovabb alakithatok a geopotencial horizontalis megvaltozasara kapott

o _ oz, _ 1 opoz, _ 1 op Oz,
ox * éax* O Oz Ox* 0 Oz F Ox* °
o oz, _ 1opoz, _ 1 op oz,
ov* S o+ 0 Oz oy * O Oz * Oy *

kifejezések felhasznalasaval. Itt a sztatika alpegyenletét alkalmazzuk. Az ebbdl szarmazo
hiba elhanyagolhaté a nemhidrosztatikus modellekben a horizontalis nyomasi gradiens erd
megadasaban.
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E kozelités alkalmazhatoé mind a sztatikus, mind a nem hidrosztatikus modellekben.
A vertikalis mozgdsegyenlet alakja, a z-rendszerbeli vertikdlis sebesség atirasat
kihasznalva nem-hidrosztatikus feltételezés mellett:

Nézziik meg részletesebben az egyenlet bal oldalat.

a2 a2

(-"72[] + ¥ 4 Z[]

ot o

- Al
" 0z ' P 0z
«*) ;’:1,*«*

*

_dw? . oz, du® . iz, dv¥

=——4- . +u*
de o a* de o de

+ V&
X

Jol latszik a domborzat lejtésébdl addoddo — a horizontalis sebességbdl és gyorsuldsbol
szarmaz6 —,adaléktag. A horizontdlis mozgasegyenletek felhasznéaldsaval (a horizontalis
sebesség teljes iddbeli megvaltozasat felirva) a felszinkdvetd koordinata-rendszerben a
vertikalis sebesség teljes idobeli megvaltozasara kapunk egyenletet:

dw*
=-g-
0 S8 A 3 A% " Ak ¥

(“ [)(u‘ " p(.\‘ (" p o [Hl” (_l" |)

Hidrosztatikus esetben a sztatika alapegyenletét alkalmazzuk:

Oz—g_ia_p
p oz’

amibdl atalakitdsok utan kapjuk, hogy

cp oD
o=z * p@z* '

Megjegyezziik, hogy a z*rendszerben a sztatika alapegyenlete teljesiilhet akkor is, ha
dw*

dz

# 0, hiszen az attérés sordn azt feltételeztiik, hogy

dw | L0
== |wtF gt
ot kot

Kovetkezd 1épésként nézziik a kontinuitasi egyenletet! Ennek alakja formailag nem valtozik,
hiszen

op _ Op
Oz * oz

Ugyanerre az eredményre jutunk akkor is, ha a legtradiciondlisabb médon elvégezziik a
kontinuitasi egyenletben szerepld derivaltak atirasat. Nézziik most ezt az utat!
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/ \

ardvoowl (et dn¥ar | [ovF vt

i dy i

dp ¥ du* i,
e ) -

di

oot it {r* oy

Osszefoglalva:

dp _ dp oy op oy ap - ap — 0 cu +6» +6‘u
dr or* Ox * oy * oz * Ox*  gy*  gz*)

Az attérés utan formailag nem valtozik sem a fermodinamikai, sem a
nedvesseégszallitasi egyenlet, sem pedig az dllapotegyenlet.

d© _ 1040 dg _1dM  p _ ..

dt ¢, 7T dr> dr p dr>’> p

Ismét megjegyezziik, hogy a teljes derivaltak értéke nem valtozik, de reprezentaciojuk igen.

d o c o o
= +u* —+ vF —+ w* .
dr ot * ox * oy ¥ oz *

X1.3.2. A nyomasi koordinata-rendszer

A nyomds (p) a leggyakrabban hasznalt vertikalis koordinata a meteorologidban.
Gondoljunk csak a szinoptikus gyakorlatban alkalmazott abszolut topografia térképekre. A
kovetkezOkben e rendszerrel (x,, v,, p, t,) ismerkediink meg. A nyomasi rendszerben a
végtelen magassagu 1égkort egy véges vastagsagu [p, 0] rétegbe képezziik le. Ez a hidro-
termodinamikai egyenletrendszer, kiilondsen a kontinuitdsi egyenlet egyszeriibb felirasat
teszi lehetdvé. Problémat okoz azonban a modell also hatarfeltételének a megadasa, hiszen a
felszini nyomas, s igy a modell als6 szintje valtozik a domborzat és az iddjarasi helyzet
fliggvényében po(x, y, ). A hidro-termodinamikai egyenletrendszert hidrosztatikus
kozelitéssel irjuk fel. ElsOként egyébként Eliassen adta meg az egyenleteket 1949-es
cikkében és alkalmazta késdbb a numerikus modellezésben.

A nyomasi rendszert a nagyskalaja folyamatok leirasaban alkalmazzék. Itt megfeleld
a hidrosztatikus kozelités. Nembhidrosztatikus kozelités esetén az Un. m, vagy tomeg-
koordinata-rendszert alkalmazzuk, amivel a kovetkezd alfejezetben foglalkozunk
részletesebben.

Elsoként irjuk fel a nyomast az 0j (nyomasi) koordinata-rendszerben.

p(x,.v,.p.t,) =p(x(x,).(y,).2(x,,v,.p.t,).1(£,))
illetve

plx,y,z.t) =p(x,(x), y,(»), plx,y,z,0).t (1)),
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Természetesen

X, =x, ¥y, =y, t,=t

A z-rendszerbeli horizontalis nyomasi gradiens 1j alakja, felhasznalva a

op op Ox Op Oz op oD op op oy Op Oz op oD
-~ =U= o =P , A 0=t = o
ox, ox ox, 0Oz dx, Ox ox, ay, oy oy, Oz dy, Oy ay,
Osszefliggést:

0 o G oD
ox ox,’ oy oy,

A z-rendszerbeli horizontalis nyomasi gradiens tehat nem mas mint a p-rendszerbeli
horizontalis geopotencial-gradiens és a stirliség szorzata.
Formailag nem valtozik a teljes derivaltak alakja sem.

Ll

A két rendszerbeli horizontélis sebességek megegyeznek (v = u,, v =1v,). Nem ez a helyzet a
vertikalis sebességgel. A nyomasi rendszerben a vertikalis sebesség (a fliggdleges koordinata
teljes idobeli megvaltozasa):

0 0 0 0
=——tu,—+v,—+w,
, ot ox w, op

P 4

dp

Wp :—t

w

[Pa s'] dimenzi6ju. Természetesen most is megadhatd a két koordinata-rendszerbeli
vertikalis sebesség kozotti kapcsolat:

dp dp ap ap dp _adp ap cp ap ap ap dad
) :_[ :L + “L + 1«'—[ + HJL :L + “L + V—[— H.‘pg :L + HL + L'L— p

dt ot ax Ay dz  ét ax Ay ot ax v dr

illetve
dz 1dbd 1| oD o ob o 1| oD o ob 1
w=—=———=—|_——+U, —+V, —+oO_—|=—) — U, ——+V, ——= 0O,
dr g dt gla, ax, av, ap gl|a, ox, av, P

Kovetkezd 1épésként a horizontalis mozgasegyenletek atirasaval foglalkozunk.
Nyomasi rendszerben a nyomasi gradiens erd a geopotencial valtozasaval adhaté meg, hiszen

P oy P oy
ox oy

P P

rogzitett nyomasi feliileten nem valtozik a nyomas Igy:

du, Foli) ) 1| o oD FoLi ) 1
=- + /-l —|=—Fu, —+v, -w—||+—F,
de - ax, © 7 |gla, Tox, oy, e p 7
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A hidrosztatikai egyenlet atirasa is egyszerti. Uj alakja:

oz 1 ob 1 ob o RT
O:-g - — = — = - =- - :O
op P o P op app

Szintén leegyszeriisodik a p-rendszerbeli kontinuitdsi egyenlet. p-rendszerben egy
tetszOleges térfogatelem tomege allandd. A kontinuitdsi egyenlet nem mas, mint a p-
rendszerbeli sebességdivergencia nulla volta.

A nyomasi rendszerben a légkor Osszenyomhatatlan kézegként viselkedik, de ugy,
hogy tovébbra is érvényben marad az allapotegyenlet, vagyis tovabbra is mint idedlis gazt
kezeljiik. Ez megengedi a baroklinitast.

Megjegyezziik, ha a 1égkort mint dsszenyomhatatlan folyadékot irjuk le (a fizikabol
jol ismert Un. sekélyviz-egyenleteket alkalmazzuk), akkor mar csak barotrop folyamatokat
modellezhetiink.

A kontinuitasi egyenlet lehetoséget ad a vertikalis sebességi mezd integral-
eldallitasara. Tekintsiik a p, felszini nyomads és a p; nyomasi szint kozotti 1égréteget:

Ml Ou ov

o(p,)- ® =- N
(p1) (po) Py 8y,,

Po r

dp .

A nyomasi rendszerben a vertikalis sebesség a 1égkor felsé hatardn (p = 0) természetesen
nulla, mig a felszinen térben és idoben is valtozik.

A p-rendszerbe torténd attérés utan formailag nem véltozik sem a termodinamikai
egyenlet, sem a nedvességszallitasi egyenlet, sem az allapotegyenlet.

de _de o © , 00 _10d0

@ a e ey T e ’
t ‘, X v, p ¢, T di

P

d_q:ﬂﬂ,p@_m [)ﬁ+(l)8_q _ldm
dr o, ox, a, op p dt °
L —pr

Yo

X1.3.3. A tomegkoordinata-rendszer

Kiindulasi egyenletiink a kontinuitasi egyenlet altalanos alakja:
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d[p oz, ]
RSN :-p%
dz, oc

ou, Ov, Ow, ] ,
+ +
ox, Qv g

o

Ey kifejezés a

Az 1j vertikalis koordinata-rendszert (7 =< ) valasszuk meg ugy, hogy a ©
légpalya mentén legyen allando (szolenoidalis kényszer).

Cz
d
b ot

dr

Az allando értéke a nehézségi gyorsulds reciprokdnak minusz egyszerese:

O —_ e illetve 2P =- &
oz ’ Ve or ’

ahol O a specifikus térfogat (& =1/0), & a hidrosztatikai nyomas, ami az adott szint feletti
1égoszlop tomegétdl fiigg. Ezért nevezik a s rendszert hidrosztatikai nyomas-, vagy
tomegkoordinata-rendszernek.

TC(X,J/,ZJ) :TET + le(xayazval) ‘8 ‘dZ, ahOI Ty :ﬂT(x>y=ZT7t)~

A 1égor felsd hataran (z, — ) my= 0. A & értéke a nyomas gordg kezddbetlijébdl szarmazik.
A légkor egy tobbfazisu diszperz rendszer. Gondoljunk csak az aeroszol részecskékre, a felhd
¢s csapadékelemekre. A stirliség integraljaval definialt sztatikus nyomas tehat nagyobb, mint
az adott szinten mért légnyomds. A geopotencialt a sztatika alapegyenletének s-rendszerbeli
integralasaval kapjuk:

(D(xay,ﬂ:;f) :(I)() + J'I(X,(Xj))’j'["l‘) 'dﬂ:" ah01 (I)() :(I)(xaya”()at).

To

A fenti egyenlet a nemhidrosztatikus analogidja a p-rendszerbeli felirasnak:

P
D(x,y, p,t) =D, + fa(x,y,p',f) -dp', ahol P, =P(x,y, p,.1).

Po

Adott po szinten — a légkdrben mindig jelenlevd aeroszol részecskék, felhd- és
csapadékelemek miatt — 77, > p, =p(7,). Az egyenlbtlenség alapja a tomeg és a suly
jelentésbeli kiilonbsége.
Leegyszertisodik a kontinuitasi egyenlet is a p-rendszerben, a teljes tomeg
megmaradasat fejezi ki
ou, oOv. ow
JT + T + JT :O,
ox Ox  Ox
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d . . .
ahol w, :d—T;. Megjegyezziik, hogy W, értéke fligg a p nyomas teljes idobeli valtozasatol

(wp) és a légoszlopban levd szilard és cseppfolyos részecskék mennyiségének (tomegének) a
valtozasatol. Gondoljunk csak a csapadékhullasra, amikor allandé nyomas mellett is
csOkkenhet a 1égoszlop tomege. A felszin mint nyeld (szdraz vagy nedves iilepedés, illetve
csapadeék) és forras (pl. parolgas) szerepel modellkben.

A két koordinata-rendszerbeli vertikalis sebesség kozotti kapcsolat:

dm o o o om O o o ap ap ap dd
W, =—— = 4+u—+V— W =+ U—F+V— - WPg =——+U—— V=
dt ot cx ay dz ot clx ay ot cx av dtr >
illetve
dz 1dd 1| oD oD o o 1| &b o o |
W=— =— =—|—tu, = +v o — +w — =—|—+tu_ - +v_ — -wo—1,
dt g dt glor, ax. oy, on glot, ax. oy, p

A horizontalis és a vertikalis derivaltak atirasanal kihasznaljuk, hogy:

0 _0 020 _0op orob o _0  obd

= = = )
ox oOx, Ox,0z Ox, Oz Ox,0mr Ox, £ ox, or’

T

0 0 oz O 0 O 0D 0O op ob 0O
= + - = + 0

v av, ov.oz dv, oz ov.or oy, ' oy, or’
o o o 0

2 ozor Box

A fentiek alapjan mar felirhatjuk a kormanyzoegyenleteket nemhidrosztatikus esetben:
Az 1j prognosztikai egyenletek:

d op dp b e o oD |

Yo . Lap _dpad + v - l{(b+.r,1rT(D+vT P lel +lF\_‘ ,
dr pox, Omox, ' glor, T ox, ooy, TP p
d 1 op opod 1
i — - __p_ _p__ fun +_Fw .

dz poy, Omoy, p "

5
!

dw =% = :—g{l—a—p +1uw+lET

dt ds om Toop

d® _ 1 ©dQ dg _1dM

dt ¢, T dr > dt p dt

A z-rendszerbeli vertikalis sebesség teljes idObeli megvaltozasat nem részletezziik a -
rendszerben. Az ilyen tipust attéréssel a felszinkdvetd koordinata-rendszer kapcsan mar
foglalkoztunk. Megjegyezziik, hogy a termodinamikai egyenlet potencialis hémrséklettel
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felirt alakja helyett a homérséklet- €s a nyomadsvaltozdsra is megadhatunk egy-egy
Oszefliggést, felhasznalva a z-rendszerbeli termodinamikai egyenlet kiilonboz6 felirdsait és a
specifikus térfogatra vonatkozo6 kontinuitasi egyenletet.

T —+Ld_p+Ld_Q dp — C/’pD + p dQ

dt pc, dt ¢, dt’ (¢ c, e T dit

Két diagnosztikai egyenletiink van:

auff + av«'f + awﬂ — , £ :RT

ox ox Oox £

A teljes derivaltak alakja, illetve a z-rendszerbeli divergencia atirasa:

ou ov oD ou oD ov ow
. J J 7 + ) -/ )gi
oox, Oy, ox, O oy, o or’

ahol a z-rendszerbeli vertikalis sebesség korabban mar bemutatott atirasat és a . derivalt
Jr

kifejtését nem részletezziik.

X1.3.4. Az izentrop koordinata-rendszer

Frontanalizisnél, légpalyaszamitasnal gyakran haszndljdk az izentrop (potencidlis
hémérsékleti) koordinata-rendszert ( Xe » Vo » O, o).

A z-rendszer ¢és a © -rendszer kozotti bijektiv leképezés feltétele, hogy a potencidlis
hémérséklet a magassaggal szigorGan monoton valtozzék. A 1égkor sajatja a stabilis
rétegz0dés, ezért a 1égkori modellekben a potencialis hémérséklet szigoruan monoton
novekszik a magassaggal. Az ilyen koordinata-rendszer nem alkalmas a szabad konvekcio, a
konvektiv hatarréteg, illetve a nem hidrosztatikus folyamatok modellezésére. A szabad
légkor felsdbb rétegeiben azonban mar alkalmazzak (7. abra).

Természetesen a © -rendszerben is fennall, hogy

Xog =X, Yo =V, lg =L, Ug =U, Vg =V,
Egyszeriien értelmezhetd a potencidlis hdmérsékleti rendszerben a vertikalis sebesség.

de
Yo Tar
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Ez csak akkor kiilonbozik nullatol, ha az elmozduld légrész (pontosabban a gbézfazis)
entropidja megvaltozik, vagyis héfelvétel vagy hdleadas torténik (fazisatalakuldsok, sugarzasi
folyamatok, diffuzid). Wwe dimenzidja [K s'].
Az attérés soran formailag nem valtozik a teljes idobeli derivalt alakja:

d

+u(—) +V(~) +W(-J .

dr  or, X Ve 00

Konnyen megadhat6 a kapcsolat a z-rendszerbeli és a O -rendszerbeli vertikdlis
sebesség kozott is.

de _ 00 00 00 0O
Wg =——=——"+tu—+v—+w—
dr ot o oy oz

illetve

dz 1do 1
W= _ _

= = = +v
dt gdt g

—tuy, — — Wy —
oy  dx, 0Oy 0O

o> oD oD oD ]

Pressure hPa lzentropic Coordinate Jystem Theta Surfaces K
e
410
& 360
200 /_f\’— 350
Jet
SDD f LEVEI
]-Frnntal
400 00 Bouridary
296
S00 a2
B0 286
o0 52
G00 27
2747 Surface
300 270 FBoundary
266 Lawer
000 MO A A FSL

7. abra. Izentrop vonalak futdsa nyomasi koordindta-rendszerben abrazolva. A bemutatott
esetben a nyomas ¢€s a potencialis hdmérséklet kozott bijeltiv fiiggvénykapcsolat van.

Kovetkezo 1épésként nézziikk meg a horizontalis nyomasi gradiens atirasat, amit az x
iranyu nyomasvaltozas példajan mutatunk be. Kiindul6 egyenletiink:

op _ Op . odb
Ox Oxg Oxg

Felhasznalva a potencialis hdmérséklet definicids egyenletét
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ahol pgy az 1000 hPa-os szint nyomadsa, tovabba kihasznalva, hogy a ® -rendszerbeli
horizontalis nivéfeliileteken a potencialis hdmérséklet allando, kapjuk, hogy

0_61n® _1or 1R op
OXe I'oxg pc,Oxg’

illetve az allapotegyenlet alapjan:

o _pc,por —p oc,T

ox, T R 0Oxg, OXe

A fentiek alapjan a z-rendszerbeli horizontalis nyomasi gradiens alakja a potencidlis

hémeérsékleti rendszerben:
0 (C}\J T+ d) ov
=p

ap _aop 0P _ oc,T L, 00
jon} - jon TN p jon N _/) jon TN [) jon TN - fon TN jon BN 2
ox  0x, Ox,, Ox, Ox,, Ox,, OX,
illetve
op _op ob  oc,T ob O, T+D)  ov
+ to T EO =P,
We Ve Ve

= P =p

A Ve o e Ve
ahol v =c¢, 7 +® az Un. Montgomery-potencial, vagyis a tomegegységnyi levegore
vonatkoz6 szenzibilis hé és a potencidlis energia Osszege — ami egy konstans erejéig

bizonytalan.
A horizontalis nyomasi gradiens atirasa utan nézziik a mozgasegyenletek 1j alakjat:

duy,  ov . [1[é0 oD A on || 1
e A | B et TP Vo 2t We o
ds Oxg g | dt Oxg Ve 00 p °
dv ov |
- =" - kf‘u(') + _F\T@ .
ds We P
A hidrosztatikai egyenlet 1) alakja:
oP RT op _ 0D RT@lnp —0

@ p o® 00 00
derivalt a 1égkori stabilitds mérészamaként kezelhetd. A dinamikus meteorologidban

op
A e

0O
hasznalt Un. sztatikai stabilitasi paraméter ( O ) e derivalt felhasznaladsaval szamithato:
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a 00 T@ln@

©dp = olnp -

A sztatika alapegyenlete tovabb alakithatd, ugy hogy az egyenletben szerepeljen a
Montgomery-potencial. Kihasznalva, hogy a potencidlis hdmérseéklet logaritmikus
megvaltozasa

din® =dInT - idlnp ,

C/)

tovabba

dln® _1 _JdIn7T R dlnp

(5G] S o0 c, 0O °

P

és

) RT@lnp :cpT_ ¢, 10InT :C;)T_ oc, T
00 © 00 O] 00

felhasznalasaval kapjuk a sztatika alapegyenletének keresett alakjat.

oc. T T T

_ 0P _ 2 + & =0, illetve - ov + =0 .
o0 00 €] e 0
op

A kontinuitasi egyenlet éatirdsakor a derivalt teljes id6beli valtozasara kapunk

oo
egyenletet, vagyis egy légrész stabilitdsanak a megvaltozasat vizsgaljuk. E valtozas okaa ©
-rendszerbeli sebességdivergencia.

a
o0 _ _ 67]7 Oug + Ove +8W(~)

d¢ e\ ox, v, 0O

Lényegesen leegyszertisodik a termodinamikai egyenlet is:

de 1 ©d0
—:W(_) =
dr c, T dt

Adiabatikus folyamatok soran:

— =w, =0
d¢ ©

A nedvességszallitasi egyenlet és az allapotegyenlet nem valtozik formailag:

dg _oa ,, %4 ., %4 ., %¢_1dM P
dt o, Oxg Ve oe p dr 0

=RT
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X1.4. A szigma-, az eta és a vegyes koordinata-rendszerek

A kovetkezd részben olyan koordinata-rendszereket vizsgalunk, amelyek a végtelen
magassagu légkort az [1, 0] interallumba képezik le. Ez a koordinata-transzformécio
megkonnyiti a numerikus modellegyenletek megoldasat. Egyszertivé valik az egyenletek
integraldsa egy térben és idoben ekvidisztans rdcson. A koordinata-rendszerek bemutatasanal
a torténelmi fejlédést kovetjiik.

X1.4.1. A Phillips-féle ¢ -koordinata-rendszer

1957-ben N.A. Phillips amerikai meteoroldégus olyan koordinata-rendszert vezetett
be, ami egyesiti magaban a felszinkovetd rendszer és a nyomadsi rendszer elényeit. A végtelen
vastagsagu légkort az [1, 0] intervallumba képezi le (8. abra).

10mby e S
S0mi e
100mb e =
200mir - -" ——— -."- C
J00mbe
500mb* gl N S N
-.-" v '\-\. o,
700mb —— R g e
1 o 1-.-\' S
B50mb — .__zz:-' W, 1 =

1000mbe
8. dbra. A o-koordinata-rendszer sematikus képe.

Egyszertien megadhatd az als6 és a felsd hatarfeltétel. Az 0j vertikalis koordinata az adott
szint nyomasanak (p) és a felszini 1égnyomasnak (p,) a hanyadosa.

Do

Az (x,.Y,-0.t,) rendszer megengedi a nem hidrosztatikus vertikalis
mozgasegyenlet alkalmazasat. Nem sériil a bijekci6. Altaldban azonban — hasonléan a
nyomadsi rendszerhez — a O -koordindta-rendszert a nagyskalajo légkori folyamatok
leirdsaban alkalmazzak, ahol hidrosztatikus feltételezéssel élnek. Mi is ezeket az egyenleteket
mutatjuk be.

Megjegyezziik, hogy a felszini légnyomas a hely ¢és az id6 fiiggvénye, vagyis
Py =pPo(x,.v,-1,) A légkor als6 hatarfelillete a o =1, a fels6 hatara pedig o =0
nivofeliilettel adhaté meg. A O -rendszerben a felszini 1égnyomads prognosztikai valtozo.
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Mas szint nyomasa nem szerepel az egyenletrendszerben, hiszen az mar szamithat6 adott O
szinten a felszini nyomads ismeretében. A nyomasi mezdt egy egyszerli diagnosztikai egyenlet
adja meg:

p :()’po(xgay(;atg) .

E felirasbol kovetkezik, hogy a nyomas fiiggéleges irdnyll (O szerinti) megvaltozdsa nem
mas mint a felszini légnyomas.

8710 — a[()p() (xzr 7y(f ° t()‘ )]
oo oo

:po(x(f’y(I’t(I) .

A nyomas O -szerinti masodik derivaltja nulla.

azp :az[()po(xa’yo’lu)] :apo(x(r’ya’la) :0 .
olom lom oo

Természetesen a O -rendszerben is fennall, hogy
X, =x, y,=y, t,6 =t u, =u, v, =v

%4 ) e o

A vertikalis sebesség

r
P

w =49 = _ldp pd_0_ 0
Code de podi opydi opyopy

dimenzi6ja [s']. O -rendszerben a légkor also és felsé hatdra egy-egy nivofeliilet, ami e
rendszerben athatolhatatlan, ebbdl kdvetkezik, hogy itt a vertikalis sebesség is nulla.

do do
w(o=1)=—=0_,w (0=0)=— =0 .
0= =220 w (0=0) =

Az eddigiekhez hasonldan irjuk fel a teljes idébeli derivalt alakjat:

d 0 0 0 0
— =—tu,—+v, —+

(&) (&) W(T ~ .
dr or ox oy oo
A z-rendszerbeli és a O -rendszerbeli vertikalis sebességek kozotti kapcsolat:

do oo o0 oo oo
= = tu—+Fv—+w

w, =— —
‘ dt o Ox oy oz
illetve

_dz _1d® 5 . . I,

1
W=—— = —— =— | —tu, —+V, —+ W,
dt g dt gl ot ox,, oy, 00
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Kovetkezd 1épésként nézziik meg itt is a horizontdlis nyomasi gradiens atirasat! Kiindulasi
egyenletiink:

8p_8p+ oD

Ox _ax(, ~ ox,,

N _ P
Kihasznalva, hogy » =op,, vagyis P =0 ox kapjuk, hogy

ag g

op :Oapo ‘o oD :p(?lnp0 ‘p oD

& Oox Ox Oox Ox

g g ag g

Hasonl6 megfontolasok utan:

ap _, ap, ‘o oD ) dln p, ‘o oD |
Oy ay, oy, oy, oy,

A horizontdlis mozgasegyenletek alakja, kihasznalva, hogy % =RT:

du P clnp 1| oD o o) oP
B =- - - RT - 0 + .f‘;(i - i e - + LIU - + VU - + H’“U - + F\'\ s 9
dr ax, o g\, OX, oy, oo |
dv ob oln p
< =- - RT e fu, +F,
dr 0 0 Tt Mo
yO yO

0 . .
A kontinuitasi egyenlet atirasakor a 6_p7 =po(x,,¥,.t,) derivalt — vagyis a
C
talajszinti 1égnyomas — teljes idObeli valtozasara kapunk egyenletet. A valtozas oka a O -
rendszerbeli sebesség divergenciaja.

d pO 814 o avn aw«s
- = pO + s
dt ox, Oy, 0O
illetve
% _ pot, + PV + P W,
a, e, o, a0 |

Formailag nem valtozik a termodinamikai egyenlet, a nedvességszallitasi egyenlet és az
allapotegyenlet alakja sem:

do_o®, ©  ®  00_164d0
dr o, Ox oy o ¢, T dt >
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dg _ 9 +uoﬂ+v” % +w, g _1dM
dr or ox v, oo p dr

A hidro-termodinamikai egyenletrendszerben szerepel a w, =G vertikalis sebesség.
Meghatdrozashoz diagnosztikai egyenletet hasznalunk. Nézziik meg ennek -eldallitasat!
Kiindulasi egyenletiink a O -rendszerbeli kontinuitasi egyenlet

op, —
ot

g

apgit,, +8p0v(, +apowa .
ox oy, oo

(o4

Integraljuk az egyenletet a teljes 1égoszlopra!

o=0

do

o=0 | o=l
or ot ox,, av, A

Jo

(&) o=\

o=

Kihasznalva, hogy

o=0

)

o=

g
p(;)o_ ]dtj _[(p()wo) ‘0:0 (p()Wo) |0 l} :0 (hiszen w}a(()r :l) :W(r(()— :0) :O ),

kapjuk a
- p, :_”](') it + PV do
afo o=l axo ayo

Osszefliggeést. Kovetkezd 1épésként ismét integraljuk a kontinuitasi egyenletet, de most mar
csak a o, szinttdl a 1égkor felsd hataraig (O = 0)!

o=0

=0 (&3
0 15 | Opu op,v
_[ ;Do do =-o, fo —_ I }20 o 4 9PoVs do-
S8 (/I(Y (/fg ("”Cn (’},Vo y IS

2 dp,w
I ‘o ldo
oo

7

Kihasznélva, hogy

o=

J

Oy

Opo

80 dO __pOWU(xo’yU’Gl’ 0)

¢s alkalmazva az el6z6 egyenletet kapjuk, hogy

o=0
ap i 8 v 5, G
wlﬁ(xﬁ’yo’(jl’ (T) __ J. po i pO 2 d(T' L—lﬂ =
0 o, ayﬂ p(] afu
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o=0 ’ =0
_L a}70“0 + apovu d(T' i J" apouu + apOVLT d(T.
p 0 o a‘xu ay o p 0 o= axn ay o

A vertikalis sebesség meghatarozasara szolgald, mas alaku diagnosztikai egyenletet
kapunk, ha a O -rendszerbeli kontinuitasi egyenletet derivaljuk O szerint ¢és kihasznaljuk,

op

hogy a—o =0. Az 0j diagnosztikai egyenlet:
o
o’ o° o’
t,)+ = ;) =0,
Boox,, (pou,) 5oy, (Pov.,) Py (pow,,)

X1.4.2. Az 77 -koordinata-rendszer

A o-koordinata-rendszer ugyan az [1,0] intervallumba képezi le a 1égkort, és konnyti
vele szamolni, de problémat okoz a nyomasi gradiens erd megadésa tagolt hegyvidékeken a
domborzat nagy lejtése miatt. Ezek a nehézségek a numerikus modellek racstavolsaganak a
novekedésével, a mezoskalaji modellek elterjedésével keriiltek el6térbe. E problamak
megoldasara sziiletett az 7?7 -koordinata-rendszer 1984-ben. A Belgradi Egyetem
Meteorologiai Tanszékének professzora, Fedor Messinger €s munkatarsai altal készitett
koordinata-rendszert mara elterjedten alkalmazzdk a numerikus prognosztikédban, egész
»csaladja” alakult ki az 77 - koordimatazasnal

Nézziik az eredeti vertikalis koordinatazast, ami egyesiti a nyomasi €s a o-rendszer
elonyeit:

y = P~ Pr
p)’q/'(z :0)_ pT .

A definiciés egyenletben p a z szinten vett légnyomas, pr a modell felsé szintje, amit az
egyszerliség kedvéért allandonak vesziink, p,.(z=0) a tengerszintre vonatkozd referencia
(atlagos) légnyomads. Megadhatnank térben és idoben valtozé felsé hatarfeltételt is, de ez
elbonyolitand a modellezést, s a 1égkori folyamatok dinamikéjat ismerve sincs sok értelme:
megfeleld vastagsdgi légoszlopot kell valasztani pl. egy hegységen atkeld levegd
modellezéséhez. A o-feliiletekhez képes az m-feliiletek kvazihorizontalisnak tekinthetok. A
modellekben az egyes M, szintek z; magassaga elére megadott. Amikor a meteoroldgiai
allapothatarozok értékeit abrazoljuk, akkor a felszinhez legkdzelebb esd n-szintre adjuk meg
az adatokat. A hegyeket egy-egy 1épcsds fiiggvény adja meg (9. dbra).
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r=800mb
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=

9. édbra. Az n-koordinata-rendszer sematikus képe.

A fenti koordinatdzas mintdjara készithetlink més hasonl6 rendszereket is. A nyomas helyett
valaszthatjuk a Z magassagot (10. dbra) vagy a tomeg-koordinatat () is:

Zp = Z Zyp= Z J = JT
; — T T K— — T
n =B gy g =
Zr-zy Zp 7, (z =0)- 7,
) %z =0 n;0
a7- 2 ‘] L —

ZT-%2 IT-Zg
2 Er-zg IT

Ny Tzp Mg n-m

10. abra. Atmenet, a z- a 0~ és az n.-koordinatazas kozott. Ilyen koordinita-rendszert
hasznalnak a globalis 6cednmodellek is.

Az - €s a o-rendszer kiilonbségét szemléletesen mutatja az

- Nz)-
M)}y =0; 0, 1, = Pry(2) - Py

n =
ps - pT pl‘(ff'(z :0)_ pT

koordinatazas is. A or-koordinata-feliiletek a felszin kozelénben kozel parhuzamosan futnak
a domborzattal. Ezt ,egyenesiti ki” a felszin relativ magassagat jelz6 M, tag. A korrekcio
menetét, a kvazi-horizontalis n-koordinata-feliilet eléallitasat mutatja a 11. abra.
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XI1.4.2.1. A kormanyzoegyenletek alakja az 77 -rendszerben

Az eddig vizsgalt vertikdlis koordinatazasokhoz hasonloéan épitjiik fel az egyenleteket.
Hidrosztatikus modellkozelitéssel foglalkozunk. A kontinuitdsi egyenletben itt is a felszini

nyomas szerepel.

A horizontalis mozgasegyenletek:

= 0 ™ Fpy

du, 1§ b 1| oD oD oD oD 1
— = @l +fvn -l — o~ + Ly (7-'- v, = Wy = +7ch )
dr p [‘3-)(“ E,‘x“ g E,‘t“ E;‘,x‘” E}y” oe p
dv, 10 1
—] == — p - ﬁt}] + _FY\']] .
dt pay, p
A sztatika alapegyenlete:
or __10op
on pon’
fex} (b
TOD
T ) e 1) 7
| 1 |1 I
l I 1 I
| I Il I
I I |1 I
| I |
F,_,—le Pps pm:_ P ~F | P =P :
| '+~ Fronl r2 " Frool |
| e | 1
alieg . 1
| | .rpnh_ Frop ! Fra | |"E.Fri'"ﬁf-rm”"r"
| | 1
I | 1
- =i 1L SN § 'SYEELEPELE Bl 1
a = gp Fre PZ'I

MSL

| grnun-u-"
MSL

9. abra. Tekintsiik a P, pontot a felszinen, ¢és a vele azonos magassagban levé P, pontot a
szabad légkorben. A s-feliiletek kovetik a domborzat futdsat (a), mig az m-koordinata-

feliiletek kvazihorizontalisak.

A kontinuitési egyenlet:

Ou, 0Ov, Ow
+
ox, Oy, Ou

dp,
ds

=" P
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P Geriva s : P _p-pr
o17 derivaltban csak a felszini nyomas (ps«(X,, vy, t)) szerepel: o1 n

hiszen a
Formailag nem valtozik a fermodinamikai egyenlet, a nedvességszallitasi egyenlet és az
allapotegyenlet alakja sem:

de® 006 00 00 00 1 ©dQ
= tu, VY, ——+ W, —
de o, "ox "oy, 'on ¢, T dr >

n

dg _ 99 oq ., %q .  Oq _1dM
¢ o, ox, oy, 'omn p dr
P _pr

0

A vertikalis sebesség meghatarozasara a o-rendszerhez hasonl6 egyenleteket kapunk.

X1.4.3. Hibrid koordinata-rendszerek

Hibrid koordinata-rendszerrél beszéliink, ha kiilonbliz6 vertikalis koordinatak
kombindcidjaként allitjuk eld az 0j rendszert. Ilyen példaul az izobarikus-szigma rendszer. A
felszin kozelében a o-rendszer, feljebb a nyomdsi rendszer a domindns. E kozelités
pontosabba teszi a horizontalis nyomasi gradiens erd leirasat is. Gyakran alkalmazzdk az
izentrop-szigma rendszert is. Az alsobb légrétegekben (igy a hatarrétegben is) a o-rendszer
dominal, mig a szabad légkorben a potencialis hdmérséklet veszi at a vertikalis koordinatazas
szerepét. Itt mar teljesiill a potencidlis homérséklet szigoréan monoton ndvekedése a
magassaggal. Az dramlas koveti az izentropok futasat.

Szamos numerikus modell hasznal hibrid-koordinata-rendszert, igy az OMSZ-nal
futtatott ALADIN modellrendszer is. Ismerkedjiink meg ezzel a -0 koordinéatazassal.

Az wvertikdlis [1,0] intervallumba képezd n-hibrid-kordinata felirdsdhoz a n
hidrosztatikus nyomasi (tdmeg) koordinata-rendszerb6l indulunk ki:

jT(xij’y}]3’7}]3tl/) :A(]7) + B(]]) .]T,\ (’xlj’ylj’t!/‘) .
Az A(27), B(77) fuggvény a kovetkez6képpen adhatd meg:

A(p) =yl - g, , BOp) =n-g@),

ahol 7. =7/(1,) a felszini statikus nyomés teriileti atlaga, ami idéfiiggd valtozo. Ha
egyszerlsiteni szeretnénk a koordinata-transzformaciot, akkor az atlagos tegerszinti
légnyomassal ) =1013,25 hPa szimolhatunk. A £(77) sulytényezé a 0 <g(y) <I

intervallumba esik. Ha £(77) =1, akkor o-koordinata-rendszerben (77 =7/7,), mig
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2(17) =0 esetén normalt tdmeg-koordinata-rendszerben (77 =7/7) dolgozunk. A g(77)
sulytényezd vertikalis profiljat modellkisérletekkel allitjak be.

10mb,
Sﬂmh:
100mb.

200wk — e e

Blllﬂlml:r::
SO0mbe s y o, — x et
a50mby_ - /f
1000mks -;-_-_;:11::' = _
10 . abra p-o-hibrid-koordinata-rendszer sematikus izovonalai.

Alkalmazhatunk logaritmikus hibrid koordinata-rendszert is:

ln[jr(x/,ﬁyi;”]//’t/} )] :A(77) + 8(17) ln[]T_s (xl]’ylf’tlj )] .

Ekkor természetesen mas lesz a stlytényezok profilja.

Megjegyezziik, hogy az észak-eurdpai orszagok altal fejlesztett HIRLAM modellben
hasonlo, p-o hibrid koordinatazast alkalmaznak. Ez adta az egyik lehetoséget az uj
generacios kozos ALADIN-HIRLAM fejlesztéshez, de ez mar nem a dinamikus meteorologia,
hanem a numerikus prognosztika gyorsan fejlédo teriilete.

Nézziik a hidro- termodinamikai egyenletrendszer Uj alakjét' Az egyenletek formailag
kiilonbség.

A horizontalis és a vertikalis derivaltak 0j alakja:

0 _0 , 020 _p_ oxobono _o  pob o

ox  ox ox, Oz _ax,] Oz ox, O Oy GT}] m Ox, 677]’

7

c _ © 82 o _ © ot oD 877 o _0p WP o(D o
0 87{ on o0 _ 0 0

oz oz ox 81} gmain’

o . o _ 07 8
ahol m =——_ Az atirds bonyolult alaka, de konnyen érthetdvé valik, ha a —— 77

on or ox 617
helyettesitésre gondolunk. Az egyenleteket — a valtozatossdg kedvéért — egyszeriibb
formaban a horizontalis sebesség Vi, =(i,u, +i,v,) és a horizontdlis nabla operator

Vin =(1,0/0x, + ], 6/0v,) segitségével irjuk fel.
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dr, o, mvm T Mgy
X1.5. Alkalmazasok

Attekintettiik a horizontalis és vertikalis koordinatazas kérdését. Bemutattuk a
leggyakrabban hasznalt koordinata-rendszereket. Roviden kitériink a horizontalis és a
vertikalis koordinata-valasztas kérdéseire, ismertetiink tovabbi — az eldrejelzési feladattol
fliggd — koordinata-rendszert. A fejezetet a koordindta-rendszerek Osszehasonlitasa zarja.
Bemutatjuk a legfontosabb eldrejelzési modellekben hasznalt vertikalis koordinatazasokat is.

X1.5.1. A horizontalis koordinatazas néhany kérdése

A horizontalis koordinata-valasztds soran a térképsik feletti egyenletek levezetésére
koncentraltunk. Azt, hogy milyen vetiiletet hasznalunk, a modellezni kivant folyamat
hatarozza meg. Globalis modellekben az elvi problémat az jelenti, hogy a szférikus
rendszerben az északi és a déli poluson nem O6rzi meg a kordinatazas a folytonossagat
szakadasi ponttal (szingularitas) kell szamolni. Ebbdl az kovetkezik, hogy a sarkokon a
hidro-termodinamikai egyenletrendszer szférikus irany-egységvektorok szerinti felbontasa is
értelmetlenné valik. A polusokhoz kozeledve a tgp-t tartalmazd metrikus gyorsuldsi tagok
lesznek a legnagyobb nagysagrendiiek, ami lehetetlenné teszi az eldrejelzési feladat
megoldasat. (Az elorejelzési  feladat megolddsa nem mds, mint a légkori hidro-
termodinamikai egyenletrendszer megolddsa adott kezdeti és peremfeltételek esetén egy 3D
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racson valamilyen numerikus modszerrel, pl.: véges kiilonbséges, végeselem, pszeudo-
spektralis, spektralis.)

11. &bra. A polusok attranszformaldsa a gOmbon az északi félgomb polaris Ocedni
aramldsanak modellezésére globalis dceani cirkulaciés modellben (fent) és az 6ceani modell
racsfelbontasa Mercator-vetiilet alkalmazasaval modositott polusok esetén. A polus koriili
terlileteket kihagytuk az 6cedni modell racsfelbontdsanak a bemutatdsanal. (Bensten et al.
1998 alapjan).

Milyen lehetdségek vannak a szingularitdsi probléma kikiiszobolésére?

- Az elbrejelzési feladatot nem a foldfelszin felett oldjuk meg, hanem térképsik felett
dolgozunk. Ez megoldast jelent bedgyazott regionalis modellek esetén, de nem oldja meg
a problémat globalis modelleknél.

- Globalis 6ceani modellek esetén attranszformalhatjuk a két polust olyan helyre, ahol a
modell szempontjabdl kevésbé fontos a szamitasi pontossag. A két pélus most szarazfold
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felett lesz, majd az attranszformalt gombot kivetitjiik a térképsikra. A térképsikra torténd
vetitésnél elterjedten alkalmazzak a Mercator-féle vetiiletet, biztositva a konform
leképezést. E kettds koordinata-transzformacidt szemlélteti a 11. dbra. Ez a technika
természetesen alkalmazhatd bedgyazott regionalis 1égkori modellek esetén is.

- Ha az eclorejelzési feladatot spektraltérben oldjuk meg Fouries-sorfejtés
alkalmazasaval (polaris Fourier-szlrti), akkor a globalis modellekben is kikiiszobdlhetd a
pOlusszingularitas hatasa. Itt a probléma a polus kornyéki stirti racsfelbontds és az ebbol
adodo kis tér- és id6lépcsd alkalmazasa, vagyis a nagy szamitogépkapacitas.

A konform leképezéssel kapott kozel azonos gombi racsfelbontas — legyen az haromszdog,
vagy négyzetes, esetleg sokszog — kikiiszoboli a szférikus koordinata-rendszer alkalmazasat
(12. abra). Ez a szingularitdsi probléma elegans megoldasa, ami az 1970-es évek elején
vetddott fel, de csak az 1980-as, 90-es években terjedt el a szamitastechnikai lehetdségek
boviilésével.

ir..&airi-i; R
 TAYAVAVAVAY, v, <5 -
o Afjflu"‘ﬂ'ﬂ!’h‘ .*! N = i-
AV, TAVAVAVAVAVAVAVA ) |
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12. dbra. Haromszog-, illetve kvazi-négyzetes gombi racsfelbontas.

X1.5.2. Tovabbi magassagi koordinatazasok

Gazdag tarhaza van a kiilonboz6 vertikalis koordinataknak. Ezt indokolja a modellek
(tér- és iddbeli felbontés, az alkalmazott numerikus modell) sokszintisége.
A hatarréteg modellezésében gyakran alkalmazzak a logaritmikus magassagi skalat

(& =Inz z>=(d +z))),
ilyenkor a légkor also hatarat a felszinboritottsagtol fliggd d kiszoritasi rétegvastagsag (az

wemelt felszin” magassaga) €s a z, érdességi magassag hatarozza meg. A modellbeli
szélsebesség a (d +z,) szinten valik nullava. A d értéke a tereptargyak (ndvényzet,
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¢épiiletek) atlagos magassaganak hozzavetdlegesen 2/3-a. Az érdességi magassag a felszin
tipusatol, boritottsagtol, érdességétdl fligg. Viz felett mm-es, vagy az alatti (itt ¢ =0), mig
nagyvarosok, felett 1-2 m-es nagysagu.

Az m koordinata-rendszerhez hasonl6 a

H- z
Y H

- 7
¢ =z, I z
vertikalis koordinata, ahol z, a felszin, zr a modell felsd szintjének a magassaga, mig a H egy
normalé konstans. C erteke z, és zr k0zOtti.

A fenti koordinatdzast tovabb lehet arnyalni, ha a felszin alakjat egy nagy skalaju
domborzati modell (z,) és egy lokalis domborzati korrekcios adatbazis (z,,) alapjan allitjuk
Ossze. Ez a felszini hatasok szétvalasztasanal lehet hasznos. Az 1 vertikalis koordinata:

z sinh[(H - z)/s,) N sinh[(H - z)/s,,)

=z, —+t+zZ z
STH T snnHIsy % sinh(Hls,)

ahol sy és sy a két vertikdlis felbontasi tényezd. A vertikalis koordinatazasban figyelembe
vettiik a domborzat magassagat ¢és horizintalis tagolodasat. Az allandokat numerikus
kisérletekkel lehet optimalizalni.

E két koordinata jol mutatta a feladattol fliggd vertikalis koordinatazas jelentdségét. A
szakirodalomban tovabbi példat is talalhatunk.

X1.5.3. Az Exner-fliggvény

Mezoskalaji modellekben (hidrosztatikus és nem-hidrosztatikus esetben) elterjedten
alkalmazzak az

R/c,

¢ =c,(p/p)

koordinata-rendszert is, amit I1-vel jelolnek (itt a IT az Exner—fiiggvény). 2, jeloli az 1000
hPa-os standard nyomasi szintet. Egyszertivé valik a potencidlis hémérséklet felirdsa:
© =c,T/T1 Ha nedves levegdvel dolgozunk, akkor ® helyett a virtulis potencidlis
homérséklettel ( @, ) kell szamolnunk.

Az Exner-fiiggvény alkalmazasaval az eredeti z-rendszerben is leegyszerlisodnek az
egyenleteket. Most ezzel foglalkozzunk!

A termodinamikai egyenlet is leegyszeriisodik:

40 _0do
dr TII d¢°

Leegyszertisodik a Navier—Stokes-egyenletek alakja. Ezt vektoridlis forméba irva:

(:I—V:—(%VII— k-g- 2QXv+F,.
t
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Az Exner-fliggvény teljes idobeli derivaltja és az allapotegyenlet felhasznalasaval kapjuk,
hogy

dInIT _ R dlnp _ R
dt c, dt c

I3 P

dlnp +dlnT
dt dt

Ennek felhaszndlasaval a kontinuitasi egyenlet 0j alakja:

Cp

1-
R

=W

3

In® + InIT

ami tovabb alakithato:

c, dll o _d® _0do
RII d¢ dr TI dt -

crer

hokozléstol fligg.

A v=(u,v,w) sebesség, a Il Exner-fliggvény, a © potencialis hémérséklet zart
rendszert alkot, amit kiegészithetliink a nedvességszallitasi egyenlettel. Az allapotegyenletre
kiilon nincs sziikségilink. Ez beleépiilt a kontinuitasi egyenlet transzformalasaba.

Az Exner-fliggvény 6nmagaban is fontos a klasszikus dinamikus meteorologidban.
Adiabatikus feltételezés mellett leegyszeriisiti a z-rendszerben felirt Iégkori hidro-
termodinamikai egyenletrendszert.

X1.5.4. A leggyakrabban hasznalt vertikalis koordinatazasok (
0, 77, ©, hibrid) 6sszehasonlitasa

A meteoroldgidban a két természetes vertikalis koordindta a magassag €s a nyomas.
Gondoljunk csak a radidszondas felszallasok feldolgozasara, a replilésmeteorologidban
alkalmazott 2D térbeli metszetekre, vagy a szinoptikus gyakorlatban hasznalt abszolut és
relativ topografiai térképekre.

XI1.5.4.1. A z- és a p-rendszer korlatai

A numerikus modellezés hdskordban elterjedten alkalmaztak a p-rendszert. A
nemhidrosztatikus modellekben, illetve a lokalis skalaji meteorologiai és aramléstani
modellekben elterjedten alkalmazzdk a Z, illetve a z* koordinatazéast. A felszinkdzeli
aramlasi kép leirdsa, a valtozo als6 hatarfeltétel kérdése a nyomasi rendszerben, vagy a
racshalozat konstrudldsa szamos problémat vet fel. Nehézséget okoz az is, hogy a felszin
kozelében az aramlas koveti a felszint, mig nagy magassagban a légrészek jo kozelitassel az
izentropok mentén mozognak. Ezért sem terjedt el e két koordinatazas a mai operativan futd
1d6jaras-elorejelzo, illetve globalis éghajlati modellekben. Leggyakrabban hasznalt vertikalis
koordinatazas a o, n, ©, és a hibrid. Nézziik meg és vessiik 0ssze ezek eldnyeit és hatranyait.
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X1.5.4.2. A O -rendszer

A o =p/p, koordindta-rendszer a végtelen magassagn légkort az [1, 0]
intervallumba képezi. Konnyli benne szdmolni, egyszerlien megadhatd az also hatarfeltétel
(nincs vertikalis sebesség). A felszin kozelében koveti a domborzat futdsat, és ekvidisztans
felbontas esetén a rétegvastagsag a felszin felett kisebb, ami kiilondsen elényds a hatarréteg
folyamatainak (turbulencia, légkori stabilitds, hatarréteg-vastagsag alacsony szintii jet)
modellezésében. Sik, illetve kis hajlassal rendelkez6 domborzat esetén jol szamolhato a
nyomasi gradiens erd (igy a sz€lmezd) ¢€s az advekcio.

Hatranya, hogy az erdsen valtozd domborzat (hegységek) esetén pontatlan a
horizontalis nyomasi gradiens erd, igy a sebesség becslése. Szintén problémat okoz a
felszinkovetd rendszer olyankor is, amikor a légaramlés nem koveti a felszint. Gondoljunk
csak a lee-oldali ciklogenezisre, vagy a Karpat-medencében levé hideg légparna helyzetre,
amikor a hegységen atkeld levegd hideg 1égtomeg felett ,,cstszik el”. Hasonld probléma lép
fel a hegyekkel szegélyezett tengerparti teriileteken, gondoljunk csak az Adriai-tengerre.

X1.5.4.3. Az 77 -rendszer

A o-rendszerhez hasonléan az [1, 0] intervallumba képezi le a légkort, de a
referencia a tengerszinti légnyomas (vagy a sztatikus nyomads). A domborzatot egyszeri
1épcsds fliggvényként veszi figyelembe, ami megkOnnyiti a szamitast, de a o-rendszerhez
képest bonyolultabba valik a modell als6 hatarfeltétele. A horizontalis modellszintek kozel
parhuzamosak a nyomasi (€s a magassagi) szintekkel, igy pontosabban szamithat6 a
horizontalis nyomdsi gradiens, az advekcid ¢és a sebességi mezd. Jol szamolhaté a
horizontalis divergencia, igy jobban eldrejelezhetok a hatarréteg folyamatai. Jobb
eredményeket szolgaltat az inverzios helyzetek és a hegyen atkeld levegd mozgéasanak
elérejelzésben is, mint a o-modell.

Nehézséget okoz a 1€pcsés fiiggvényként leirt domborzat a hatarréteg
modellezésében, kiillondsen hegyvidéki teriileteken. Hegyvidéki teriileteken csak stirii térbeli
racsszerkezet alkalmazéasaval lehet megfelel6 mdédon figyelembe venni a domborzatot. A
koordinatazas tulajdonsagabol adodik, hogy a hegyekrdl lefutd erds lee-oldali viharokat is
pontatlanul modellezi.

X1.5.4.4. A O -rendszer

A potencidlis hémérsékleti koordinata-rendszer Onmagiban nem alkalmas vertikalis
koordinatanak a numerikus modellekben. Analizismezdk készitésében, 1égpalya szamitasban
azonban jol alkalmazhat6. A konvektiv folyamatokban, a hatarréteg modellezésében nem
teljesiil a szigord monotonitds a magassaggal. A szabad 1égkornek viszont sajatja a stabilitas,
a magassaggal novekvd potencidlis homérseklet. Itt a légrészek az izentrop (allando
koordinatarendszerekben nyer értelmet.

A O-rendszerben konnyl €s pontosan lehet modellezni a potencialis orvényességi
mezOt, ami itt megmaradd mennyiség. Az izentrép potencidlis Orvényesség meghatarozo
szerepet jatszik (kivald indikatora) a szinoptikus rendszerek fejlédésének. Fontos
egyszertsitd feltétel, hogy adiabatikus folyamatok soran nincs vertikalis sebesség, vagyis a
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horizontalis advekcid jol modellezi a 3D légkori advekcios folyamatokat. Erds baroklin
zonakban nagy a potencialis hOmérséklet magassag szerinti valtozasa, igy a baroklin
zondkban (frontok, jetek) és a tropopauza kornyékén finom térbeli felbontést tesz lehetové.
Jol leirhat6 a horizontélis és a vertikalis sz€élnyirds és a hdmérsékleti mezd aszimmetridja. A
vertikélis sebesség ismeretében direkt modon le tudjuk irni a nem adiabatikus hatésokat,
elsésorban a felhdképzddés soran felszabadulo latens hét.

A korlatozé tényezok kozott a hatarréteg modellezése mellett nehézséget okoz az also
hatarfeltétel kérdése. A potencidlis hdmérséklet jellegzetes napi menettel rendelkezik, és az
izentropok metszik a felszint, ellentétben a o-rendszerrel. A szarazadiabatikushoz kozeli
hémeérsékleti gradiens esetén gyenge a modell vertikalis felbontésa, a potencialis hdmérséklet
alig valtozik a magassaggal. E probléma numerikus megoldésa a vertikdlis atrétegzddés, tigy,
hogy tovabbra is teljesiiljenek a megmaradasi tételek.

X1.5.4.5. Hibrid koordinata-rendszerek

A hibrid koordinata-rendszer két rendszer kombinaci6jabdl all 6ssze. Az dramlast kovetve az
alsobb rétegekben egy felszinkdvetd rendszert (z*, ©), a magasabb rétegekben a
geopotencial-felilletekkel kozel parhuzamos (z, p, m O) koordinatazast alkalmaznak.
Leggyakrabban a p-o, m-o0 (ALADIN, AROME, HIRLQAM) ¢s ©-c (RUC) parositast
alkalmazzak. Nincs itt sem optimalis megoldas. A tradiciok, a specidlis igények alakitjak a
koordinata-valasztast.

A ©-0 rendszer esetén eldnyt jelent a jobb csapadékbecslés — a szabad 1égkorbeli we
elérejelzés pontossdga miatt — a o-rendszerhez képest. A hatarréteg folyamatainak
modellezésében pedig kihasznalja a tradicionalis o koordinatazas elényeit. A =
tomegkoordinata-rendszer alkalmazasa szintén javitja csapadék-eldrejelzés pontossagat; a
statikus nyomas szamtasanal figyelembe veszi a 1égkori kihullhat6 viztartalom-valtozasat.

Problémat jelent a kétfajta koordinata-rendszer kozotti sulyozas megadasa, kiilonosen
a 925-700 hPa-os rétegben. Gondoljunk csak a jellegzetes napi menetet mutatd hatarréteg
fejlédésére.

X1.5.4.6. Osszefoglalé megjegyzések

A bemutatott koordinata-rendszerek alkalmazasat és fobb tulajdonsagai az 1. és a 2.
tablazat foglalja O0ssze. Nem torekedtiink a teljességre. Személetes példkat kerestliink a
NOAA oktatasi anyagara tamaszkodva.

Ko6zEép- €s hosszatava eldrejelzésekben €s az éghajlati modellekben a o, 1) és a hibrid
koordinata-rendszer terjedt el. Mezoskaldji modellekben a vertikdlis koordinatdzas széles
skalajat alkalmazzak. A meteorologiai mezOk analizisében, a 1égpalyaszamitdsban
(Lagrange-féle szemlélet) és a nowcasting-technikdban a ® koordindtdzasnak lehet egyre
nagyobb szerepe.

| Vertikalis koordinata | Numerikus modell | Elénydk | Korlatok
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Hegységek feletti
aramlasi mez0 leirasa

Hatarréteg
modellezés komplex
domborzat felett

AVN/MRF, NGM,
MMS, WRF, RAMS

ordinatazas miatt a
hatarréteg
megbizha-to
modellezése

Altalanos hibrid ECMWF, NOGAPS, | A két vertikalis Alacsony szintii
(o-p, o-m) WRF, ALADIN, koordinatazas adiabatikus aramlasi
AROME, HIRLAM | optimalis 6tvozete kép leirasa
©-0 hibrid RUC Baroklin teriiletek Az als6 1égkorbeli
(frontok, tropopauza) | adiabatikus és
nagy érzékenység fazisatalakulasi
folyamatok, illetve a
konvekci6 kezelése
Y A felszinkovetd ko-

Hegységek lee-oldali
aramlasi képének a
modellezése

1. tdblazat. Az egyes vertikalis koordinatak alkalmazasanak fobb eldnyei és hatranyai.

Feltétel o n © hibrid hibrid
0-0 p-0, T-O
Bijekcio Teljesiil Teljesiil Nem mindig Teljesiil Teljesiil
Konzervativ Kielégito Kielégito Kivalo Jo Jo
mennyiségek
megOrzése
Nyomasi Nem Kivalo Jo Jo Jo
gradiens erd megfeleld
pontossaga (hegységek
felett)

2. tdblazat. Az egyes vertikalis koordinatak fobb sajatossagai.
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