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1. Bevezetés

Az idGjaras-elérejelzési modellek hasznélatahoz és ezaltal az elérejelzés elkészitéséhez
nélkiilozhetetlen ismerniink a légkorben fellépd hidro-termodinamikai folyamatokat,
kolecsonhatasokat. A kezdeti mezd ismeretében a fizikai Osszefiiggések alapjan felal-
lithatjuk azokat a matematikai egyenleteket, amelyek segitségével szamszertisithets a
rendszer, meghatérozhato az idébeli fejlédés. Természetesen a légkori folyamatok nem
mindig az elérejelzett médon valtoznak az id6vel, de nagyon fontos a kiindulasi feladat
pontos definialasa (Weidinger et al., 2013, chap. 13.). A dolgozatban elscként megmu-
tatjuk, hogy az ismert fizikai torvényeket hasznalva hogyan jutunk el a sekélyfolyadék-
egyenletekhez. A légkor horizontalis kiterjedése joval nagyobb, mint a magassaga, ezért
— és mas, a dolgozatban felsorolt egyszertsits feltevések figyelembe vételével — jo ko-
zelitéssel a légkor is sekélyviz rendszernek tekinthets. Az egyenletek jellemzik példaul
az egész Foldet koriilolels Rossby-hullamokat, amelyek alapvetd szerepet jatszanak
a nagyskaladju folyamatok lefrasaban, a légkori kolcsonhatasok alakitasdban. Tehat a
sekélyvizi-egyenletrendszer leirja a prognosztika szempontjabol fontos légkori, dina-
mikai folyamatokat, azonban matematikailag egy olyan parcialis differencidlegyenlet-
rendszer, melynek egzakt megoldasat gyakorlatilag lehetetlen megadni, azonban kiilon-
b6z6 numerikus modszerekkel kozelithets (Hordnyi et al., 1998).

Ilyen a Magnus-féle numerikus modszer is, melyet ismertetiink, tovabba ramutatunk,
hogy a Magnus-modszer kozponti kérdése a méatrixexponencialis-vektor szorzat minél
hatékonyabb kiszamitésa. A gyakorlatban erre sajnos csak igen j6 kozelités adhato,
ezt a MATLAB programrendszer segitségével kivanjuk elGallitani. Egyszertibb id6fiiggs
differencidlegyenlet-rendszerre, majd a térfiiggd hévezetési és advekcios egyenletekre
elvégezziik a megfelels diszkretizaciot. Adott kezdeti és peremfeltételek mellett, elss-
renddi Magnus-féle numerikus modszert alkalmazva kétféleképpen, az expm és expmv
fiiggvények hasznalataval megoldjuk az emlitett feladatokat, vizsgaljuk azok pontossa-
gat és gyorsasagat.

Munkank soran ramutatunk az advekcio és a sekélyfolyadék-egyenletek kapcsolatara,
az expm és expmv fliggvények adott matematikai problémahoz kapcsolodd elényeire
és hatranyaira. A hdévezetés mésodrendd és az advekcid elsérendid parcialis differen-
cidlegyenletének numerikus kozelitése soréan szerzett tapasztalatainkat felhasznaljuk a
sekélyvizi egyenletrendszer minél hatékonyabb megoldésara. Az egydimenzios egyenlet-
rendszert térben és idében diszkretizaljuk, majd els6ként a linearis, ezt kovetGen pedig

a nemlinearis megoldast ismertetjiik.



2. Irodalmi attekintés

Az idGjaras elGrejelzése napjainkban egy olyan tudomanyos tevékenység, amely nagy-
ban hozzajarul az ipari, gazdasagi tevékenységekhez és a tarsadalmi joléthez. A szak-
emberek célja, hogy a légkor pillanatnyi allapota altal meghatarozott kezdeti mez6bdl
modellek futtatasaval minél pontosabb informéaciokat szolgaltassanak a varhaté idé-
jarasrol. Szinte az Osszes hasznélatban 1év§ elérejelz6 modell folyadékként kozeliti a
légkort, az itt zajlo kis- és mezoskalajia folyamatok tehat leirhatok valamilyen folya-
dékdinamikai egyenlettel, ahogyan a nagyskalaju folyamatok is (Belousov et al., 2009).
I[lyen az idgjaras egyik fontos befolyasoldja, a globélis Rossby-hullam is, amely jol ko-
zelithet§ a sekélyfolyadék-egyenletekkel, utja és valtozasa ezaltal az egyenletrendszer
megoldasaval szimulalhato. Természetesen minél pontosabban le tudjuk irni egy ilyen
légkori objektum tulajdonsagait — horizontalis méretét, karakterisztikus idejét, vagy
akar a vertikalis sebességét — azaz minél pontosabb a szoéban forgd szimulacio, az el6-
rejelzéstink annél jobb lesz.

Szamos kutatd foglalkozott és foglalkozik jelenleg is a sekélyvizi egyenletrendszerrel,
hiszen egy adott feliilet felett aramlo folyadék jelensége egyike a tudosok és mérno-
kok altal gyakran hasznalt fizikai folyamatnak. Az emlitett meteorologiai vonatkozas
mellett széles korben hasznaljadk még az arhullamok, arapaly jelenségek leirasara, gat-
szakadas modellezésére is. Annak ellenére, hogy az aramlé viz mindennapos jelenség,
a mozgast leird egyenletek til bonyolultak a gyakorlati hasznalathoz. Az egyszertisitG
feltevéseket alkalmazva kapott egyenletrendszer csak nagyon ritkan oldhaté meg pon-
tosan, és még a numerikus kozelitésekben is nehézségek adédhatnak, nem szolva az
olyan gyakorlati akadalyokrol, mint példaul a valtozé domborzatt meder. Nagyon sok
numerikus modszer sziiletik, azonban kevés olyan van, amely megbizhaté minden tipu-
su sekélyfolyadék-egyenletekre; egy erds és jo numerikus modszer tigy képes megoldani
az egyenletrendszert, hogy figyelembe veszi a valtozo talajt, és minden mas nehezité
kortilményt is (George, 2004).

A kutatok korében a szoban forgo hiperbolikus egyenletek probléméajara nagyon elter-
jedtek a Godunov- és a Riemann modszerek hasznalataval alkotott numerikus meg-
oldasok. Népszertiségiik oka lehet, hogy kénnyen kezelhetd veliik tobb, a hiperbolikus
tulajdonsagaikbol ad6do akadaly.

LeVeque (LeVeque, 2004) a Godunov-modszer nagy felbontast verzioit készitette el,
ezzel olyan, a sekélyvizi egyenletrendszerhez hasonl6 egyenletek megoldasait vizsgalta,

melyek leirjak a hullamterjedés és transzport jelenségeket. Sémait eredetileg a légkor-



ben is gyakran kialakul6 lokéshullamok vizsgalatéara készitette, de a modszerei hasz-
nalhatéak més hullamterjedési problémék leirasara is. Jakeman szintén — mésodrend
centralis upwind sémara épiil§ — Godunov-moédszerrel, emellett masodrendd Runge-
Kutta-modszerrel is megadta az egydimenzios egyenletrendszer megoldasat (Jakeman,
2006).

To6bb numerikus kisérlet iranyult arra, hogy az egyenletrendszer mellett figyelembe ve-
gyenek egy un. forrastagot is, amely a kiillonb6z6 mederaljzat tulajdonsigait hordozza
magaban. Ezaltal a folyadék nem egy teljesen homogén felszin felett aramlik, hanem
példaul a lejté vagy mas domborzati viszonyok hatasai is megjelennek, a gyakorlati
problématol fiiggden. George egy olyan, Godunov tipustt numerikus megoldést dolgo-
zott ki, amely igen pozitiv eredményeket ad nagyon sekély dramlas esetén, a meder
figyelembevételével is (George, 2004).

A Godunov tipust modszerek elényei mellé fontos megjegyezniink egy hatranyukat
is: nagy szamitasigényiliket. Broomans kutatésa sordn nagy hangsilyt helyezett azon
numerikus modszerek vizsgalatara, amelyekkel a memoria és szamitasigény minima-
lizalhato, emellett a megoldéas pontossaga novelhetd (Broomans, 2003). A numerikus
sémak célja tehat a minél pontosabb és gyorsabb megoldésok szolgaltatasa, ennek érde-
kében a Godunov mellett szdmos mas modszerrel is probalkoztak. Delis és Katsaounis
(Delis and Katsaounis, 2005) relaxacios modszereket alkalmaztak. Ez a séma a klasszi-
kus modszereket és a Runge-Kutta-modszer id6lépcséit 6tvozi. Hatalmas elénye, hogy
alkalmazéasa soran semmilyen Riemann-féle megoldoképlet nem sziikséges, szamitéasigé-
nye ezaltal lecsokken. A relaxacios mellett a véges kiilonbséges modszerek is igen jonak
bizonyulnak a sekélyvizi egyenletrendszer megoldasara, azaz a hullam magassaganak
megadéséara és a sebesség meghatarozasara (Crowhurst and Li, 2013; Hudson, 2009).
Ezen modszer hasznalatanak tovabbi elénye, hogy a racshalo finomitasaval a megoldas
folyamatosan javul, a hiba igy minimalisra csokkenthetd.

Az eddigiekben emlitett 0sszes numerikus médszer a megoldas soréan horizontélis lépés-
kozoket alkalmazott, azonban felmeriilhet a kérdés, hogy egy vertikalis 1épés beépithets-
e valamelyik numerikus modellbe, ezzel is javitva a megoldast. A felszini gradiens mod-
szer a medret lejtének tekinti és amennyiben a lejt6 elég meredek, a moédszer hasonlithat
a vertikalis lépéssel valo megoldésra. Zhou munkatarsaival a valos vertikalis 1épés ke-
zelése céljabol kiterjesztette a felszini gradiens modszert, ezzel egy tGjabb hatékony és
stabil séméval bévitve a megoldasok tarhazat (Zhou et al., 2002).

Jelen dolgozat célja a halmaz kiegészitése egy tjabb numerikus modszer, a Magnus-

modszer vizsgalataval. A séma megoldasvektorat egy maéatrixexponencialis és egy vek-



tor szorzatdnak kozelitésével kapjuk. A megoldas integratorok végtelen soraként all
elg, melynek minél tobb tagjat tekintjiik, annal bonyolultabb, de pontosabb sémat ka-
punk (Magnus, 1954). A Magnus-integratorok megfelelGen csonkolt véltozata idében
szimmetrikus, tovabba tobb teszt eredményeként elmondhato, hogy a megoldas képes
onmagét stabilla tenni, ezaltal hatékonyabb séma példaul a Runge-Kutta-modszernél
(Iserles et al., 2001).

A Magnus-féle kozelitést eredetileg matematikai problémak megoldasara mutattak be,
azonban Magnus munkajaban leirja, hogy a moédszer kvantummechanikdban is hasz-
nalatos. A modszer elénye, hogy barmilyen rendt kozelitést szeretnénk szamolni attol
fiiggGen, hogy milyen az adott fizikai vagy anyagi mindség, a pontos megoldast kap-
juk meg (Blanes et al., 2009). Az integratorok konvergencidjanak problémaja Magnus
eredeti cikkében elég homéalyosan kezelt, azonban erre tobb kutatast végeztek, az ala-
csonyabb és magasabb rend sémékra egyarant (Pechukas and Light, 1966; Wei, 1963;
Wei and Norman, 1963; Bdtkai and Sikolya, 2012). A Magnus-modszert a fizika sok
teriiletén alkalmaztak, ilyen példaul a nuklearis- és az atomfizika is, de a numerikus
eszkozt a hires id6fliggs Schrodinger-egyenletek megoldasara is hasznéltak (Chang and
Light, 1969; Hochbruck and Lubich, 2003). A Magnus-modszer az elektrodinamika te-
riiletén is bizonyitotta hatékonysagat. Altala ismert egy olyan, méasodrendben pontos,
a Maxwell-egyenletek megoldasara vonatkoz6 numerikus médszer, amely képes id6fiig-
g6 anyagi paramétereket — permeabilitast és permittivitast — is kezelni (Farago et al.,
2012).

A legtébb kutatas célja a modszer miikddtetése és konvergenciajanak vizsgalata az
tjabb és tjabb egyenletekre (Blanes et al., 1998; Casas, 2007). Annak ellenére, hogy
a sémat eredetileg elsérendii, kozonséges differencidlegyenlet-rendszerek megoldésara
alkottak, a megoldott feladatok halmaza idé kézben folyamatosan szélesedett példaul
Sturm-Liouville-problémak nemlineéris egyenleteivel is (Blanes et al., 2009). A legfon-
tosabb, hogy a modszer egy fontos eszkoz a fizikusok szamara, tton-ttfélen bizonyitja,
hogy sok j6 tulajdonsaga miatt érdemes a kutatas targyava tenni.

A Magnus-féle kozelités tehéat egy olyan elegans modszer, a matrixexponencialis végte-
len soranak ujragondolasan és kiszamitasan alapul. Egy métrix exponencidlisa a gya-
korlatban altalaban sokféleképpen kiszamithato. A kiilonféle modszerek stabilitasat és
hatékonysagat Osszehasonlitva latjuk, hogy egyik sem tokéletes, csupan van, amelyik
pontosabb, ezzel egyiitt van, amelyik bonyolultabb algoritmusokat hasznal a tébbinél.
Moler és VanLoan 6sszeszedték a gyakorlatban leggyakrabban alkalmazott tizenkilenc

darab métrixexponencialis szamitasi modot (Moler and Van Loan, 2004). Kiemelték:



az, hogy melyik modszer a legjobb, nagyban fiigg a kezelendd probléméatol. Az felsoro-
lasukban megtaldlhato tébbek kozott a Taylor- és a Csebisev-féle kozelités, a Newton-
vagy Lagrange-féle interpolécios eljarassal szamitott exponenciélis is, azonban nem sze-
repel az igen hatékony és uj Al-Mohy és Higham féle expmv fliggvény (Al-Mohy and
Higham, 2011). A modszer az atskalazo és a Taylor modszert 6tvozi, stabilan miikodik
problémék széles korére, ezen feliil a szamitési igényeket tekintve is jobbnak bizonyul,
mint az emlitett tizenkilenc szamitasi mod.

Tekintstink tgy a Magnus-mddszerre, mint egy sok oldald térbeli alakzatra. Jelent-
sen minden oldala egy tjabb, feltarasra keriil§ alkalmazasi lehetGséget. Lattuk, hogy
megannyi gyors, stabil, tehat hatékony megoldast dolgoztak ki a séma hasznalataval.
Az elképzelt objektumunk tovabbi tjabb oldala a mésodrendd Magnus-integratorok
vizsgalata parabolikus parciélis differencidlegyenletekre. Gonzalez ennek kapcsan mun-
katarsaival igazolta, hogy a kidolgozott modszeriik, amely minden lépés soran kétszer
koveteli meg a métrixexponencidlis szamitést — ezzel is névelve a pontossagot — stabil
és konvergens (Gonzdlez et al., 2006), és ez a konvergencia akar masodrendt is lehet
(Gonzdlez and Thalhammer, 2007).

Ezen szakdolgozattal célunk djat forditani képzeletbeli alakzatunkon, és a parabolikus
kutatasok utéan hiperbolikus parcialis differencidlegyenlet-rendszerre, a sekélyfolyadék-

egyenletekre tesztelni a Magnus-modszert.



3. A sekélyvizi egyenletrendszer

Elsgként megmutatjuk, hogy a sekélyvizi egyenletrendszer (shallow water equations)
miként kaphato meg a megfelel§ fizikai és matematikai Gsszefiiggések felhasznalaséaval
(Csomds and Winckler, 2014; Havasi, 2000).

Tekintsiink egy M C R? tartomany felett dramlo folyadékot. Az dramlas kozben
egy tetszdleges t > 0 id6pontban egy valasztott folyadékelem helyzetét a térben az
(z,y,2) C M x[0, H] C R3 iranyvektor adja meg, ahol z a kelet-nyugati, y az észak-déli
iranya komponens, z pedig az (x, y)-sikra mergleges, fliggsleges iranyt komponens gy,
hogy H > 0 a folyadék legnagyobb magassaga. A folyadék mozgésat minden pontban
meghatéarozzék az x,y, z iranya u(t, z,y, z),v(t, z,y, 2), w(t, z,y, z) sebességkomponen-
sek. Bz a descartes-i jelolésrendszer hasznalhato a mozgasegyenletek leirasara, amelyek

kiilonb6z6 valtozoikban egyszertisodnek, ha alkalmazzuk a kovetkez§ feltevéseket.

i. Az aramlo folyadék horizontalis kiterjedése joval nagyobb, mint a magassiga.

— e

i. A folyadék Osszenyomhatatlan, stirtisége egy trajektoria mentén allando.
iii. A fels6, szabad hatarfeliilet nyomasa allando.
iv. A belsg surlodastol eltekintiink.

v. A folyadék hidrosztatikus egyensilyban van, azaz a gravitacios erd egyensilyt

tart a vertikalis nyomasi gradiens erével.
vi. A horizontalis sebességkomponensek nem fiiggnek a magassagtol.

Ezen egyszertisits feltevések mellett a légkor is sekélyfolyadék rendszernek tekint-
hets. A dolgozat tovabbi részeiben amennyiben ezek egyértelmiiek, eltekintiink a be-

vezetett fliggvények koordinéta fliggéseitsl.

3.1. A mozgasegyenletek

A sekélyfolyadék kozelités egyszertisége miatt igen elterjedt, segitségével lehet&ség nyi-
lik tobbek kozott a légkori nagyskalaju folyamatok leiraséara is ( Weidinger et al., 2013).
Ahhoz, hogy a modellt a késGbbiekben mi is hasznélni tudjuk, megmutatjuk, hogyan
jutunk el az egyenletrendszerig.

Alkalmazzuk a fent felsorolt egyszertsitG feltételeket a mozgésegyenlet altalanos

alakjara.



3.1.1. Kontinuitas

Zart rendszerben a teljes folyadék mennyisége nem valtozik, érvényes tehat a kontinu-

do Ou Ov  Ow '\
E—FQ(%—f—a—y—i—%)—O, (1)

ahol o(t,x,y, z) a folyadék siirtisége az (x,y, z) pontban, valamely ¢ id6pontban. Az

itasi egyenlet:

d
egyenlet a (ii.) (d—f = konst) feltétel miatt

ou Ov Ow

a—a:—Fa—y—'—a =0 (2)

0
alakban irhato fel. Fejezziik ki T4 ¢ integraljuk z szerint:

0z

ou Ov ) 3)

w(t,z,y,2) = —=z ( I + ay
Jelolje h = h(t, x,y) a folyadékréteg magassagat. Hasznaljuk fel, hogy z = h-ra (Nagy,

1985)
du v oh _ on _ h

w(t7x7y7z>:_ <%+8y)’w(t’x7y’z)za+u%+va_y (4)

Innen a két egyenletet egyenlévé téve kapjuk a kdvetkezst:

—h(%+@)=@+u%+v@. (5)
oxr Oy ot ox dy

Szorozzuk meg mindkét oldalt a g-vel, amely a gravitacios gyorsulas allando értéke.
Lathato, hogy megjelenik a gh szorzat. Legyen ® = ®(t,z,y) = gh(t,z,y) a szabad
hatarfeliilet geopotencidlja. Ezt felhasznalva, és az egyenléséget egy oldalra rendezve

jutunk el a

0P 0o 0o (I)(@ 81}):0 (6)

Osszefliggésig.

3.1.2. Sztatika

Tekintstik a (iii.) feltételt, miszerint a nyoméas allando, h a folyadék magassaga. Ezek
alapjan:

p(t,z,y,h) = po, (7)
a szabad hatarfeliilet nyomasa, gy, hogy a koordinatarendszer z = 0 szintjét a folyadék
felszinéhez rozitjiikk. Az (v.) feltételbdl kovetkezik, hogy érvényes a sztatika alapegyen-
lete:

dp
a = —0g. (8)

9



Ezt z szerint integralva a

p(t,x,y,2) = —o0g9z + c(t, z,y) (9)

egyenletet kapjuk, ahol ¢(¢,z,y) az integracios alland6. Mivel z szerint integraltunk,

jelenleg c fiiggetlen z-t6l. A (7), (9) Osszefiiggések alapjan lathato, hogy:

—ogh + c(t,z,y) = po. (10)

Ebbdl c(t, z, y)-t kifejezve, és (9)-ba helyettesitve kapjuk a kovetkezs egyenletet:
p(t, z,y,2) = —0gz + po + ogh = 0g(h — ) + po. (11)

A nyomas tehat a folyadék egy (z,y, z) pontjaban egyenld, a hidrosztatikai nyomas és a
szabad hatéarfeliilet nyomésanak 6sszegével. Differencialjuk az imént kapott egyenletet
x és y valtozok szerint, majd hasznaljuk a (6)-ban is alkalmazott feltételt, igy itt is
megjelenik a mar emlitett ®(¢, x,y) fliggvény.
dp oh 0P
Oz = QQ@ = Q%:
dp oh 0P
oy Yoy “oy

(12)
(13)

3.1.3. Az Euler-egyenletek

Nincs mas hatra, mint felhasznalni az Euler-féle horizontalis mozgasegyenletek ismert
alakjat (Czelnai et al., 1991):

ou 10p 1

- _ -2 _IF 14
o vVu an+fv e (14)
ov 10p 1

- _ o IF 1

5 vV 23y fu oL (15)

ahol v = (u,v,w)", F, é¢s F, az F sarlodasi er6 x és y irdnyd komponensei, ezeket
a tagokat a (iv.) feltétel miatt elhagyhatjuk. Az f = 2wsing a Coriolis-paraméter,

ahol w jeloli a Fold forgasi szogsebességét, ¢ pedig a féldraajzi szélességet. Tovabba
U

. . - ov
eltiinnek mindkét egyenletben a gradienst kifejezve kapott w— és w— tagok az u és
z z

v fliggvények z-t6l valo fiiggetlensége miatt ((vi.) feltétel). Rendezziik a tagokat egy
oldalra, és helyettesitsiik be a (12) osszefiiggéseket, igy a horizontalis mozgasegyenletek

a kovetkezd alakra egyszertisodnek:

ou ou ou 0P

e hatins 4= = 1
8t+u8x+v(‘3y+8x fv=0, (16)
@4_ @—f‘ @+a_q)+f =0

ot " Yor " Vay "oy YT
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Fejezziik ki (6), (16) egyenletekbsl 22, 2% 20 derivaltakat.

(0h __ Oh  Oh ., (Ou v
ot~ "oz oy ar | oy

ou ou ou oh
= —U— —V— —

du _ on _ 17
a1 ar Yoy Yo TV (17)

A kapott (17) rendszer egyenletei alkotjak a sekélyvizi egyenletrendszert, amely egy
els6rendd nemlinearis parciélis differencidlegyenlet-rendszer. A késébbi felhasznalas
miatt a geopotencialt ismét kifejeztiik, igy az egyenletrendszer ismeretlen fliggvényei
h(t,xz,y),u(t,z,y) és v(t,z,y). A feladatot a ug(z,y),ve(x,y) és ho(x,y) kezdeti és
megfelel6 peremfeltételek mellett szeretnénk numerikusan megoldani az Gn. Magnus-

modszerrel.
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4. A Magnus-mobdszer

A Magnus-féle numerikus modszer segitségével differencidlegyenlet-rendszerek megol-
dasait allithatjuk els, alkalmazasat kiilonb6zs példakon keresztiil ismertetjiik (Magnus,
1954).

Legyen a megoldand6 Cauchy-feladat egy n db egyenletbdl allo linearis differenciale-

gyenlet-rendszer a kovetkezé alakban:

b'(t) = A(t)b(t)
b(0) = bo.

(18)

Keressiik az b(t) = (b1(t), ba(1), ..., b,(t)) fliggvényt, amely egy n komponensii vektorér-
téki fiiggvény. Az A egy t-t6l fliggd n X n-es matrix, és a kezdeti feltételben megadott
by egy R"-beli vektor. A probléma megoldasa n értékétdl fliggben tobb esetre bomlik.

1. El6szor tekintsiik az n = 1 esetet, azaz A egy 1 x l-es méatrix, vagyis A(t) = a,

a € R szam, és tételezziik most fel, hogy ez az a szdm nem fiigg ¢-t6l. A feladat ekkor

¥ (t) = ab(t)
b(0) = by

(19)

alakban irhato fel, mely igen egyszertien megoldhat6. A keresett fliggvény az exponen-
cialis, hiszen ez a fiiggvény rendelkezik azzal a tulajdonsiggal, hogy derivaltja onmaga
(jelen esetben egy a valds szammal szorozva). Tehat b(t) = e*by. Ellendrizziik ezt:
V(t) = ae(at), by = b(0) = by = e%by = by.

2. A mésodik esetben legyen n > 1, ekkor A mar egy n x n-es matrix, de tegyiik fel
djra, hogy elemei t-t6l fiiggetlen, adott szdmok.

Példaul n = 2-re egy egyenletrendszer és a hozzé tartozdé A matrix:

o= A4b — b
Lo (20)
b, = 5by -+ 8by
4 —1
A:
5 8

A megoldés — a példatol eltekintve is — az els6 esethez hasonléan az b(t) = e!by alakban

A

all els. Itt viszont az e** mar nem egy szam, hanem egy n X n matrix exponenciélisa.

Egy matrix exponenciélisin a kovetkezs végtelen Gsszeget értjiik:
1 1
eA:]+A+§A2+§A3+..., (21)
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ahol I az n x n-es identitasmatrix. Ez alapjan tehat a megoldasban szerepls et is

felirhato egy végtelen sor 6sszegeként, mely Osszeg szintén egy n X n-es matrix lesz.

oo k

k=0

Az A egy matrix, norméaja tehat véges, ezért a a (22) sornak létezik Gsszege, melyet az
A métrix exponencialisinak neveziink.
3. Az el6z6 két esetben a € R és A € R™™ " ¢-t4l fiiggetlenek voltak. Vizsgaljuk most azt
az esetet, amikor az A egy t-t6l fiiggd matrix. Ekkor a (18) feladat az alabbi alakban
irhato fel:

b'(t) = A(t)b(t)

b(0) = by.

(23)

Az els6 két esetbdl kiindulva gondolhatnénk, hogy a megoldés ujra el6all b(t) = etAMp,
formaban. 1954-ben Magnus foglalkozott azzal, hogy az exponenciélis argumentumaban
l16vs szorzatot, és ezaltal a keresett b(t) fliggvényt hogyan kozelithetnénk (Magnus,
1954). Az altala kidolgozott és rola elnevezett Magnus-modszer lényege, hogy a (23)
egyenletrendszer megoldasat az

b(t) = MW, (24)
alakban keressiik, ahol Q(t) egy ¢-t6l fiigg matrix, amely elGall egy végtelen sor Gssze-

geként. Ez a Magnus-sorfejtés, melynek elsé néhany tagja (Bdtkai and Sikolya, 2012):

/ A(sy)ds; — -/ [/ Als) dSQ,A(sl)] ds,
+1/o [/ [/ Alss) dsg,A(SQ)} dsz,A(sl)} ds, ..

ahol [U,V] = UV — VU az U és V matrix kommutatorat jeloli. Az Q(¢) matrix tag-

(25)

jait ezen analogia szerint a végtelenig irhatnank, és minél tobb tagot tartalmaz, annal
bonyolultabb, de természetesen annal pontosabban is kapjuk meg a megoldas numeri-
kus kozelitését. Latjuk, hogy a végtelen sor az A méatrix integraljaibol és A kiilonb6z6
helyeken vett kommutéatorainak integraljaibol all. A masodik tagban A(s;), A(s2) kom-
mutatorat kell integralnunk, vagyis az A(s1)A(sg) — A(s2)A(s1) kifejezést, figyelembe
véve, hogy egy matrixot elemenként integralunk. A Magnus-integratorokat nem mindig
sziikségszerd az emlitett kommutator-integralassal kifejezniink, megadhatoak kozelité
modszerekkel is, ahogy a dolgozat tovabbi részeiben is tessziik.

Keressiik tehat az (t) matrix valamilyen egyszeriibb alaku kozelitését. A Magnus-

sorfejtés els6 tagjaban szerepls integralt a kozépponti modszerrel kozelitve az

a(r) ~ - A7) (26)
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kozelitéshez jutunk. Ekkor
b(t) = eXpy ~ 42, (27)

Osszuk fel a szamegyenesen a [0, ¢] intervallumot N € N darab 7 = ¢/N hosszisagt

lépéskozre, igy nt az a hely, ahol n 1épésszam utan allunk (1. dbra).

1. abra: A [0,t] intervallum felosztasa 7 hosszusagu lépéskoziokkel.

Alkalmazzuk az n-edik részintervallumon is a kozépponti modszert. Ekkor a (23) feladat

ntA(nT+3)p, alakban, mely a hatvanyozéas azonos-

megoldasvektora felirhaté b(nt) = e
sagait felhasznalva elsall b(n7) = e™ ™ +32)p((n — 1)7) formaban. Legyen b(nt) =: b,

ezt bevezetve az el6zGek alapjan felirhato az y,, 1 megoldasvektor is:
bppr =7 ATTRY  n=0,1,2. .. (28)

Ez a megoldasvektor elsérendii Magnus-féle kozelités. Munkank soran alkalmaztuk még
az eggyel bonyolultabb iteracios eljarast is. Ez el6szor az (n+ %)—edik lépésben szamitja

a megoldast, majd ezt hasznalja az (n+1)-edik 1épés megoldéaséhoz, a kovetkezé modon:

1 T
bn+ — eiT'A(m——l—i)bn

(NI

(29)
eT'A(nTJr%)b

b1 = nt n=20,1,2...

A numerikus megoldas egy olyan vektort eredményez, amely fiigg a 7 16péskoztsl. A (29)
Osszefiiggéshez megadunk egy by kezdeti értéket, ebbdl szamitjuk by, by, - - -, b1 megol-
déasvektorokat, ahol n értékét természetesen mi valasztjuk meg. Lathato, hogy a szami-
tasaink soran sziikségiink van egy — az adott feladattol fliggé — méatrix exponencialisa-
nak megadasara, ezt kovetGen pedig az exponencialis-vektor szorzat minél hatékonyabb

kiszamitésara, amely a gyakorlatban csak kozelitéssel lehetséges.

A dolgozat tovabbi részeiben vizsgaljuk a Magnus-modszert. Egy numerikus kozeli-
tés akkor jo, ha konvergens, azaz kisebb 7 lépéskozokre (vagyis nagyobb n értékekre) a
numerikus megoldas egyre kozelebb keriil a pontos megoldashoz. Példakon keresztiil ele-
mezzilk a matrixexponencialis szamitasi modjait kisméretd matrixoktol egyre nagyobb
méretiiek felé haladva. Mindezt a MATLAB programrendszer segitségével tessziik, fi-

gyelemmel kisérve a pontossagon tul a futas gyorsasagat is.
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5. A matrixexponencialis szamitasi moédjai

A cél a Magnus-moddszer alkalmazasahoz sziikséges métrixexponencialisok kiszamitésa
a pontossag és a gyorsasag egylittes igényével. A MATLAB programrendszerrel dolgo-
zunk, ezért vizsgaljuk a beépitett expm fliggvényt, majd a MATLAB-ban eredetileg nem

megtalalhato, azonban igen hatékony expmv fiiggényt.

A beépitett expm fliiggvény

Neézziik els6ként a MATLAB beépitett fliggvényét: az expm fiiggvényt. Egy matrix expo-
nencialisan a (21)-ben feltiintetett végtelen sor dsszegét értjiik, az exponencialis értéke
egy matrix. Az expm fliggvény egy méatrixot kér az argumentuméba, és egy matrixot
ad vissza, azonban nekiink a Magnus-modszer kimenete vektor értékid, tehat az expm
parancs utan sziikségiink van még a kapott matrixexponencialis vektorral val6 szorza-

sara.

Az expmv fliggvény

Az eléz6ekben ismertetett expm fiiggvénnyel szemben az expmv nem a méatrixexponen-
cidlist szamitja ki, hanem kozvetleniil a métrixexponencialis szorzatat valamely vek-
torral. Az expmv az argumentumaba kéri a matrixot, és azt a vektort is, amivel az els§
esetben  kézzel” szoroztunk. Fontos elénye az expm-el szemben, hogy kimenetele egy
vektor (Al-Mohy and Higham, 2011). Szamunkra ez sokkal kézenfekvabb, hiszen a méat-
rix exponencialisara énmagaban nincs sziikségiink, csak a kimeneti megoldasvektorra.
A kérdés az, hogy vajon melyik fiiggvény ad pontosabb megoldést, és mennyi idébe

telik azt kiszamolni.
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6. Eredmények

Induljunk el egyszerti, kisméretii matrixoktol a bonyolultak felé. A feladatokat MAT-
LAB-ban megirt .m fajlokkal valositjuk meg. Vizsgaljuk az egyes megoldasok pontossa-
gat és gyorsasagat is. Mérlegeljiik, hogy a késébbiekben a sekélyvizi egyenletrendszer

megoldasdhoz melyik exponencialis-szamitasi modszert a legcélszertibb hasznalnunk.

6.1. Kisméretii matrix

A megoldand6 feladatunk a (18)-ban definialt n darab egyenletbdl allo egyenletrend-
szer a megfelels kezdeti feltételekkel ellatva.

Els6ként tekintsiink egy példat az n = 2 esethez, azaz a megoldandé egyenletrendsze-
riink legyen:

t thy + by sint,

(1
by (t

1 (1)
L(t) = t2by + 3bo, (30)
bl(

0) =
b5(0)

Ebben az esetben a keresett megoldésvektor két komponensbdl all, a kezdeti érték egy

szintén 2 elembdl allo vektor: ug = (4,6), A(t) pedig a kévetkezd méatrix:

A(t) = ( ;2 Si;” ) . (31)

A kérdés egy adott t id6pillanatban, példaul ¢ = 0, 1-ben az u(t) megoldasvektor és a
szamitashoz sziikséges id&.

A megvalositas soran vizsgaljuk mindkét exponencialis-szamitasi modszerrel a kapott
értéket és a futasi idét. A programot megirva és futtatva a kapott u(t) vektor mind az
expm, mind az expmv felhasznalasaval ugyanaz: u(t) = (4,0551,8,1003), tehat azonos
pontossaguak, a CPU idében azonban eltérés tapasztalhaté. Az expm fiiggvény ko-
riilbeliil 1,37-szer hamarabb kiszamolja ugyanazt az értéket, mint az expmv fiiggvény.
Természetesen az ug kezdeti érték vektor és az A(t) matrix tetszdlegesen valtoztathato.
Eddig egy adott t értékre vizsgaltuk az exponencialisokat. Tekintsiik most tjra a (30)
feladatot, de vezessiink be 7 > 0 1épéskozt. A numerikus megoldas pontossaga igy is
azonos az expm és expmv fiiggvényekben, ez a kés6bbiekben is minden feladatra hason-
l6an alakul. Azonban a megoldas CPU idejében tjra eltérést tapasztalunk, szintén az

expm javara. Kis matrixokra az eddigiek alapjan megallapithato, hogy az expm fiigg-
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vény ugyanolyan pontossidg mellett gyorsabb, azaz 0sszességében hatékonyabb, mint az

expmv fiiggvény.

6.2. H6vezetés

Az eddigiek soran kismérett, elsérendi differencidlegyenlet-rendszerek megoldaséaval
foglalkoztunk. Haladjunk most a nehezebb feladatok felé, és tekintsiik a hévezetésre

vonatkoz6 masodrendt parcialis differencidlegyenletet:

or  o*T
= 32
ot 0x? (32)
Keressiik azt a T'(t, x) kétvaltozos fiiggvényt, mely kielégiti ezt az egyenletet a
T(0,) = To(x) (33)
a kezdeti feltétel, és a
T(t,0) = T(t,1) = 0 (34)

homogén Dirichlet-féle peremfeltétel mellett. Az el6z6 két feladatban a megoldés csak
az id6 fiiggvénye volt, most viszont 7' mar nem csak ¢-t6l, hanem z-tdl is fiigg, igy
a tértartomanyon is definidlnunk kell egy racshalot. Legyen 7 idébeli 1épcsé mellett
Az > 0 a térbeli ugrés.

Ha a [0, 1] intervallumot J db részre osztjuk, akkor a j-edik osztopont az z; := (j —
1)-Ax pont lesz (j =1,2,...,J + 1).

Diszkretizaljuk térben az T'(t,z) fliggvényt, és vezessiik be az
m;(t) :=T'(t, z;) (35)
jelolést, valamint definidljuk az m(t) vektort a kévetkezSképpen:

ma (t)
m(t) = mz@ . (36)

mJ(t)

A feladatban a Magnus-modszer alkalmazéséaval keressiik a (18)-ban mar bevezetett
alakban az m(t) vektort. Ezek alapjan m(t) id6derivaltja és a megoldas a kovetkezd

modon irhato fel:

(37)



A (33)-bsl T'(0) ismert, m(0) ezen T'(0) kezdeti, tértdl fiiggd fiiggvény racsponti érté-
keibdl allo vektor. A kérdés: hogyan all el az A méatrix?

A ‘32775, t-t6l és x-t6l fiiggd fiiggvényt a (¢, z;) pont koriil Taylor-sorba fejtve a

o*T T(t,xi1)—2-T(t,x;)+T(t,x;
w(tvxj) ~ ( J 1) (A(x)2]) ( J+1) (38)

kozelits egyenlGséghez jutunk, amely a fent bevezetett jeldléssel a

0*T 1

a2 (i) & Baf (M1 (t) = 2my(t) + my (1)) (39)
alakba irhato. Az egyiitthatokbol leolvashato, hogy az m(t) vektort milyen méatrix-
szal kell szoroznunk ahhoz, hogy a (39) kozelités jobb oldalat kapjuk. Lathato, hogy
a matrix-vektor szorzat j-edik eleméhez csak az m(t) vektor (j — 1)-edik, j-edik és
(7 + 1)-edik eleme ad jarulékot. Az A méatrix tehat egy tridiagonalis matrix, melynek

a féatlobeli elemei —2-esek, a két mellékatlobeli elemei pedig 1-esek. Nem szabad el-

1
feledkezniink a matrix W szorzojarol sem, és a (34) peremfeltételrsl. Ahhoz, hogy
x
az egyenlet ezt kielégitse, a hGvezetés A matrixa helyesen
0o 0 0 0 O 0
0 -2 0 0
0 -2 0 0
1
At) = 0o 0 1 =21 0 40
)= A (10)
o 0 ... 0 1 =220
o 0 0 0 ... 0

alaki, tehat (J+42) x (J42) méretd. A matrix-vektor szorzathoz sziikséges dimenziobeli
egyeztetés — a peremfeltétel altal kapott nulla sorok és oszlopok — miatt a T'(¢,x)

fiiggvény térbeli diszkretizaciojaval kapott m(t) vektor J + 2 elemd:

mi (t)
iy = | ™|, (1)

mjy2 (t)

és a j-edik osztopontot x; = (j — 1)Ax jeloli. A fiiggvény diszkretizaciojaval kapott
(35) Osszefliggés tovabbra is igaz j = 1,2,...,J + 2 mellett.

A kapott A maéatrix méar a feltételeknek megfelels, és fligg a térbeli lépéskozok nagy-
sagatol. Minél kisebb Ax felosztéast tekintiink, annél nagyobb az A matrix. Emellett
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elvarasaink alapjan a numerikus médszer annal jobb, minél finomabb a felosztas, azaz
minél nagyobb a matrix, amelynek az exponenciélisdval szoroznunk kell. Tehéat az el6z6
két eset kis matrixaival szemben most nagy matrixok exponencialisat kell kiszamita-
nunk. A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogyan viselkednek ebben az esetben az expm és

expmv fliggvények.

Megval6sitas

A megoldas hatékonysaganak novelése érdekében érdemes kihasznalnunk, hogy az A
méatrix Un. ritka matrix. Lehetdségiink van csak a nullatol kiilonbozé elemek helyét
eltarolni, igy a szamitas nagy mértékben gyorsul.

A hévezetés parcialis differencidlegyenletének ismerjiik a pontos megoldasat is a To(x) =

sin z kezdeti és az adott peremfeltételek mellett:
T(z,t) =e " sin(z). (42)

Ezt alkalmazzuk a numerikus megoldasban a (33) kezdeti feltétel megadasahoz. A 1épés-

“ e,

figyelembe kell venniink a
(Az)?

At <
2

(43)

stabilitasi feltételt (Stoyan and Takd, 2008).

Pontossag

Teszteljiik a numerikus modszer pontossigat a hévezetés fent emlitett pontos megol-
daséaval, ahol Ty(z) = sin(z), x € [0,7] a kezdeti feltétel. A J felosztas értéket elég
nagynak valasztva a fiiggvények megfelelen simak lesznek, menetiik jol kdvethetd.

A 2a., a 2b. és a 2c. dbra szemlélteti harom idérétegen, azaz t = tj, t = t és
t = t; id6pillanatokban, hogy hogyan viselkednek a pontos megoldas és a numerikus
kozelitések értékei, végigkovethets az idébeli valtozas és a konvergencia. Az expm és
expmv hasznélataval Gjra ugyanazokat a megoldasvektorokat kapjuk.
Eszrevehetd, hogy egy, a kezdethez kozeli idépontban a pontos megoldas és a numerikus
megoldéas gorbéi teljesen egyiitt vannak. Ahogy a 2b. és a 2c. dbrak is mutatjik, minél
tobb lépést tesziink az idében, annal kozelebb keriilnek az azonosan nulla fiiggvényhez,
azonban ezt teljesen egyiitt mozogva teszik meg, nem tapasztalhato tehat eltérés a két

megoldas kozott.
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2. dbra: A hévezetési feladat pontos és numerikus megoldasa a) ¢t =1, b)

t =32/, c) t ="70/7 érték mellett.
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X

3. Abra: A numerikus kozelitések abszolut hibaja a hévezetés megoldasara ¢ = 3—7?

érték mellett.

A 3. abra egy t = 32/7 id6pontban mutatja a numerikus kozelités abszolat hi-
bajat, amely lathatéan nulla. T6bb felosztast kiprobalva igazolodik, hogy a Magnus-
modszerrel szamolt numerikus megoldés tokéletesen azonos az ismert pontos megol-

déssal.

Gyorsasag

A kovetkezSkben vizsgaljuk a program futési idejét, ehhez gondoljuk végig a haszna-
latban 16v6 expm és expmv fiiggvények feladatat. Az ismertetett tér- és idélépesdk a mi
megvalasztasunktol fliggnek, és azt is tudjuk, hogy minél stiriibb a felosztéas, azaz minél
tobb 1épcsGben szamolunk, annal pontosabb a Magnus-modszer megoldasa. Azonban
észrevehetd, hogy a (40) tridiagonélis matrix mérete a térbeli diszkretizacio miatt fiigg
a térbeli lépések szamatol, nagysaga minden id6lépcesében (J + 2) x (J + 2). Tetszdle-
ges J értékrdl indulva egyre novekvs J-kre vizsgaljuk meg a futasi idéket. Nyilvanvalo,
hogy minél nagyobb a matrix, annal tobbet szamol az expm és expmv. Lattuk, hogy
kimeneti értékiik minden esetben azonos, a cél tehat megtalalni a gyorsabbat, hiszen
a gyorsasagot és a pontossagot egyszerre szem el6tt tartva allapithatjuk meg, hogy

melyik fiiggvény a hatékonyabb.

A 4. abréan négy gorbe mutatja a CPU id6k alakulasat. Az elemzés teljessége kedvéért
A-t ritka és teli matrixként kezelve is kiprobaltuk a kodokat, az dbran ezek a sparse
és full megjelolési gorbék. Az abra = tengelyén a matrixok méretét olvashatjuk le
tizes alapu logaritmikus skalan, az y tengelyen pedig a mérethez tartozé futési idét.

Minél nagyobb a matrix, annal tobb id6t vesz igénybe a szamitéas. Eleinte hasonlé id6-
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4. dbra: Az expm és expmv fliggvények CPU ideje, logaritmikus skalan.

vel dolgoznak, de az 1000 x 1000-es méatrixnél az értékek eltdvolodnak. Lathato, hogy
mind az expm, mind az expmv esetében a sparse méatrix gyorsabb, és a két fiiggvényt
kiilon Osszevetve az expmv gydz. Az 1000 x 1000-es métrix esetén az expm full kb.
1,58 mésodperc alatt, mig az expmv lényegesen, koriilbeliil 36-szor hamarabb szolgél
eredménnyel.

Egyértelmi tényként kezelhets tehat, hogy nagy méretd matrixokra az expmv fiigg-

vénnyel szamitott Magnus-kozelités a hatékonyabb.

6.3. Advekciés egyenlet

Tekintsiik az advekcios egyenletet, amely egy elsérendti parcialis differencidlegyenlet.

Keressiik azt a ¢ fiiggvényt, amely kielégiti a

%:_C.Z_j c €R, r € [0, 7] (44)
egyenletet a
£(0,z) = &(x) (45)

kezdeti feltétel mellett. A peremfeltételt pedig ¢ > 0 esetén bal oldalon kell megadni,
értéke legyen £(t,0) = 0, ¢ < 0 esetén pedig jobb oldalon adjuk meg szintén nulla
értékkel, azaz &(t,m) = 0. Ismert, hogy a feladat pontos megoldésa elGall a kezdeti
feltételként megadott & differencialhatéd fliggvény (z — ct) pontban vett értékeként.
Legyen

Eo(t) = e 220720 g (m—2)  x,bER, (46)
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igy egy tetszéleges helyen és iddpillanatban £(t,z) megadhato (¢, x) = &z — ¢ - t)
alakban. Ez azt jelenti, hogy a kiindulési fiiggvényiink az id§ elérehaladtaval ¢ értéké-
t6l fiiggden valtozik. Helyben marad, ha ¢ = 0, ha ¢ > 0, akkor az = tengelyen pozitiv

irAnyba, ha pedig ¢ < 0, akkor negativ iranyba tolodik el.

251
27
—t=0
£=20
_15F t=40
=
by
17
051
0 | | | |
0 1 2 3 4 5
X
5. Abra: A pontos megoldas idébeli valtozasa ¢ = —2 esetén.

Az 5. dbran lathatd a Gauss-cstcs athelyez6dése harom idérétegen: t = 1, = 20,t =
40. Eszrevehetd, hogy a cstics kozéppontja mindig mas = értéknél van. A pontos meg-
oldas ismeretében most szeretnénk a (44) egyenletet a hivezetés analdgiajara diszkre-
tizalni, majd a Magnus-modszerrel numerikusan megoldani.
A cél tehat egy olyan m fiiggvény megfeleltetése a &(x,t)-nek, melynek segitségével a
feladat ismét egy

dm

" — A-m. 4
i m (47)

alakt szemidiszkrét feladat megoldasara vezet. A térbeli diszkretizacio a (35) képletben
ismertetett formaban torténik, a & fiiggvény értékét itt is minden z; pontban az m;(t)
jeloli, a J darab ilyen m; fliggvény egyiittesen adja ki az m(t) vektort. Ezt az m(t)-t
szeretnénk meghatarozni a Magnus-modszer alkalmazésaval, ehhez azonban djra kérdés
az A matrix, és a felhasznélasaval szamitott exponencialis-vektor szorzat.

A % derivaltat ¢ < 0 esetén jobb oldali, ¢ > 0 esetén pedig bal oldali véges kiilonbsé-

gekkel érdemes kozeliteni (upwind séma):

e ha c<O0:

Am = —c- W (48)
e ha c> 0:

Am = —c- 1Y AZ”“ (49)



A ¢ sebesség elgjelétdl fliggben kell a bejovs oldalon peremfeltételt megadni, azaz ¢ > 0
esetén a bal oldalon, ¢ < 0 esetén a jobb oldalon. Mindkét esetben Az jeloli a vélasz-
tott intervallum felosztasanak nagysagat; J darab ugrast tesziink Ax 1épéskozonként.
A (48) és (49) egyenletekbdl a hovezetéshez hasonloan tjra leolvashato az az A matrix,
amellyel az m-et szoroznunk kell. Negativ c esetén a matrix a f6atlojaban az m;, felsé
mellékatlojaban az m;, egylitthatoit, az alsoban pedig nullakat tartalmaz, ¢ > 0 esete
hasonlo, itt azonban a {6atld és az alsé mellékéatlo elemei kiilonbo6znek nullatol. Vagyis
ezek is tridiagonalis matrixok, és itt sem szabad megfeledkezniink a —é szorzoténye-

zG8rol.

A matrixok ¢ < 0 és ¢ > 0 esetén rendre:

0 0 0 0 .
0 -1 1 0 ... 0
0 0 -1 0 .
Al(t):—é 00 0 -11. , (50)
0
0 0 0 0 —1 0
00 0 0 0 0
00 0 0 0 0
0 0 0 0
0 -1 0 0 0
Ag(t):—é~ 00 -11 0 o, (51)
0 0 0 -1 1 0
00 ...0 0 —10

ez alapjan a megoldashoz sziikséges matrix-vektor szorzat felirhatdé Aym és Aym alak-
ban. Ezek utan elemezziik itt is az expm és az expmv fliggvényekkel szamitott numerikus

megoldas pontossagat és gyorsasagat, vigyazva a kovetkezd stabilitési feltételre (Stoyan

and Takao, 2008):
A
At < =2 (52)
]
Amennyiben ez nem teljesiil, a 6. abran kdvethetd athelyez&dés sordn a fliggvények

nem lesznek siméak, oszcillaciok 1épnek fel.
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Pontossag

Nézziik meg, hogyan viselkednek egymashoz képest a pontos és a numerikus megolda-

sok. Az expm és expmv fiiggvények altal szamitott értékek ujra tokéletesen megegyez-

25
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6. Abra: Gauss-cstics a kezdeti idépillanatban.

expm=expmv|

pontos J

7. Abra: Gauss-cstiics egy kés6bbi idGpillanatban.

nek. A 6. abrén a pontos és numerikus megoldasok gyakorlatilag teljesen egyiitt vannak
— hiszen a kezdeti fliggvényilik azonos —, a 7. abran egy késébbi idépillanatban latha-
toan eltavolodtak egymastol. Elmondhato, hogy a pontostél valo eltérésiik az idében
ng, de csupan ezred nagysagrendd, és az is igazolhato, hogy a felosztast finomitva ez

az eltérés egyre kozelebb keriil a nullahoz.
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Gyorsasag

Mivel a pontossagot tekintve az expm és expmv is kedvez§ a késGbbi hasznalathoz,
vizsgaljuk meg ebben az esetben is a gyorsasigot. Elvarasaink alapjan a hévezetéshez
képest rovidebb id§ alatt jutunk a megoldasvektorhoz, hiszen az A maétrixot ritka
méatrixként kezeljiik, mivel jelen esetben az A olyan tridiagonalis matrix (¢ valos szam
barmilyen értékére), amelyben csak a f6atloban és az egyik mellékatlojaban talalunk

nullatol kiillonbozs elemeket.

sparse-expm
sparse-expmv
= === full-expm

== = = full-expmv

| | | |
1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5

log10(matrix méret)

8. abra: CPU idé logaritmikus skalan.

A 8. abra is igazolja, hogy valéban kevesebb a szamitashoz igénybe vett id6. Az x
tengelyen a méatrix nagysaga szerepel logaritmikus skilan, az y tengelyen pedig maga
a CPU id6. A hévezetéshez hasonléan itt is vizsgaltuk a teljes és a ritka matrixokkal
kapott szamitasi gyorsasagot. Kisebb, 1000 x 1000-as méatrixokra az expmv kortilbeliil
1000-szer gyorsabban dolgozik, mint az expm, azonban 10000 x 10000-as matrixokra
mar koriilbeliil 10000-szeres ez az érték. Lathato, hogy logaritmikus skalan ardnyossag
all fenn a matrix mérete és a CPU id6k kozott, azaz minél nagyobb métrixot tekintiink,

annal hatékonyabb az expmv fiiggvény alkalmazasa a Magnus-mddszerben.

Kapcsolat a sekélyfolyadék-egyenletekkel

Eredeti célunk a sekélyvizi egyenletrendszer sikeres megoldasa a Magnus-modszerrel.

Miutéan lattuk a kell§ eszkozoket irjuk at a 3. fejezetben ismertetett egyenletrendszert
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a kovetkezd alakra:

( Oh Oh Oh (au 811)

ot ox oy or Oy

ou ou ou oh

ouw _ _ Ouw_ Ouw_ Oh 53
o~ Yar oy Yar Y (53)
ov _ _ov_ov oh

| ot ar oy Joy 7"

Keressiik a h(t,z,y), u(t,z,y), v(t, z,y) fiiggvényeket ¢t > 0, (z,y) € M C R? mellett.
Az egyenletekben szerepls f a Coriolis-paraméter, f = 2w sin ¢.

Végezziink el az (53) egyenletrendszerre is egy megfelel§ diszkretizaciot, mely utén a
kapott feladatot kompaktabb formaban irhatjuk fel. Legyen I/ : R?* — R? az alabbi:

h(t,z,y)
Ut,zy) = | ultz,y) |, £>0, (2,y) € M CR? (54)

v(t,z,y)

Az (53)-ben felirt egyenletrendszer az (54)-ban szerepl6 fiiggvények parcialis derivaltjait
tartalmazza, azaz sziikséglink van az U id6 szerinti derivaltjara. Ezt a kifejezést fel tud-
juk irni az advekcios egyenlet esetében is ismertetett médon, tehat egy megfelels matrix
és az U szorzataként. Ismét felirhato a keresett A matrix, ez egy olyan 3 x 3-as operé-
tormatrix, amellyel az U-t megszorozva az (53)-ben felirt parcialis differencialegyenlet-

rendszert kapjuk. A elemei azok az operatorok, amellyekkel h, u és v fliggvények ,szor-

zOdnak”: 9 5 p 9
0 0 0
2 P
gay ox dy

Ismertettiik a (44) advekcios egyenletet, amely

(o) (56)

alakban is felirhato, ahol ¢ egy allandé valos szam, és tudjuk, hogy az (56) jobb oldala-
nak zarojelében 1évé kifejezés pedig ¢ értékétsl fliggden (50) és (51) alakban irhato fel.
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Definialtunk tehat egy méatrix-vektor szorzatot a Magnus-moédszerhez, és ez a célunk a
sekélyfolyadék egyenletekkel is. Vegyiik észre, hogy az emlitett (56) zarojeles kifejezése
nagyon hasonlit az (55) egyes elemeire. Az advekcios egyenlet esetében definialt mat-
rixok segitségével elGallithatd egy olyan 3 x 3-as blokkmétrix, melynek egyes blokkjai
rendre tridiagonalis méatrixok, kiilonb6z4 szorzokkal. Az eddigiekben id6tsl fiiggetlen
tesztpéldakkal dolgoztunk, azonban az advekcios egyenlet ¢ valés szama helyett az A
elemei fliggnek a keresett h,u,v fliggvényektdl, tehat implicit moédon az id6tdl is, igy
az egyes blokkok elgallitasa nem olyan egyszert, mint az upwind séma esetében.

Az A operatorméatrixbdl térbeli diszkretizécié utan tehéat egy nagy méreti A blokk-
métrix all el6, mellyel alkalmazhato lesz a Magnus-modszer. Lattuk, hogy a blokkokban
lévs tridiagonalis matrixok mérete valtozik aszerint, hogy mennyire finomitjuk a fel-
osztast. Az advekcids esetben is mar 1000 x 1000-es méatrixokkal szamoltunk, ez azt
jelenti, hogy minden egyes ilyen blokkban 1000 x 1000-es vagy még nagyobb matrix
lesz, hatalmas blokkmatrixot és ezzel nagy szamitasi igényt eredményezve. Fontos te-
hat tudnunk, hogy MATLAB-ban ilyen esetben a leghatékonyabban a expmv fiiggvény

segitségével dolgozhatunk.
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7. 1D linearis sekélyfolyadék-egyenletek

Tekintsiik az (53) egyenletrendszer egydimenzios alakjat

oh  Oh  du

o~ "o o
(57)
ou__ou_ o
o Oz ox’
a
h(0,x) =e™"
(0, ) (58)
u(0,2) =0
kezdeti, és a kovetkezs periodikus peremfeltételek mellett:
h(t,0) = h(t, ¢
(t,0) = h(t, 1) (59)

u(t,0) = u(t,?) z € [0,7].

Ekkor a mozgés fiiggetlen az y koordinatatol, csak egy sikban torténik. Ha ezt a Foldon
lejatszodo folyamatként értelmezziik, akkor most egy kelet-nyugati irdnyt mozgast egy
adott = pontban és ¢ > 0 id6pillanatban leird h(t, z) és u(t, x) az ismeretlen fliggvények.
Keressiik tehat a magassagvaltozast leird h fliggvényt és az u horizontalis sebességkom-
ponenst.

Végezziik most el az (57) egyenletrendszer linearizalasat a dinamikus meteorologiaban
legelterjedtebb modszerrel, az un. kis perturbiciok moédszerével. Ez a modszer olyan
légkori hullammozgasok leirdsara hasznalhato, amelyeknek az allapothatarozok mezé-
iben lényegesen kisebb az amplitudéja, mint az adott allapothatarozo atlagos értéke a
légkorben. Ezt a viszonylagos kicsinységi feltételt a légkori hullamok tobbsége kielégi-
ti. Igy tehat az egyenletrendszerben szerepls allapothatéarozok felbonthatok az atlagos
mezSk (alapallapot) és az ezekhez viszonyitott kis perturbaciok mezdinek Osszegére
(Prdger, 1982). Az egydimenzios egyenletrendszerben szerepl$ sebesség és magassig
értékek tehat v = w + vy és h = h + hy alakban irhatoak fel. A perturbacios tagok-
ol feltessziik, hogy legalabb egy nagységrenddel kisebbek, mint az atlagolt tagok. Az
egyenletrendszerbe behelyettesitve ezeket az értékeket, a tagok kiilonb6z6 csoportokra
esnek szét. Ilyen az atlagértékekbdl és azok szorzataibdl allo csoport, a perturbacios
mennyiségek és azok szorzataibol képzett csoport és a szamunkra fontos perturbacios
mennyiségek és ezek atlagértékekkel vett szorzataibol allo csoport. Az egyenletrend-
szert egy oldalra rendezve beldthato, hogy az azonos csoportba tartozo tagok kozelits-

leg kompenzaljak egymast, ez alapjan egy 1j egyenletrendszert nyeriink, ezt tekintjiik
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a kis perturbaciokra vonatkozo sekélyfolyadék-egyenleteknek, azaz a linearis sekélyvizi

egyenletrendszernek:
ahpt . _aﬁhpt 7 3upt
o ox Ox
(60)
8upt . _aupt 8hpt
o~ oxr Yor

ennek megfelelGen kell megadnunk a kezdeti és a peremfeltételeket is. Az (60) egyenlet-
rendszerben wu,, és h, jelzi, hogy az egyenletek a perturbaciokra vonatkoznak, felirasuk
utan célunk megadni a hy, és u, fiiggvények, mint megoldasvektorok értékét— tehat
a perturbéaciok viselkedését. Az egyenletekben lathatdéan csak az x szerinti derivaltak
szerepelnek, hiszen észak-dél iranyu valtozas hidnyaban az y szerinti parcialis derival-
tak rendre nulldk. A Magnus-moédszer alkalmazasahoz tjra keressiik azt a matrixot,
amelynek exponencialisat kozeliteniink kell.

Ez az A blokkmatrix, amelyet az (55)-ben lattunk, most egy 2 x 2-es operatormatrix.

_0 _ 0
wY | e e
A1 piin = . (61)
Upt 0 0
“or "oz

Ekkor a (61) métrix minden eleme az (56) jobb oldaldhoz hasonlit. Az advekcios egyen-
letben az athelyez6dés sebességét valaszthattuk tetszélegesen, tehat szemléltethettiik
ac=0,c>0,c<0 értékekre a Gauss-cstics helyben maradasat, a pozitiv, illetve
a negativ iranyba tolodasat. Azaz megadhatjuk, hogy az altalunk valasztott magassa-
gl és sebességl folyadék mozgasa hogyan alakul az id6 el6rehaladtaval, ligyelve arra,
hogy h értéke megfelelGen kicsi legyen a horizontalis kiterjedéshez képest, példaul egy
Rossby-hullam mozgasat figyelve a h legyen koriilbeliil az m—ad része a horizontalis
kiterjedésnek.

A numerikus megoldashoz tehat sziikség van a (61) operatormatrix diszkretizalasaval
kapott blokkmatrix exponencialisanak kozelitésére. Miutan tudjuk, hogy az advekcios
egyenlet matrixai hogyan allnak el§ el6jeltdl fiiggSen, igy az egyes blokkok matrixai

most is meghatarozhatok.
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Ha u > 0, akkor

1 0 —-u 0
—1 u —u
Awo) ==l 0 -1 1 Lolo o —a (62)
@ —_ . _ = — u —U ;
>0 Az Az '
0 -1 1 0 @ —u
ha pedig u < 0,
-1 1 0 u —u 0
—1 0 uw -—u
Az<o(t) u 0 O 11 ! 0 0 U U (63)
<0 Azx Azx . . .
0O 0 -1 ... 0 0 @

alakil a méatrix, amelyet a blokkmatrix elGallitasahoz fel kell hasznalnunk. Mivel g > 0,
ezért a g altal meghatarozott blokk elgall a (62) alakban, természetesen itt az @ helyett
g szerepel, tovabbéa h értékét is mi valaszthatjuk meg, és mivel az egyenletek a per-
turbaciora vonatkoznak, h értéke lehet pozitiv és negativ is, tehat ez esetben is kétféle
maétrix lehet, ugyanugy, ahogy az el6z6ekben u értékeire lattuk.

A matrixok természetesen fiiggnek a térbeli felosztéstol, rendre J x J nagysaguak.
Azonban nem szabad elfeledkezniink a kezdeti és peremfeltételekrsl sem.

A periodikus perem értelmében a térintervallum bal és jobb oldali végpontjat egyenlGvé
tessziik. A sekélyfolyadék modell fontos tulajdonsaga, hogy a horizontalis kiterjedése
joval nagyobb, mint a vertikalis. A geoid alakt Foldon lejatszodd mozgasforméak model-
lezéséhez ez a peremfeltétel természetes vilasztas: a bal oldal ,,0sszeér” a jobb oldallal,
ha az x koordinata egy szélességi kor mentén véltozik. A Magnus-modszerrel kapott
megoldas meghatarozasihoz a peremfeltétel miatt az ismertetett blokkmatrixban apro
valtoztatasokra van sziikség.

Tekintsiik most az (57) —ﬂag;’t

tagjat. Amennyiben @ > 0, a véges kiilonbség, amellyel

ezt a tagot kozelitjiik:

hpt' - hpt;l
Yy J J 64
ha pedig u < 0, akkor
Pt — oy
2 (65)
Az els6 lépésben (tehat j = 1-re) ha u; > 0 akkor:
— hptl — hpto (66)

1 AZ' )
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ha pedig u; < 0:
hpt2 — hph

Ax
véges kiilonbségeket kaptunk. Térfelosztasunk j = 1. .. J kozott valtozik, lathato tehat,

(67)

hogy pozitiv esetben a hy,, azaz a nulladik ponthoz tartozé tag az ismeretlen. Nega-
tiv esetben a masik oldalon tapasztalunk ilyen probléméat, hiszen a J-edik racspont

értékének kozelitéséhez, 1y < 0 esetén a

h —h
hanyadost alkalmazzuk, itt azonban hy;,, , nem ismert. A periodikus peremfeltétel ér-

telmében ezt a hyy, = hype, €8 hyy, . = hy, megvélasztassal kiiszoboljik ki, ami 1]

elemeket eredményez a matrix egyes helyein. Tételezziik fel, hogy az altalunk megva-

lasztott h és @ pozitiv. Ekkor a blokkmatrix a kovetkezSképpen alakul:

—a 0 @ |—h 0 h
o —u 0 0 h —h 0
1 0 0 0 % | 0 0 0 ... —h
A1Dlin = ~— - - : (69)
Az —g 0 0 . g |—-a 0 0 ... @
g —g O 0 U —u 0
0O 0 0 ... - |0 0 0 ... —u

Mivel g értéke is pozitiv, mind a négy blokkban az als6é mellékatld elemei kiilonboznek
nullatol. Lathato, hogy a peremfeltételek jelen esetben a négy maéatrix fels§ sordnak
utolsé elemében mutatkoznak meg, ha h és @ értékei koziil valamelyiket negativnak
valasztjuk, akkor az 6t reprezentalé méatrix utolsé soranak elsé elemében jelenik meg a
peremfeltétel okozta valtozéas. Mivel g értéke sosem negativ, a ra vonatkozé matrixban
az utolso sor els6 eleme mindig nulla.

A Magnus-modszer hasznalata el6tt az utolsé kérdés, hogy a méar ismertetett (69)
blokkmétrixot, amely 2J x 2J nagyséagi, az (58) kezdeti feltételek ismeretében mi-
lyen vektorral szorozzuk, hogy a linearis egyenletrendszert visszakapjuk. Leolvashato,

hogy a h(z,t) és u(z,t) figgvényeket térben diszkretizalva egy hosszu oszlopvektorba
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rendezhetjiik
pi(t)
p2(t)

p(t) = ps(t) (70)
pr(t)

P2 (1)
modon, ahol
pi(t) :==h(t,(j—1)-Azx),  j=12....J

pi(t) =u(t,(j — 1) Ax), jg=J+1,...,2(J),

azaz a vektor elsé részében a hy;, masodik részében pedig az u,; értékek szerepelnek.

(71)

Ez a vektor mar megfelel§ dimenzioja, képezhets tehat a matrixexponenciélis-vektor
szorzat, megadhatd a Magnus-féle numerikus kozelités.
A szamitést a fenti fejezetekben belatott hatékonysaga alapjan az expmv fliggvény

hasznalataval végeztiik.

9. dbra: Az 1D linearis sekélyvizi egyenletrendszer megoldasa fix térbeli

felosztassal, az id6 el6rehaladtaval.

A 9. abran lathato a magassag és a sebesség valtozasa az id6 elérehaladtéaval (¢ =
1 — 1000), tovabba h = 10m, u = 107, g = 9,81%. Megfigyelhets, hogy a kezdeti egy
Gauss-csiics a negativ irdny felé sodrodik, ennek oka a kezdetben megadott negativ
érték, hiszen ez indokolja a folyamatos athelyezddést, illetve ahogyan az advekcional

lattuk, itt is meghatarozza a mozgas iranyat. A kezdeti egy cstics késébb kettévalik,
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ezek tomegiiket megtartva haladnak tovabb, laposodnak, a periodikus perem miatt fo-
lyamatosan tavolodnak egymastol.

Az egydimenzios, linearis sekélyvizi egyenletrendszer ismert megoldésa az utazohul-
lamok. Itt azonban két eltérést is megfigyelhetiink: az asszimmetrikus cstcsok, és a
disszipacio. Mivel lineéaris problémékra a Magnus-integrator pontos, illetve az idébeli
diszkretizacionk is pontos, a fent emlitett két probléméat a térbeli diszkretizacio okozza.
A megoldast kisebb Az értékekre — azaz nagyobb J-re — lefuttatva a pontos megoldéassal
jobb egyezést figyeltiink meg.
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8. 1D nemlinealis sekélyfolyadék-egyenletek

Tekintsiik most tjra az egyenletrendszer el6zGekben mar latott egydimenzios alakjat,

ugyanazon kezdeti és peremfeltételek mellett.

oh  Oh  du

o “or "ow
(72)
ou__ou_ on
ot u@x g(‘?m’
h(0,2) = h+e ™
(0,2) e (73)
u(0,z) =0,
h(t,0) = h(t, ¢
(t,0) = h(t, ) (74)

u(t,0) = u(t, ?) z €0,/

A linearis megoldéashoz képest fontos véltozas, hogy a (72) rendszerben szerepls h(z,t)
és u(z, t) értékek mar nem a perturbéciokra vonatkoznak, hanem az adott pontban vett
tényleges értékeket jelolik. A linearis eset nagy méatrixahoz képest tjra valtoztatasokat
kell tenniink.

A lineérizalt A matrixban szereplé nullatol kiilonbozs tagok allandé értékek voltak. A
nemlinearis A métrixban viszont a négy blokkbol haromban, a h és az u blokkjaiban az
értékek idofiggdek, a fGatloban, a mellékatloban és a peremfeltétel dltal meghatéarozott
helyeken mér h és @ helyett h(z,t) és u(z,t) szerepelnek. A helyfiiggést a matrixban
meghatarozott indexiik adja meg, az id6fliggésiik miatt viszont minden lépésben a
Magnus-modszerrel kapott megoldasvektort kell felhasznalnunk. Az ismertetett iteré-
cios eljarasbol adodoan az n-edik idérétegen a megoldas fiigg az (n — 1)-edik rétegen
vett értékektsl. Ne feledkezziik el arrdl, hogy ez a megoldésvektor egy hosszi vektor,
amely h és u értékeit egymas ald rendezve tartalmazza. Ahhoz tehat, hogy az n-edik
idSlépesSben is megkapjuk a nemlinearis egyenletrendszer megoldésat, szét kell szed-
niink az (n—1)-edik lépésben kapott hosszt vektort, és h és u értékeit betiltetniink az A
méatrix megfelels helyeire. Ne feledkezziink meg arrél sem, hogy u értéke lehet pozitiv
és negativ is, és ettdl fiigg, hogy az u-hoz tartozo blokkban a f6atlo mellett az also
vagy a fels6 mellékatloban lesz nullatol kiillonbo6zs elem. A beépiteni kivant vektorok
J hosszusaguak, tehat pontosan megfelelnek, a peremfeltétel értelmében vizsgalnunk
kell még az els6 és a J-edik értékét a sebességre vonatkozod megoldésvektornak. Ezek

elGjeleitdl fiiggden kap az u blokkja nemnulla elemeket az elsé és az utols6 soraiban. A
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g értéke tovabbra is allando és pozitiv, emiatt a g blokkjdhoz tartoz6 matrix a nemli-
nearis véaltozatba valtoztatas nélkiil tiltethetd at.

A nagy mérett, id6fliggé blokkméatrix tehat

—u 0 0 ... w —h 0 0 ... h
v —u 0 ... 0 h —-h 0 ... 0
1 v 0 0 ... —u 0 0O 0 ... —h
A nemlin — x _ ° 75
Honemt Az —-g 0 0 ... ¢ —u u 0 ... 0 (75)
g —g 0 ... 0 v uw 0 ... O
0O 0 0 ... —g v 0 0 ... —u

alakban irhat6 fel. A h és u értékekhez tartozo blokkok elemeit minden idépontban
az el6z6 megoldasvektor értékei feliilirjak, igy szamolodik az tjabb matrix, ezzel pedig
a numerikus megoldés az tjabb idérétegen. A maéatrixban a f6atlo és a mellékatlotol
kiilonb6z6 nemnulla elemek mutatjak, hogy a g és h pozitiv értékei miatt a perem-
feltétel mindig az elsé sor utolsé elemét érinti, azonban az u blokkjaira ez nem igaz.
Elsfordulhat olyan eset, hogy az (n — 1)-edik id6pont u vektoranak elsg eleme pozitiv,
ekkor abban a matrixban, amely az n-edik idépont megoldésvektoranak szamitasdhoz
sziikséges, az elsd sor utolso eleme kiilonbozik nullatol, és ezzel egyidejiileg az is lehet-
séges, hogy az u vektor utolsd, J-edik eleme negativ, ekkor az utols6 sor elsd eleme is
kiilonbozik nullatol. Ez mind-mind attol fiigg, hogy milyen elGjeltek az el6z6 idSlépess
megoldasvektoranak elemei.

A kezdeti feltételek megadéséaval a vektor, amellyel az ismert (75) matrixot szoroznunk
kell, a lineéris valtozathoz hasonléan all el6. Minden adott a Magnus-féle numerikus
kozelités elvégzéséhez, a szamitasok soran itt is az expmv fiiggvényt alkalmaztuk.

A 10. abran az id6 el6rehaladtéaval, ¢ = 1 — 1000 értékek mellett kévethets végig
az egyenletrendszer megoldésa, azaz a magassag és a sebesség valtozasa. A 11. abran
csak a magassag valtozasa lathatd, mig az id6 szintén t = 1 — 1000 kozott valtozik.
A megoldasrol elmondhato, hogy a kezdeti egy cstcs jelen esetben is elindul, hiszen
a kezdeti sebességet pozitivnak valasztottuk, ennek megfelelen jobbra halad. Az id6
elérehaladtéaval szétvalik, két csiics mozog tovabb, melyek a peremfeltételnek megfele-
16en folyamatosan tavolodnak egymastol.

A két pip laposodik, azonban szélesedik is, a numerikus médszerrdl elmondhatd, hogy
megdrzi a tomeget, azonban fellép benne a mesterséges difftizio, ez okozza a cstcsok

szétkenédését. Ez magyarazhatd a modszer hibajaval, hiszen a térbeli diszkretizécio
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10. abra: Az 1D iddéfiiggs sekélyvizi egyenletrendszer megoldasa fix térbeli

felosztassal, az id6 el6rehaladtaval.

miatt a hiba Az-szel aranyos, tovabba a Magnus-sor elsérendd kozelitését valasztot-
tuk, ez idében elég alacsony rendd.

A szétvalas utan a bal oldali pip lathatéan nagyobb, mint a jobb oldali, a megoldas te-
hat nem szimmetrikus a térbeli felosztas szempontjabol. Az asszimmetria magyarazata
lehet a g és h pozitivitasabol adddo balrol jovs advekeio. A nemlineéris megoldasban
is megjelenik a linearisban észlelt két hiba, melyek szintén a térbeli diszkretizacioval
magyarazhatoak. Az id6fliggs esetet is megoldottuk a (29) alapjan is, ez a kozelités

méar nem a legegyszeriibb Magnus-modszer.

11. Abra: Az 1D idéfiiggs sekélyvizi egyenletrendszer megoldasa fix térbeli

felosztassal, az id6 eldrehaladtaval.
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9. Osszefoglalas

A dolgozatban kiilonb6z§ differencidlegyenletek Magnus-modszerrel torténd megoldésa-
val foglalkoztunk. A numerikus kozelitéseket a MATLAB programnyelvben valositottuk
meg, ekozben vizsgaltuk a Magnus-féle numerikus modszer konvergencidjat is. Tovab-
ba Gsszehasonlitottuk az expm és az expmv fliggvények hatékonységat. Eszrevehets,
hogy a két fiiggvény pontossiga mindig teljesen azonos, legyen a megoldando feladat
kozonséges vagy parcialis differencidlegyenlet. Ismert megoldast kiindulé feladatokat
valasztottunk, igy a pontos értékektdl valod eltérés hibaja is megallapithatd volt. Ter-
mészetesen a numerikus kozelités egy egzakt megoldast nem tud teljesen visszaadni, de
a hiba igen kicsi, ezred nagységrendd.

Mivel pontossaguk szerint mindkét fiiggvény ugyanolyan jo, a gyorsasaguk dont ar-
r6l, hogy az adott feladat megoldasdhoz melyiket érdemes hasznalnunk. Megfigyeltiik
a futasi id6t a teljes tridiagonalis métrixokkal és az ezekbdl kapott ritka méatrixokkal
is. Megallapitottuk, hogy kis matrixokra az expm a gyorsabb, azonban megmutattuk,
hogy a hévezetés és az advekcios egyenlet nagy métrixaira mar az expmv a hatékonyabb.
Ramutattunk a sekélyfolyadék-egyenletek és az advekcids egyenlet kozotti kapcesolat-
ra, hiszen az utobbihoz megirt Magnus-féle kozelités szerves része az egyenletrendszer
megoldasédnak. Megallapitottuk, hogy ezentul csak nagy méretti blokkmaéatrixokkal kell
dolgoznunk, ezeket ritka matrixokként kezeljiik, a Magnus-modszerhez pedig az expmv
fiiggvényt hasznaljuk.

Ezen eredmények birtokaban tekintettiik az egydimenzios a sekélyfolyadék-egyenleteket
a megfelels kezdeti- és peremfeltételekkel. Els6ként a linearizalt egyenletrendszer felada-
tara végeztik el a numerikus kozelitést. A véges kiilonbségekkel torténd diszkretizalast
kovetGen ismertettiik a numerikus megoldést, azaz a magassag és a sebesség idébeli
valtozasat egy adott térbeli felosztas mellett. A lineéris valtozat utan az idéfiiggs, azaz
a nemlinearis megoldésba iiltettiik at a megszerzett tapasztalatainkat, természetesen
a megfelels valtoztatasokkal. Eredményeink igazoljék, hogy a Magnus-modszer és az
idébeli diszkretizacionk pontos, a megoldasban a térbeli diszkretizacié hiaba dominal.
A dolgozatban tehat vizsgaltuk azokat az eszkozoket, amelyekkel a sekélyfolyadék-
egyenletek megoldésa hatékonnyé tehets. Kiilonbozs feladatokon értelmeztiik a Magnus-
modszert és az ehhez kapcsolodd exponencialis-szamitasi modokat, kisérleteink eredmé-
nyeit hasznaltuk fel az egyenletrendszer megoldasahoz. Tovabbi céljaink kézott szerepel
a numerikus modszer Osszehasonlitasa mas sémakkal nyert kozelitésekkel, illetve jobb

térbeli diszkretizacié alkalmazéasa.
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Koszonetnyilvanitas

Sok-sok koszonet illeti Csomos Petrat munkam folyamatos irdanyitasaért és figyelemmel
kiséréséért. Koszonom, hogy bevezetett a differencidlegyenletek vilagaba, utdnozhatat-
lan Gtleteivel és lelkesedésével sziinteleniil motivalt. Nagyon kiszonom Havasi Agnesnek
a témavélasztasban és a programozasban nytujtott segitséget. Kiilon kdszonom preciz-
ségét, a dolgozat matematikai hatterének koordinalasat, tovabba a téle kapott allando
hitet és biztatast. Nem lehetek elég halas Breuer Hajnalkanak, a technikai részletekben,
képi megjelenitésben nyujtott segitségéért és a folyamatos tamogatésaért.
Mindharmuknak koészonom a dolgozatom tobbszori atnézését és végtelen tiirelmiiket,
amivel segitették munkdmat. Mindannyiunk életében vannak példaképek, azok, akik
miatt toreksziink sajat magunk legyGzésére, jobba tételére. Szamomra &k testesitik
meg a szakmai és emberi példaképet és ez mindennél tébbet ér.

Szeretném megkoszonni az aprobb részletekben nytjtott segitséget Ban Beatrixnak,
tovabba halas vagyok Karsai Krisztinanak, aki az edzéseken aktiv kikapcsolodassal se-
gitette a felmeriil6 programozasi problémaim megoldasét.

A dolgozatot Edesapamnak ajanlom.
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