Alkalmazott analizis

6. gyakorlat

Az 5. 6ran két modszert is tanultunk az interpoléacios polinom feliraséra: a Lagrange-féle

és a Newton-féle modszert. Most nézziink meg egy harmadik lehetdséget!
A hatarozatlan egyiitthaték moédszere

Lattuk, hogy az interpolaciés polinom fokszamat az alappontok szama hatarozza meg: n
db alappont esetén n — 1-ed foku polinomot keresiink. Ezért megtehetjiik azt is, hogy
felirjuk a megfelel§ fokszami polinomot hatérozatlan egyiitthatokkal, behelyettesitjiik
mindegyik x; alappontot, és az igy kapott kifejezést egyenlévé tessziik a megadott f;
értékkel (i = 1,2,...,n). Igy éppen annyi egyenletet kapunk az ismeretlen egyiitthatokra,
amennyi azok szama.

Pl. szeretnénk interpolacios polinomot illeszteni a (—1,1), (0,—1), (1, —1) értékparok-
ra, tehat v = -1, fi =1, 25 =0, fo=—1, xz3 =1, f3 = —1. Harom db alappont van,
igy a keresett polinom p3 € P», azaz legfeljebb mésodfoki. Alakja tehat

p3(7) = ax® + bx +c,

ahol az egyelére még hatarozatlan a, b és c egyiitthatok értékét ugy kell megvalasztanunk,
hogy a ps polinom atmenjen a megadott pontokon. Ezért behelyettesitjiik x helyébe az
i, ¢ = 1,2,3 értékeket. Mindegyik esetben a, b és c linearis kombinacidjat nyerjiik,
amelyet egyenlévé tesziink a megfelels f; értékkel. Ezzel a kovetkezd egyenletrendszerhez
jutunk:

a- (=1 +b-(=1)+c=1

a-0°+b-0+c=—1
a-12+b-14c=-1

A kapott egyenletrendszer minden esetben egy négyzetes méatrixa linearis algebrai egyen-
letrendszer lesz az ismeretlen egyiitthatokra. Most ennek megoldasa elemi ton is elvégez-

het6: a =1, b= —1 és c = —1. Vagyis a keresett interpolacios polinom: ps(x) = z*>—z—1.
Folytonos fliggvény kozelitése interpolaciés polinommal

Az interpolacios feladat ismertetésénél feltettiik, hogy egy fiiggvényrél csak diszkrét pon-
tokban, az x; alappontokban van informacionk. (Pl. a gyakorlatban ez a helyzet, ha egy
fizikai mennyiséget csak diszkrét id6pontokban, pl. 6ranként mérnek.) Az interpolacios

polinom alkalmazéisa azonban olyankor is szoba johet, amikor egy folytonos f fiiggvény



van megadva valamely I C R intervallumon, de valamilyen okbol szeretnénk polinommal

helyettesiteni. (Pl. azért, mert polinommal egyszeriibben tudunk szamolni.) Ekkor a ko-

vetkez§ Gtletiink lehet: vegyiink fel az I intervallumban xy, xs, ..., z, pontokat, ezekben
a pontokban legyenek f értékei rendre fi, fo,..., fa, ésillessziink interpolacios polinomot

az (x;, f;) értékparokra. Ez a p, € P,_; interpolacios polinom az alappontokban ugyan-
azokat az értékeket veszi fel, mint f, kérdés mar csak az, hogy két alappont kozott, ill. a
széls§ alappontokon kiviil mennyire jol kozeliti f-et, azaz mit mondhatunk f(z) és p(zx)

eltérésérdl a tobbi x € I pontban. A kovetkezds allitasra tdmaszkodhatunk.

xi X X X3

0.1 Tétel. Tegyik fel, hogy f € C"(I), 1, za,..., 2, € I, © € I. Ekkor az z és az

X1, To,...,x, alappontok dltal meghatdrozott legszikebb intervallumban van olyan & pont,
amelyre

1
ahol wy(x) == (x —x1) - (x —x3) - ... - (x — x,), az dn. alappontpolinom.

Van tehat (legalabb egy) olyan & pont, amelyet ha behelyettesitenénk az f fiiggvény n-
edik derivaltjaba, és kiszamitanank a fenti egyenlgségben a jobb oldalon szereplé szorzatot,
akkor pontosan megkapnénk a hibat a kivalasztott x pontban. Ezt a £ pontot azonban
tobbnyire nem ismerjiik, ezért a jobb oldalt nem tudjuk kiszamitani. Mégis hasznos ez
a tétel, hiszen vildgos, hogy ha az f fiiggvény n-edik derivaltjara (abszolut értékben) az
egész [ intervallumra tudunk valamilyen médon fels§ korlatot talélni, azaz meg tudunk

hatarozni ugy egy M, szamot, hogy

[f ()] < M,



teljesiiljon minden x € I pontban, akkor az

7(x) — pa(o)| < S lun(e)] Vol

becslés is biztosan fennall az elkdvethets hiba nagysagara.

Gondoljuk végig, hogy mit ad ez a hibabecslé formula arra a speciélis esetre, amikor
n = 2, azaz csak két alappont van. Az interpolacionak ezt az esetét linearis interpola-
cionak nevezziik. Ekkor az f fiiggvény grafikonjan az (1, f(x1) és (w9, f(x2)) pontokat
egyenessel 6sszekotve kapjuk a po interpolaciés polinomot. Helyezkedjen el most azon z
pont, amelyben f(x) és pa(x) tavolsaga érdekel benniinket, az x; és az xo kozott. A tétel
alapjan ha f kétszer folytonosan differencialhato, akkor

My

£(2) = po(a)] < Sk = Bl — 21)(z - o)

Itt M5 olyan szam, amelyre teljesiil, hogy
|f"(z)| < My Yz € [x1,x9].

Vegyiik észre, hogy az |(z—x1)(z—x2)| kifejezésre is tudunk adni felss korlatot altalanosan,

ha x a két alappont kozdtt van, ahogy azt feltettiik. Akéir az
(2 —21)(2 — x2)| < |21 — o] - |21 — @o| = (w2 — 11)

becslés is jo, de ennél kisebb fels§ korlatot is adhatunk, ha figyelembe vessziik, hogy az
x> (x —x1)(x — xo) fiiggvény egy felfelé allo parabola x; és xo zérushelyekkel. Abszolut
értékben véve ezt a masodfoku fiiggvényt, az x1 és xo pontok kozott lefelé allo parabolat

kapunk, amelynek maximuma éppen az x; és xo pont kozott féluton, vagyis az ryax =

r1t+x2

5= pontban van.



| (x-x1)(x-x2)|

X1 Xmax X2

Ezért

(2 — 21)(z — 22)| < ‘(‘“ S —xl) (xl o —x2)‘ _ (w2 ma)?

Ezt felhasznalva az
M, 9
1(@) = paf@)] <~z — 22)
becsléshez jutunk.

Pl. 1) Mekkora lépéskozzel készitsiik el a szinusz fiiggvény fiiggvénytablazatat, hogy
két szomszédos alappont kozott linearisan interpolalva a hiba ne legyen nagyobb, mint
10747
Megoldds: Az f(x) = sinx fiiggvény masodik derivaltja f”(z) = —sinz, {gy |f"(z)] < 1
minden z-re. Igy ha két szomszédos alappont tavolsaga h, akkor barmely z pontban
fennall az

h2

/(@) = pla)] < 5 -1

becslés. Ezért ha %2 < 1074, azaz h < /8- 1072, akkor megfelels lesz a fiiggvénytablazat.

Pl. 2) Kozelitsiik az
1

(x+1)%
fiiggvényt az I = [0, 1] intervallumon az z; = 0;0,2;0,5;0, 8; 1 alappontokra tamaszkodd

fz) =

interpolacios polinomjaval. Becsiiljiik az interpolacios polinommal val6 kozelités hibajat
az x = 0,4 pontban!

Megoldds: A tételiink alapjan



Az f figgvény elsé derivaltja

2
/ — —
) = (x+1)3
A masodik derivaltja:
6
"
P = Gy
Es igy tovabb, az 6todik derivalt:
6!
(5) - _
fo) (x 4+ 1)7

Ezért
1fO(z)| < 6! Yz elo,1].

Igy M5 :=6!. Az x = 0,4 pontban a kozelités hibajara
6!

Hermite-interpolaci6

Az eddig tanult hagyoméanyos interpolacionél altalanosabb megkézelités az, amikor az
alappontokban nemcsak fiiggvényértéket, hanem derivaltat, s6t akar magasabb rendi de-
rivaltakat is el6irunk. A feladat mindig egyértelmien megoldhaté, ha az egyes alappon-
tokban a fiiggvényértéktsl (nulladik derivalt) kezdve valahanyadik derivaltig
bezaroélag irjuk el6 az Osszes derivalt értékét. Az, hogy hanyadikig, fligghet a ponttol,
tehat lehet pl. az a feladat, hogy az egyik alappontban csak fiiggvényértéket (nulladik
derivalt), egy masik alappontban a fiiggvényértéket és az els¢ derivaltat, egy harmadik
pontban pedig a fiiggvényértéket és pl. az elsé harom derivalt értékét stb. adjuk meg.
(Olyan viszont nem lehet, hogy valamelyik pontban pl. csak a 0. és a 2. derivaltat adjuk
meg.) Legyen az x; pontban m; darab érték, azaz tegyiik fel, hogy az x; pontban a 0.,
az 1.,...¢s az m; — l-edik derivalt értéke van elSirva. Ez Gsszesen M = > " | m; darab

feltételt jelent. Ekkor igaz a kovetkezo tétel:

0.2 Tétel. Létezik egyetlen p € Py_q polinom, amely a megadott dsszes feltételt kielégiti,

azaz amelyre p j-edik derivdltjdra p¥) = f9(z;), i=1,...,n, j=0,...,m; — L.

Itt is 1-gyel alacsonyabb foka polinomot tudunk mindig egyértelmien illeszteni, mint
ahany feltétel Gsszesen van. (A sima interpolacional csak n db fiiggvényértéket irtunk eld,
és ott n — 1-ed fokt polinomot illeszthettiink.)

Ez a feladat is megoldhaté differenciatablazat segitségével, ha szem el6tt tartjuk a

kovetkezd eltéréseket a hagyomanyos interpolaciohoz képest:

5



1. A tablazat els6 oszlopaban minden alappontot annyiszor vesziink fel, ahany értéket
elsirtunk az adott pontban (azaz x; m;-szer legyen felsorolva egymés alatt).
2. Ha x; — x; = O-val val6 osztas 1épne fel egy k-ad rendd osztott differencia helyén, akkor

arra a helyre
ARED)
k!

irando.

Pl. Adjuk meg az f(1) =0, f(2) =1, f'(2) = 3, f"(2) =0, f(3) = 1 feltételeket
kielégité Hermite-féle interpoléciés polinomot!
Megoldds: Most n = 3 db pont van, és az egyes pontokhoz tartozo feltételek szdma:
my = 1 (ugyanis x; = 1-ben csak a fiiggvényérték van elGirva), my = 3 (z2 = 2-ben a
fiiggvényérték, az elsé és a masodik derivalt), mg = 1 (3 = 3-ban csak a fiiggvényértek).
Osszesen 5 feltétel van tehat, igy legfeljebb negyedfoki polinomot keresiink. Elkészitjiik
a differenciatablazatot. Ehhez az elsG oszlopban egymas ala irjuk az alappontokat, a 2-t
haromszor, mert ebben a pontban a 0., az 1. és a 2. derivalt is meg van adva. Mindegyik
pont mellé¢ a hozza tartozo fiiggvényértéket irjuk (derivaltat nem!). Igy mindharom 2-es
érték mellé f(2) = 1 frando:

1 0
2 1
2 1
2 1
3 1

A kovetkez6 oszlopba az els6rendi osztott differenciak keriilnek, kivéve azokat a helyeket,
ahol (z; — x;)-vel osztanank. Ide % keriil £ = 1 értékkel. Az x; pont, amelyiknél ez

fellép, az xo = 2.

10
1-0 __
a1 = 1
2 1
s
2 1
o s
2 1
1—1
52 =0
31



A negyedik oszlopban hasonloéan jarunk el, itt % irando k = 2 és x9 = 2 értékkel,

ahol 2-2—=0-val osztanank.

10
1-0
=1
2—1 s
2 1 =1 =29
e _3
1!
2 1 £ =
&‘2):3 '
1!
2 1 g%g:_g
1-1
373 = 0
31

Hasonloan folytatjuk a fennmaradé oszlopokkal, mig mar csak egy elem marad az oszlop-

ban. A végss tablazat a kovetkezd:

10
1-0
11—V l
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I'(2) T 0—2
=3 1 — =2
2 1 2 = T =3
I g 30 _ _3 o
1! 0-3 _ 3—2
2 1 05 — 3
1-1
32 =0
31

Ezen tablazatot ugyantgy hasznéaljuk az Hermite-féle interpolaciés polinom felirdsara,
ahogyan azt a hagyomanyos interpolicional tettiik. A mésodik oszloptél kezdve minden

oszlopbol csak a legfelss (alahtizott) elemre van sziikségiink. Tehat
1
px)=0+1(z—1)+2(z—1)(z —2) = 2(x — 1)(z — 2)* — 5(gc —1)(z —2)%.

Megjegyezziik, hogy a hatarozatlan egyiitthatok modszere szintén hasznalhato Hermite-

interpoléaciora is.



