Alkalmazott analizis

7. gyakorlat

Amikor folytonos fiiggvényt akarunk interpolacios polinommal kozeliteni, akkor felmertil

a kérdés, hogy hogyan valasszuk meg ehhez az alappontokat. Lattuk: f € C™(I) esetén

7(2) — pala)| < ()],

ahol wy,(z) := (x —x1) - (x — x2) - ... - (r — x,) az alappontpolinom. Ez utébbi kizarolag
attol fiigg, hogy mik az alappontok. Vajon milyen xy, xo,...,x, pontok esetén lesz
max |wy ()|

a lehetd legkisebb az I intervallumon?
Legyen I = [—1,1]. Ekkor a kérdésre a valaszt a Csebisev-polinomok segitségével

adhatjuk meg. A Csebisev-polinomok a
T, (z) = cos(narccosz), = € [—1,1]

képlettel definialt fiiggvények (n =0,1,...).

0.1 Tétel. Ha 1, z3..., x, alappontok a T, polinom zérushelyei a [—1,1]-en, akkor az
winterpoldcios polinom hibdjdnak a marimuma a lehetd legkisebb, és érvényes a kovetkezd
becslés:
Mn n—1
F@) = pa() < S22 Vi e [-1,1]

Szamitsuk ki ezeket a zérushelyeket! T, ott nulla, ahol
T
narccos r = —3 +km, ke

azaz

2k —1
2n

arccosxr = ™

Ebbdl a zérushelyek az

2k —1
xk:cos< W),k:1,2,...,n
2n

szamok. (A k egész szam tobbi értékére is csak ugyanezen gyokok valamelyikét kapjuk
meg, ezért elég 1-t6l n-ig mennie.) Ezek a pontok a [—1, 1] intervallumot nem egyenlete-

sen osztjak fel, hanem az intervallum szélei felé stirtisodnek. Az nullira szimmetrikusan



helyezkednek el. Ha n péaratlan, akkor a 0 is alappont, ha paros, akkor a 0 nem alappont.

Az alabbi abran a Ti5 Csebisev-polinom zérushelyeit abrazoltuk.

A T12 Csebisev-polinom zérushelyei
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Pl. Kozelitsiik az f(x) = 23 — z fliggvényt a [—1, 1] intervallumon masodfoki polinommal
ugy, hogy a maximalis hiba a lehetd legkisebb legyen.

Megoldds: Masodfokd polinommal valé kozelitésnél harom alappontot kell felvenniink.
Az x1, x5 és x3 pontok a fentiek értelmében ugy valasztandok meg, hogy a T3 Csebisev-

polinom zérushelyei legyenek, azaz

B 2:1-1\ 7 3
r1 = COS 9.3 ™ | = COS = 5

<2-2—1> 3 T
Tg =08 | ———m | =cos— =cos = =0,
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Ezen pontokra interpolalhatunk pl. a Newton-féle médszerrel. Ellenérizziik, hogy eredmé-
nyiil a ps3(x) = —fa interpolacios polinomot kapjuk. (Tehat most az illesztett legfeljebb
masodfoki polinom egy elséfoki polinom.)

A fenti tétel értelmében a hibara érvényes a kiévetkezd becslés:

1 1
|f(x) = ps(z)| < B2 341 Vo e [—1,1].

Tehat az egész intervallum barmely pontjaban legfeljebb ekkora hibat kdvetiink el az

interpoléacié soran.
A legkisebb négyzetek mddszere

Az interpolécio esetén diszkrét pontokra ugy illesztettiink polinomot, hogy az minden pon-

ton atmenjen. A gyakorlatban azonban nem mindig erre van sziikségiink. Képzeljiik el,



hogy nagyon sok, nem tokéletesen pontos mérési adatunk van, és ezek nagyjabol egy egye-

nes mentén helyezkednek el. Hogy lehet vajon megtalalni a legjobban illeszked§ egyenest?

Legyenek adva a (t;, f;), ¢ = 1,1,...,m értékparok, ahol akar t; = ¢, is lehet. (Pl. ha
ugyanazon idépontra két vagy tobb, kiilonb6z6 miiszerrel mért mérési adatunk is van.)
Szeretnénk a pontokra meghatéarozott alaka F'(t) fiiggvényt illeszteni. (A mi dontésiink,
hogy milyen alaku fiiggvényt valasztunk.) A legegyszertibb eset az, amikor F'(t) = a + bt,

azaz a fiiggvény els6fokt polinom. Elvarhato-e ekkor, hogy

F(tz) - f’i7
azaz
minden i-re teljesiilion (i = 1,2,...,m)? Altalaban nyilvan nem, csak ha véletleniil éppen

egy egyenesbe esnek a pontok. De onnan is lathato ez, hogy ha az m darab egyenletet

egyben felirjuk, akkor az

a+bt1 = f1
a+bt2 = fg

a+bt, = fm

lineéris algebrai egyenletrendszert nyerjiik az a és b egyiitthatokra mint ismeretlenekre.



Matrixos alakban:

I % fi
1 t a 2
pummy ].
IR g
1 tm fm
Még tomorebben:
Az = f,

ahol az ismeretlen vektor az z = (a,b)T, az A egyiitthatomatrix m x 2-es méretd, és a
szabad tagok oszlopvektora f = (fi, fa, ..., fm)?, a pontokhoz tartozo fiiggvényértékeket

tartalmaz6 vektor. Ha éppen m = 2, vagyis csak két értékpar van, akkor

A=t emree,
1t

igy ha t; # to, akkor det A = to—t; # 0, és igy létezik egyetlen megoldés. (Ez 6sszhangban
van azzal, hogy két, nem egymas alatt elhelyezkedd pontra mindig illeszthetiink pontosan
egy els6foku fiiggvényt.) Ha azonban m > 2, akkor t6bb egyenlet van, mint ahany is-
meretlen, vagyis az egyenletrendszer tilhatarozott, igy rendszerint nincs megoldasa. Mit
tegyiink tehat, ha m > 27 Ekkor kereshetjiik azt az = = (a,b) vektort, amelyet ha behe-
lyettesitiink az Ax = f egyenletrendszer bal oldalaba, a kapott Ax vektor a jobb oldali f
vektorhoz a lehetd legkozelebb lesz. A kozelség mérésére a 2-es normat fogjuk hasznalni,

és a normat négyzetre emeljiik. Igy tehat azon = € R? vektort keressiik, amelyre
J(z) = || Az — f||3 = min.
T

Részletesebben kiirva, amelyre

m

Z(a +bt; — f;)? = nanbn

i=1 ’
Ennek a szumménak az i-edik tagja az illesztendd els6foku fiiggvény ¢;-beli értékének és f;
értékének a kiilonbsége négyzetre emelve ("négyzetes eltérés"). Ennek kell a legkisebbnek
lennie, innen ered a modszer neve. Ezen J fiiggvény egy differencialhaté R? — R tipusi
fiiggvény, amelynek véaltozoi a és b. Minimuma ott lehet, ahol nulla az a és a b szerinti

parcialis derivaltja is. Derivaljuk ezért parcidlisan a bal oldalt a és b szerint, és a kapott



kifejezéseket tegyiik egyenlévé nullaval:

an = Ga (i(& + btz — fz)2> =2 Zm:(a + btl — fl) =0

=1

8bJ = (9a (i(a + btz — f1>2> = 2i(a + btl — fl)tl =0
=1

=1

2-vel egyszertsitve az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

i=1 i=1

=1 =1 =1

Ez is egy lineéris algebrai egyenletrendszer. Méatrixos alakban:

m 2221 ti a | 2211 fz
Z:;Zl ti 221 t? b B 221 tifi

(Megmutathato, hogy ha legalabb két kiilonb6z6 ¢; pont van, akkor det A > 0, és igy

mindig létezik egyértelmd megoldas.)

P1. Tllessziink elséfoki polinomot a (0, 1), (1, 3),(2,4), (3,6) pontokra a legkisebb négyze-
tek modszerével. A négyzetes eltérést is adjuk meg!

Megoldas: Megoldand6 az

[ m 2?11751'] [a]:[ > ey fi
ot ot b Yo tifi

linearis algebrai egyenletrendszer, ahol m =4, 3" ¢, =04+ 14+2+3 =6, > {7 =

=1 "1

02+1242243* =14, " fi=14+34+44+5=14,és > "  t;f; =0-1+1-3+2-443-6 = 29.

Tehat a rendszer:
4 6 a | 14
6 14| b]| |29

Részletesebben kiirva az egyenleteket:
da+60 = 14

6a +14b = 29




Bzt az a és b ismeretlenekre megoldva: a = 1l ¢s b = %. Vagyis a pontokra négyzetes

10
értelemben legjobban illeszkedd els6foku fliggvény: F(t) = %+§t. Kérdés még a négyzetes
eltérés, azaz ||Az — f||3 ezen © = (a,b) = (15, %) esetén. Vigyazat, itt A nem az el6z6

linearis egyenletrendszer matrixa, hanem az (1) rendszeré. Most

1t 10 h 1
bt 11 f_f2_3
B [ I IR R I A
1t 13 fm 6
A matrixszorzast elvégezve
1,1
s 2,7
Ar=A-| 10 | = ’
g 4,3
5,9

A kiszamitott x vektorra igy Az — f = (0,1; -0, 3;0,3; —0,1)T, ebbdl
J(x) = ||Az — f]l3 = 11(0,1;-0,3;0,3; =0, 1) |3 = 0,1* + 0,3* + 0,37 +0,1* = 0, 2.

Ez az aldbbi abran pirossal jelolt tdvolsagok négyzetének az dsszege. A pontok helyét kék
csillagok jelzik, és berajzoltuk az illesztett fiiggvényt. Nem létezik olyan els6fokt polinom,

amelyre a négyzetes eltérések Osszege kisebb volna ezen négy pont esetén.




