1. Halmazelméleti alapok

A Matematikai kislexikonban a halmaz fogalmara a kovetkez6 definiciot talaljuk: A hal-
maz tetszdleges természetii dolgoknak valamilyen modon Osszegyiijtott Gsszessége.” Ez
a definici6 azonban nem hasznalhat6, ugyanis a ,halmazt” szinonimaéaval (,0sszesség”) he-
lyettesiti. A halmaz els6 matematikai definicioja Cantortol szarmazik, aki az 1870-es
években még intuitiv médon alapozta meg a halmazelméletet. A Cantor-féle halmazel-
méletben alapfogalom az ,eleme valaminek” (€) kijelentés (tehat ezt nem definialjuk),
és egy halmazt az hataroz meg, hogy minden dologrol egyértelmiien eldonthets: eleme-e
ennek a halmaznak vagy nem. Rovidesen kideriilt azonban, hogy a Cantor-féle halmaz-
elmélet ellentmondésokhoz vezet. Az egyik ilyen paradoxont Bertrand Russell irta le
(1902): Vannak halmazok, amelyek énmagukat elemként tartalmazzak, mint példaul a
budapesti egyesiiletek szovetsége. Ez, minthogy maga is budapesti egyesiilet, ezért tagja
ennek a szovetségnek. Nevezziik az 6nmagukat elemként nem tartalmazo halmazokat ren-
des halmazoknak, az 6nmagukat elemként tartalmazokat pedig rendellenes halmazoknak.
Tekintsiik az Osszes rendes halmaz H halmazat. Ez a H halmaz vajon rendes vagy rend-
ellenes? Tegyiik fel, hogy H rendes halmaz, azaz énmaga nem eleme. De ekkor nem
lehet az Gsszes rendes halmaz benne, hiszen sajat maga nincs benne. Tegyiik fel, hogy
H rendellenes halmaz, azaz eleme sajat maganak. Ekkor az egyik eleme rendellenes hal-
maz, tehat H nem lehet az Gsszes rendes halmaz halmaza. Igy is, tgy is ellentmondasra
jutottunk!

Ezen ellentmondasok miatt 0j alapokra kellett helyezni a halmazelméletet. 1907-ben
Zermelo megadta a halmazelmélet axiometrikus felépitését, amelyet kés6bb Neumann és
Godel fejlesztett tovabb. Ez mar mentes a Russel-paradoxonhoz hasonlé ellentmondésok-
tol. Lényege: a halmaz fogalmat nem definidljuk, hanem mondunk egy axiémarendszert,
és ha valami eleget tesz ennek, akkor halmaznak nevezziik. Fontos, hogy ez az axiéma-
rendszer fiiggetlen és ellentmondasmentes legyen. Az el6bbi tulajdonsag azt jelenti, hogy
semelyik axiomat nem lehet a tobbibdl levezetni, az utoébbi pedig azt, hogy barmely két,
az axiomakbol levezethetd allitds nem mond ellent egyméasnak. Példaként lassunk két

axiomat:

PL1. Meghatarozottsagi axiéma: A és B halmaz pontosa akkor egyenls, ha A minden

eleme eleme a B-nek is, és B minden eleme eleme az A-nak is, azaz ha
reAsreB.

Mas szoval, egy halmazt egyértelmiien meghataroznak az elemei.



P1.2. Ureshalmaz-axiéma: Létezik olyan (-val jelolt halmaz, amelynek elemeire igaz:
ha x € 0, akkor = # .

A halmazokat nagybettivel (pl. A, B), a halmazok elemeit pedig kisbetiivel (pl. a,b,x)

szokasos jeldlni.

1.1 Definicié. Legyen A egy nemiires halmaz. A B halmazt az A részhalmazdnak nevez-
ziik, ha

€ B=xc A

Jelolés: B C Al AD B.

Minden A halmaznak része az iires halmaz is és maga A is.

Egy halmazt a kovetkezéképpen adhatunk meg:
e Felsoroljuk az elemeit. Pl. A = {a1,a2,a3} (azaz a1 € A,as € A, a3 € A).

e Definidlunk egy un. egyvéltozos logikai kijelentést” (jelolje ezt 7(x)), és annak
segitségével adjuk meg a halmazt (rendszerint a részhalmaz definidlasara szokasos
alkalmazni). Pl

7(x) : © napon esett az esd

Jelolje A a 2011-es év napjainak a halmazat. Ekkor a
B:={r e A:7(x) igaz}

halmaz azon napok halmaza a 2011-es évbdl, amikor esett az esd.

1.2 Megjegyzés. Kilonbség van az a elem és az {a} halmaz kézétt! (a € {a}).

1.3 Definicié. Az A halmaz dsszes részhalmazanak a halmazdt az A hatvanyhalmazdnak

nevezziik, és P(A)-val jeloljik.

Halmazok kozott miveleteket is értelmezhetiink.
e uni6” AUB :={z:x € Avagy z € B}
o metszet: ANB:={x:z€ Aész e B}
e kiilonbség” A\ B:={x:x € Aész ¢ B}

1.4 Definici6. Azt mondjuk, hogy A és B diszjunkt halmazok, ha AN B = ().



Feladat: Mutassuk meg, hogy {a} U {b} = {a, b}.

Legyen A egy tetszéleges halmaz.

1.5 Definici6. Az Ay := AU {A} halmazt az A halmaz rikovetkezd halmazdnak (szuk-

cesszordnak) nevezziik.

Nyilvanvaloan, A; D A. Kérdés: igaz-e, hogy A, ténylegesen bévebb, mint A? (Lehet-
nének egyenlék is. . . )
Tegyiik fel, hogy A, = A. Ekkor

Ay =A=AU{A} = {A} C A
Igy
Ac{A}C A= Ac A

Felmeriil a kérdés: lehet-e egy elem 6nmaga eleme? A meglévs axiomarendszerbdl ez nem
donthet6 el. Lehetne A ¢ Aés A € Ais. Mi az els6t fogadjuk el igaznak, kovetkezésképpen
Ay D A valddi tartalmazast jelent.

1.1. A természetes szaimok bevezetése

Lattuk, hogy axioma szerint létezik az iires halmaz (()). Jelolje ezt 0. Képezziik a rako-

vetkezd halmazat:

0, =0U{0} = {0} =1

Az igy kapott halmaznak, amelyet az ,1” szimbolummal jeloliink, szintén képezziik a

rakovetkezd halmazat, ez lesz a 2:

Lo = {0} U{{0}} = {0,{0}} = {0,1} =2

2, ={0,1,2} =3

és igy tovabb. Tehat 1 =0,,2=1,,3=2,,... Nyilvanvaléan, 0 C1 C2C 3 C ...
Jeloles: INg := {0,1,2,3,...}

1.6 Definicid. Ezt a halmazt a természetes szamok halmazdnak nevezzik.

(Kés6bb lesznek egyéb szamok is...) Az IN := INy \ {0} halmazt pozitiv természetes

szamoknak nevezziik.



1.2. Rendezett par, relacidk

Fontos fogalmak alapulnak a rendezett par és a relacié fogalman, pl. fiiggvény, halmaz

szamossaga, szamok nagysag szerinti rendezése. Legyenek z és y tetszbleges objektumok.

1.7 Definicié. Az x és y elemek rendezett pdrjin az

(2, y) = {z, {z,y}}
halmazt értyik.
Tulajdonsagai:
o (z,y) # (y,7)
o (z,y)=(w,v) S r=uésy=0

1.8 Definicid. Legyenek X és'Y tetszdleges nemiires halmazok. A két halmaz Descartes-

szorzatdnak az
XxY ={(r,y):xeX, yeY}

rendezett pdarokbol dllo halmazt nevezziik.

1.9 Megjegyzés. X XY #Y x X
1.10 Definicié. Az R C X x Y részhalmazt (bindris) reldcionak nevezziik.

Az ) és a teljes X x Y halmaz mindig része X x Y-nak, tehat ezek is relaciok.

1.11 Definicié. A D(R) := {x € X : Jy € Y : (x,y) € R} halmazt az R reldicio
értelmezési tartomdnydnak nevezzik. Az R(R) :={y €Y :dx € X : (z,y) € R} halmazt
az R relacio képterének nevezzik. (D(R) C X,R(R)CY.)

1.12 Definicié. Az R :={(y,z) € Y xX : (z,y) € R} reldciét az R reldcio inverzének

nevezzik.

Minden relacionak van inverze!

1.3. Figgvények

Korabban a fiiggvényt intuitiv moédon, hozzarendelésként értelmeztiik. Azt azonban nem
definialtuk, hogy mit is értiink hozzarendelésen. Ezt a fogalmat pontositani tudjuk a
rendezett parok és a relacié segitségével!

Legyen f C X x Y.



1.13 Definicié. Azt mondjuk, hogy a [ reldcid figguény, ha (z,y1) € f és (x,y2) € f

esetén y1 = Yo.

Tehat ha f C X x Y egy fiiggvény, akkor olyan (x,y) rendezett parokbol all, amelyekben
egy adott els§ elemhez nem tartozik t6bb kiilonbéz6 masodik elem. Ugy mondjuk, hogy
f minden = € D(f) elemhez egyértelmtien hozzarendel egy y € Y elemet, vagy f az x
helyen y-t veszi fel. Ekkor az f: X — Y ill. f(z) =y jelolést alkalmazzuk.

Ha f fiiggvény, f! !
inverz fliggvényének nevezziik. Kénnyen meggondolhato, hogy az f € X x Y fiiggvénynek

nem feltétleniil az! Ha viszont az f~ relacio figgvény, akkor f

pontosan akkor 1étezik inverz fiiggvénye, ha

(Iby)a <x27y) € f = I1 = T2.

1.14 Definicié. Ha az f fligguénynek létezik inverz fligguénye, akkor f-et injektiv leké-

pezésnek nevezzik.
Tehat f pontosan akkor injektiv, ha z1 # xq esetén f(z1) # f(x2) (V1,29 € D(f)).
1.15 Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : X — 'Y figguény szirjektiv, ha R(f) =Y.
1.16 Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : X — Y fiigguény bijekcio, ha

e D(f) =X,

o injektiv (3f71),

o szirjektiv (R(f) =Y ).
PL1. Legyen X # 0, idx : x — x Vax € X. Ekkor D(idx) = X, és idx nyilvan bijekcio.
P1.2. Két kiilonb6z6 hosszisagt, egyméssal parhuzamos szakasz pontjai kozott is léte-

sithetiink bijekciot, ha a kezdGpontjaikat és a végpontjaikat 6sszekotG egyenesek metszés-

pontjabol kiinduld egyenesekkel elmetssziik Gket.

Koénnyen belathato, hogy ha f bijektiv, akkor f~!is az. Tovabb4, ha f és g bijektiv,
akkor f o g is az.

1.4. Relacidok X x X-en

Az X x X Descartes-szorzatot jelolje X2. Az X?%-en értelmezett relaciokat X-beli relaci-
oknak nevezziik. Ha (z,y) € R C X?, akkor az 2Ry jeldlést alkalmazzuk.
Egy X-beli relacionak a kévetkezd tulajdonsigai lehetnek.
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a.) reflexiv, ha Vo € X esetén zRx

b.) irreflexiv, ha Vo € X esetén x Rz

c.) szimmetrikus, ha 2Ry = yRx

d.) antiszimmetrikus, ha 2Ry és yRx =z =y

e.) tranzitiv, ha 2Ry és yRz = aRz.

f.) teljes, ha minden z,y € X esetén 2Ry, yRx és x = y kozill pontosan egy teljesiil.

P1.1. Diagonalis relacio: R := {(x,z),z € X} - reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv

PlL2. X: a hallgatok halmaza, R: egy évben sziilettek - reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv

1.17 Definicié. Ha eqy X-beli reldcio reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, akkor ekviva-

lenciareldcionak nevezzik. Jelolés: ~

Pl. X: gyerekek halmaza, R: édestestvérek
X: hallgatok halmaza, R : egy szakra jarnak (ha feltessziik, hogy senki nem két vagy
tobb szakos).

1.18 Definicid. Legyen ~ egy X-beli ekvivalenciareldcio, xo € X. A H . ={z € X 1z ~

zo} halmazt az X halmaz — ~ reldcidra velt — ekvivalenciaosztdlyanak nevezzik.

1.19 Tétel. Ha ~ egy tetszdleges X-beli ekvivalenciareldcio, akkor X eldall paronként

diszjunkt ekivalenciaosztdlyok unidjaként.

Pl. az el6bbi ekvivalenciarelaciok esetén egy ekvivalenciaosztalyt alkotnak az egy évben

sziiletettek, az édestestvérek, az egy szakra jarok stb.

1.20 Definicié. Az olyan R X-beli reldaciot, amely irreflexiv, tranzitiv és teljes, szigori

rendezési reldcionak nevezzik. Jele: ,<”

Pl ,,C” (valodi tartalmazas) IN, felett.
Tehat 1 < 2, 2 < 4 stb.

1.21 Megjegyzés. Rendezési relicionak a reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv reldci-

okat nevezzik. Jele: <.



1.5. Halmazok szadmossaga

Legyen H egy halmazrendszer, A, B € H.

Kérdés: melyik halmaznak van t6bb eleme? (Ez a kérdés egyeldre értelmetlen.)

Az INy halmazon C meghataroz egy rendezést, és ekkor mondhato, hogy pl. 1 < 2 miatt
1-nek kevesebb eleme van. De tetsz6leges halmazok esetén?

Legyen R egy olyan H UINg-beli relacio, amelyet igy definidlunk: ARB, ha A és B kozott
létezik bijekcio.

1.22 Allitas. A fenti R reldcid ekvivalenciareldcid.
Biz.:
e R reflexiv, ugyanis VA € H esetén az id, fliggvénnyel ARA.

e R szimmetrikus: ARB esetén BRA (ha f : A — B a bijekcio, akkor f~': B — A

is bijekcio)

e R tranzitiv: ARB és BRC = ARC (ha f: A — B és g: B — C bijekciok, akkor
go f:A— C is bijekcio)

A koréabbi tételiink alapjan H U IN el6all paronként diszjunkt ekvivalenciaosztalyok uni-
6jaként. Minden H U INg-beli ekvivalenciaosztalyhoz rendeljiink hozz& egy szimbolumot

a kovetkezGképpen:
e Ha van az osztalyban INg-beli elem, akkor azt.
e Ha nincs, akkor valamilyen specidlis szimbo6lumot.

Minden halmazhoz azt a szimboélumot rendeljiik hozza, amely az osztalydhoz tartozik.
Elnevezés: az A halmaz szamossaga. Jele: |A|.

Kovetkezésképpen, ha A ~ B, akkor |A| = |B).

Tovabba, ha az A halmaz és egy INp-beli elem (= szam) kozott van bijekcio, akkor ez a
szam lesz |A].

Pl. A := {kutya, sz6l6}. Ekkor a 2 := {0, 1} és A kozott 1étezik bijekcio = |A| = 2.

Az INy halmaz nem ekvivalens egyik elemével sem, ennek szamossagat xo (jalef null”)

jelolje.

1.5.1. Rendezés a szamossagok kozott

Mit értsiink azon, hogy az egyik halmaznak nagyobb a szdmossaga, mint a masiknak? Ha
|A| és | B|] INg-beli, akkor természetesen az INo-beli korabbi rendezés jo. De mi van akkor,

ha nem INg-beli?



1.23 Definicid. Legyenek A és B tetszdleges halmazok. Azt mondjuk, hogy A szamossdga
(|A]) nagyobb, mint B szamossdga (|B|), ha

a.) A B (nincs kézittik bijekcid)

b.) JA* C A: A* ~ B (A-nak van olyan részhalmaza, amely ekvivalens B-vel).
Jelolés: |A| > |B].
Ez nyilvan kiterjesztése a korabbi ,,>” rendezésnek.

1.24 Definicié. Eqgy A halmazt véges szamossdgu halmaznak nevezink, ha |A| € INy.
Egy A halmazt megszamldlhatéan végtelen szamossdginak nevezink, ha |A| = xo. Egy

A halmazt megszdamldlhato szdmossdgu halmaznak neveziink, ha A véges (azaz |A] € INy)
vagy |Al = Xxo.
Konnyen meggondolhat6, hogy egy véges halmaz minden részhalmaza is véges, tovabba

véges halmazok unidja, metszete és kiilonbsége is véges.

1.25 Megjegyzés. Ha A és B véges halmazok, és A wvalddi részhalmaza B-nek, akkor
|A| < |B|. De ha nem véges halmazok, akkor |A| = |B| is lehet! (Gondoljunk pl. az IN és
INy halmazokra. Itt IN C Ny, de létezik kizottik bijekeid, igy a szamossaguk egyenld.)

1.5.2. Hatvanyhalmaz szamossaga

Ha |A| = n € INg, akkor |P(A)| = 2". Tehat ekkor |P(A)| > |A|. Megmutathato, hogy
ez igaz tetszéleges szamossagi halmazokra is. (Belathato, hogy P(A) ~ A, és ekkor
ez nyilvan igaz.) Ezért nem lehet legnagyobb szamossagu halmazrol beszélni! (Mert ha
lenne, ennek hatvanyhalmaza még nagyobb szamossagu lenne.)

Probléma: Létezik-e yo-nal nagyobb szamossagu halmaz? (Persze, a P(INy) halmaz biztos,

hogy ilyen!) Hogyan tudunk ilyen halmazt konstrualni?

1.6. Az IR szAmtest felépitése
1.6.1. A test fogalma

Legyen IF # () tetsz6leges halmaz, és definidljunk két IF x IF — IF tipusu fiiggvényt (,mii-
veletet”): + és -. Elnevezés: ,0sszeadas”, ,szorzas”. Tegyiik fel, hogy ezek a miveletek

kielégitik az alabbi axiémarendszert.

A.) Az osszeadas axiomai (Jeldlés: +(a,b) =: a + b)

l.a+belFVa,belF



2. a+b="b+ a (kommutativitas)

3. (a+0b)+c=a+ (b+ c) (asszociativitas)

4. 30 € F:a+0=aVa € IF (nullelem létezése)

5. Va € IF 3(—a) € IF : a+ (—a) = 0 (ellentett elem létezése)
B.) Az szorzéas axiomai (Jelolés: -(a,b) =: a - b)

l.a-belF Va,belF

2. a-b=1"-a (kommutativitas)

3. (a-b)-c=a-(b-c) (asszociativitas)

4. 31 €F:a-1=a Va€cIF (egységelem létezése)

5. Va € F\ {0} Ja ' €TF:a-a"! =1 (inverz elem létezése)

C.) Disztributivitasi szabaly
a-(b+c)=a-b+a-c

1.26 Definicié. Ha az IF-en értelmezett + és - miveletek kielégitik a fenti aziomdkat,

akkor az (IF,+, ) hdrmast testnek nevezziik.

PL1. F = P(X) (hatvanyhalmaz), +: unio, -: metszet. Testet alkotnak-e? Nem!

PL2. IF = INy, + és - az ismert miveletek. Test-e? Nem!

Egyel6re nem tudunk példat mondani testre. ..

Térjiink vissza a 2. példara. Mi volt itt a gond?

1.) A5 axioma: nincsenek ellentett elemek. Ezért adjunk hozza INg-hoz 1j elemeket: Vn
esetén (—n) egy olyan elem, amelyre A5 igaz. Jelolje ezt a halmazt Z (egész szamok
halmaza). Terjessziik ki erre a + miiveletet. (Pl. (—1) 4+ (=2) := —(1 + 2) stbh.) Igy
(Z,+) un. kommutativ csoport (az Osszeadasra minden axioma teljesiil).

2.) INyg-ban a B5 tulajdonsiag sem érvényes. ElGszor Z-re terjessziik ki a szorzast. (Pl
(=2) - (—3) := 6 stb.) (Z,+,-) még nem test igy sem, hiszen B5 nem teljesiil. Vegyiink
hozz4 1j elemeket: Vn € Z\ {0} elemhez - jeldlje azt az ] elemet, amelyre n -+ = 1.
(Ez az 1 tehat csak jelolés!) Terjessziik ki a szorzést az ilyen tipust elemekre is. Jelolés:
m € Z és + szorzatat Z-nel jeloljiik. Vegyiik az Osszes ilyen elem (szdm) halmazat, és
jeloljiik @-val.

1.27 Megjegyzés. Ha 7 ¢s 3 olyan Q-beli szamok, amelyekre m -b = n-a, akkor ezeket
ekvivalensnek nevezzik (egy ekvivalenciaosztdlyba tartoznak) és nem killonboztetjik meg

eqymdstol. Ezért m és n mindig relativ primek.
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Q-ban a kovetkezGképpen értelmezziik a miiveleteket:

b n-b

m a m-b+a-n
n

m a m-a

n b n-b
Ekkor (@, ®,®) test! (Elnevezés: a racionalis szamok teste.)

Ertelmezhetd rendezés is (<):

@lg

(Ez egy INp-beli rendezés. A t6bbi Q-beli esetre nyilvanvaloéan kiterjeszthets. Ezzel
@, ®,®, <) egy teljesen rendezett (szam)test. Jelolje a tovabbiakban @f a nemnega-

tiv racionalis szamok halmazat, Q@' pedig a pozitiv racionélis szamok halmazat.

Kérdés: mit mondhatunk @ szdmossagarol?

Konnyen lathatoan | Q| = xo (lasd: Cantor-féle elrendezés).

Probléma: Létezik-e olyan p € @ szam, amelyre p* :=p-p = 27
Nem, ugyanis tegyiik fel, hogy p = * ilyen, ekkor

azaz m? = 2n?. Ebbél az kovetkezik, hogy m paros, vagyis 4|m? (m? oszthato 4-gyel). Igy
2|n? = 2|n. Ekkor n is paros kell, hogy legyen. Igy azonban ™ tovabb egyszerisithets
lenne, ami ellentmondas.

Tehét az 2% = ¢ (¢ € Q) egyenletnek nincs mindig megoldésa a racionalis szamok kérében.

1.28 Definicié. Egy H C Q szdmhalmazt felilrél (alulrdl) korldtosnak neveziink, ha lé-
tezik M €@ (ill. m €@Q), amelyre

¢g<M (¢>m) VgeH. (1)

Ha H feliilrdl és alulrdl is korldtos, akkor korldtos szamhalmaznak nevezzik; M és m a H

felsd ill. also korlatja.

1.29 Definicid. Azt mondjuk, hogy H C Q szdmhalmaznak létezik mazimuma (mini-
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muma), ha létezik M € H (ill. m € H):
g<M (¢g>m) Vqe H. (2)
Jelolés: max H = M (min H = m).
Nem minden korlatos szamhalmaznak létezik maximuma ill. minimumal
11213
H=<{- - - - - .
{2’3’3’4’47 } (3)

Ha egy halmaz korlatos, tetszéleges szamu korlatja van. Pl (3)-ban VM > 1 szam

fels6 korlat, Vm < 0 als6é korlat. Ha létezik maximum, akkor a fels§ korlatoknak létezik
legkisebbike, nevezetesen max H. Pl. a

1
H= {15555
2

szamhalmazra max H = 1, és ez a legkisebb fels6 korlat.

) )

[GVIN )
A~ =

W =

1.30 Definicié. Egy H C Q felilrdl (alulrol) korldtos szdmhalmaz legkisebb felsd (legna-
gyobb alsd) korldtjat, ha az létezik, a szamhalmaz szupremumdnak (infimumdnak) nevez-
ziik. Jelolés: sup H, inf H.

1.31 Kovetkezmény. Ha dmax H, akkor sup H = max H. Ha pedig 3sup H és sup H €
H, akkor dmax H, és max H = sup H.

Kérdés: mindig létezik sup H?
Legyenek A, B C @Q a kovetkez6 szamhalmazok:

A={peQ:p* <2}

B:={pecQ":p*>2}.
Nyilvin AU B = (), és A feliilrsl, B alulrol korlatos.
Létezik-e max A (min B)?
Nem, ugyanis Vp € A 3g € A: ¢q > p. Nevezetesen:

pPP—2 2p+2

p+2 p+2°
Ekkor 2(2 2)
2_9 W "% g ,cA
K (p+2)? 1
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Es ¢ > p, tehat nem létezik sup H.

Hasonloképpen igazolhatd, hogy min B sem létezik.

Létezik-e sup A @-ban? Nem, ugyanis A fels6 korlatjainak halmaza azon M € @ szamok,
amelyekre M2 > 2. Mivel M? = 2 esetén AM € @ (belattuk), igy sup A = min B, de ez

utdébbi nem létezik.

Cél: ugy kiterjeszteni a (Q, ®, ®, <) testet, hogy minden korlatos szamhalmaznak létezzen
ezen 1j szamtestben sup-ja és inf-je. Ez egy bonyolult eljaras, amelynek eredményeként
egy 1j szamtestet, nevezetesen IR-t kapjuk. Erre kiterjesztjiik a +, -, < miiveleteket és
relaciot is. = (IR, +, -, <): a rendezett valos szamtest.

Uj elemek hozzéavétele: a korlatos szamhalmaz sup-ja (inf-je). Pl. sup A =: v/2 (,gyok
kettd”). Elnevezés: ,a 2 szam négyzetgyoke”. Hasonloan: \/p (p > 0).

1.32 Megjegyzés. IR elemei felirhatok végtelen tizedes tort alakban.

Kovetkezmények:
Minden H # () korlatos halmazra:

e sup H,inf H € IR;
e ha Fmax H(min H), akkor sup H = max H (inf H = min H);

o M =supH < 1.)Vre Hesetén e < M;2)Ve>03d2* € H: M —e < z*.

1.6.2. Szamegyenes

A szamegyenes egy geometriai fogalom. Definialhato rajta rendezés: E < P, ha EP
irdnyitottsidga pozitiv. Az egyenes mint ponthalmaz és IR kozott létezik mivelet- és

rendezéstartd bijekcio.

1.6.3. IR szdmossaga

1.33 Allitas. | IR| # xo, sdt, | R| > xo.

Biz.: Indirekt. Tegyiik fel, hogy létezik IR és INy kozott bijekcio, ekkor IR elemei sorba
rakhatok:
0+ 2o = 0.a3a%ay. . .,

_ 1.1.1
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ahol 0 < af < 9. Ekkor a tablazatban minden IR-beli szdm szerepel. De: legyen

b — ai+1, haa! <8
' 0, ha a! = 9.

Ekkor az y = 0,b1by ... b, ... szdm nincs a tablazatban. Tehat IR ~ @Q. De IR D INy, igy
| R| > |INg|. Jelolés: ¢ :=| IR| (kontinuum-szamossag).

Igy ¢ > xo. De vajon létezik-e kdztes szamossag? Cantor sejtése: nincs (ez az tn.
kontinuumhipotézis). Cohen 1963-ban megmutatta, hogy ez a halmazelmélet axidméaival

nem donthetd el. Mi mindig feltessziik, hogy nincs.
(=20 (R =P(Ny)

1.6.4. Bévitett szamhalmaz (IR)

Bovitsiik ki IR-t két 1), specialis elemmel, amelyeket +o00 és —oo jelol.
R:=RU{-0c0,+00}

(Figyelem: —oo, +00 ¢ IR!)

Terjessziik ki a < IR-beli rendezési relaciot IR-re a kivetkezs axiomakkal:
1. Va € IR esetén a < +o0
2. Va € IR esetén a > —o0
3. —o00 < 400

1.34 Kovetkezmény. Ha H C R(H # 0) felilrél (alulrol) nem korldtos R-ben, akkor
sup H = +oo (inf H = —00).

1.35 Megjegyzés. Ha H = (), akkor sup H = —oo, inf H = +o0.
Ha H # 0, akkor mindig inf H < sup H.

1.36 Megjegyzés. IR nem szamtest, mivel + és - nincs kiterjesztve.

2. Szamsorozatok

Emlékeztets:

e Az a:IN — IR tipusu fliggvényeket valos szamsorozatoknak nevezziik.

13



e 2.1 Definicio.

Azt mondjuk, hogy az a = (a,) sorozatnak létezik hatdrértéke IR-ban, ha

- da € R, amelyre Ve > 0 AN = N(¢) : |a, — a] < e Vn > IN;
-VP>03dN=N(P):a,>PVYn>N,

Az elsd esetben lima,, = «, a mdsodik esetben lima,, = +oo. (Lehet lima,, = —oo

is.)

2.2 Definici6é. Ha dlima,, €s az véges, a sorozatot konvergensnek nevezziik.

2.1. Miiveletek sorozatokkal

Legyenek a,b: IN — IR. Ekkor értelmesek az aldbbi miiveletek:

Kérdés: Ha (ay), (b,) konvergens sorozatok, akkor a miiveletek hogyan hatnak a kon-

vergenciara?’
2.3 Definici6. Azt mondjuk, hogy (a,) staciondrius sorozat, ha o € R : a, = a Vn.

2.4 Definicié. Egy (a,) sorozatot nullasorozatnak nevezink, ha lima, = 0.

Nyilvanvaloan, (a,) nullasorozat < Ve > 0 3dN € IN : |a,| < e Vn > N.

2.5 Definici6. Egy (a,) sorozatot korldtos sorozatnak nevezink, ha 3K > 0 : |a,| <
K Vn.

2.6 Allitas. Legyenek (ay), (by), (c,) olyan sorozatok, amelyekre
a.) (ay) és (b,) nullasorozat;
b.) (cn) korldtos sorozat.

Ekkor (a, + by,) és (¢, - a,) is nullasorozat.

Biz.:
a.) Ve > 03Ny és Ny : |an| < §Vn > Ny, és |by| < 5 Vn > No. Ekkor Vn > N :=
max{ Ny, No} esetén

lan + bn| < lan| + |bn] <e.

14



b.) Tegyiik fel, hogy |c,| < K Vn, és legyen € > 0 tetszGleges. Mivel (a,) nullasorozat,
aN :|an| < & Vn > N. Igy

|an-cn|§K-%:5 Vn > N.

2.7 Allitas. Minden konvergens sorozat korldtos.

Biz.: Tegyiik fel, hogy lima,, = o € IR. Ez azt jelenti, hogy
Ve > 03N :|a, —a| <eVn>N.
Igy € = 1 esetén is letezik Ny index, amelyre
la, —a| < 1Vn> Nj.

Jeloles: K := max{|ay|, |az|,...,|an,]|, |a| + 1}
Mivel |a,| — |a| < |a, — a| < 1Vn > Ny, ezért

la,| <1+ |a] VYn > Ni.

Ezért |a,| < K Vn € IN.

2.8 Kovetkezmény. Ha (a,) és (b,) nullasorozat, akkor a, - b, is az. (Ugyanis (a,)

nullasorozat, (b,) pedig korldtos, igy alkalmazhato az elézd dllitas b.) pontja.)

2.9 Allitas. lima, = a < (a, — @) nullasorozat.

Biz.: lima, =a< Ve >03N :|a, —a|<eVn >N
(a, — ) nullasorozat < Ve > 0 AN : |a, — a| < e Vn > N.

2.10 Allitas. Legyenck (ay), (b,) tetszdleges konvergens sorozatok, A € R régzitett szdm.
Ekkor

a.) (a, + b,) is konvergens, és lim(a, + b,) = lima,, + limb,,;

b.) (- ay,) is konvergens, és im(XA - a,) = A - lima,;

c.) (an - by) is konvergens, és lim(a, - b,) = lima, - limb,,;

_ liman

: an T ap
d.) halimb, # 0, akkor ;> s konvergens, és lim §* = oo,

Biz.: Jelolések: A :=lima,, B :=1limb, (A, B € R)

a.) (a, — A) és (b, — B) nullasorozatok = ((a, — A) + (b, — B)) is nullasorozat =
((ay, +b,) — (A + B)) is nullasorozat < lim(a, +b,) = A+ B.

b.) Tekintsiik a (A(a, — A)) sorozatot! Mivel A egy stacionarius (korlatos!) sorozat = ez
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nullsorozat = ((Aa,) — (AA)) is nullasorozat = lim(Aa,) = AA.

c.) apb, — AB = (a, — A)b, + (b, — B)A. Ttt mindkét tag egy nullasorozat és egy korlatos
sorozat szorzatsorozata, a két tag nulldhoz tart, igy az 0sszegsorozat is nullasorozat.

d.) El6szor belatjuk, hogy ha B # 0, akkor az (i) sorozat korlatos!

limb, = B < Ve >03N :|b, — Bl <eVn>N.

Legyen ¢ := %. Ekkor ANy : |b, — B| < l—?' Vn > Nj.

Ekkor
Bl |B
ol = Ibu ~ B+ B = B~ (B~ b)] = |B| - 1B~ b, > | - 12 = [
Vn Z Nl.
Jelolés: K = max {ﬁ, e %} = |i| < K Vn. Ebbsl kévetkezik, hogy
a A 1 A
n 2 (g, — A B—b,
b, B b AT )
nullasorozat.

2.2. Miiveletek IR-ban

Belattuk, hogy ha (a,), (b,) olyan sorozatok, amelyekre 3lima,, € IR, akkor az Gsszeadas
illetve szorzas érvényes a hatarértékekre is.

Kérdés: Mi mondhato el, ha 3lim a,, 3lim b, de ezek IR-beliek? (Ki lehet-e terjeszteni a
miiveleteket (+ és -) IR-ra?)

Pl. Legyen (a,) : N — RR,lima, = 5,(b,) : N — IR és limb, = +oo. Ekkor
Jlim(a, + b,) = +oo. Ez akkor is igaz, ha 5 helyett tetszéleges ¢ valos szamhoz tart

az (a,) sorozat. Ezért értelmes az ilyen miivelet-kiterjesztés IR-ban:
c+ (+00) =400 Vee R

esetén.

Ilyen modon a kovetkezd axiomékhoz jutunk:

1. Va € IR esetén
a+ (4+00) = (+00) + a = +oo

a+(—00) =(—00) +a=—00
(+00) + (+00) = +00
(—00) + (—00) = —o0
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2. YA € R\ {0} esetén
ha A
(+oo)~>\:)\-(—|—oo):{+oo’ ar>0

2.11 Megjegyzés. Ha \ = 1, akkor -~ = - = 0, azaz a +o0 és —oo elem

“+oo —00

inverze is a nulla. Eqyedil a 0 az a szdm, amely két kilonbizd R-beli elem inverze.

Probléma: Nem mindent definidltunk! Pl. 0 - (+00) =7 Legyen a € R tetszdleges,
a, = =, by, = n. Ekkor a, — 0,b, — 400, a, b, = a. Tehat egy nulldhoz és egy +oo-hez

tarto sorozat szorzata barhova tarthat, igy 0 - (+00) nem definialhato.
2.12 Kovetkezmény. Mivel hasonloképpen nem definidlhatok a
1. (400) + (=00); (+00) — (+00); (=00) — (—=00),

2. 0+ (400); (+00) - 0;0 - (—00); (—00) - 0,

+oo
3. I,

miveletek, ezért R nem test.

2.13 Kovetkezmény. Legyenek (ay), (b,) olyan sorozatok, amelyekre 3lima,,limb, €
R. Ekkor a miveleti tulajdonsdgok érvényben maradnak a limeszekre, ha a jobb oldalon

lévd mivelet értelmes R-ban.

2.3. Majorans (minorans) elv

Koénnyen meggondolhatok az aldbbi allitasok.

2.14 Allitas. Tegyiik fel, hogy lima, = +oo, és (b,) egy olyan sorozat, amelyre b, > ay,
valamely N indextdl kezdve. Ekkor lim b, = 4o00.

2.15 Allitas. Tegyiik fel, hogy lima, = 0, és (b,) egy olyan sorozat, amelyre |b,| < |ay|
valamely N indextdl kezdve. Ekkor limb, = 0.

2.16 Allitas. Tegyiik fel, hogy
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® a, < ¢, <by,
e Jlima,,limb, éslima, =limb, = a € RR.
Ekkor 4limc,, és limc, = a.

Pl. Hatarozzuk meg a

1 1 1
Cn = + 4o
Vvn24+1 Vn2+2 vn2+n
sorozat hatarértékeét!
n n

= —=a, < ¢, < b,,lima, =limb, =1 = lime, = 1.

————;bn
vn2+n n?2+1

2.17 Allitas. Tegyiik fel, hogy a, < b,, Ilima,,limb,. Ekkor lima, < limb,. (Biz.:
Indirekt! Tegyiik fel, hogy limb,, > lima,,.)

ay =

2.4. Monoton sorozatok

2.18 Definicié. Egy (a,) sorozatot
e monoton novonek neveziink, ha a1 < ap < ...,
e monoton fogyonak neveziink, ha a; > as > .. .,
e szigoruan monoton névének nevezink, ha a; < as < ...,
e szigoruan monoton fogyonak nevezink, ha ay > as > ...

Ha (a,) egyike a fentieknek, akkor monoton sorozatnak nevezzik.

Nyilvanvaloan, egy szigorian monoton névé (fogyd) sorozat egyben monoton névé (fogyo)

is.

2.19 Allitas. Minden monoton sorozatnak létezik hatdrértéke IR-ben, nevezetesen, ha
e ha (a,) monoton novd, akkor lima, = sup(a,),
e ha (a,) monoton fogyd, akkor lima,, = inf(a,,).

Biz.: Tegyiik fel, hogy (a,) monoton nové.
1. Legyen (a,) korlatos. Ekkor da € IR : o = sup(a,,). Mutassuk meg, hogy Jlima, és

lima, = a.
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Legyen € > 0 tetszéleges. Ekkor a sup definicidja szerint létezik N € IN: ay > a —e.

Ugyanakkor, a monotonitas miatt a, > ay > a — e Vn > N. Ezért
Ve >03dN: |la, —a|<eVn>N & lima, = a.

2. Tegyiik fel, hogy (a,) nem korlatos. Ekkor VP > 0 Jay : ay > P. (Ellenkezs esetben
(an) korlatos lenne P-vel!) Mivel a,, > ay Vn > N, ezért

VP>0dN: q,> PVYn> N < lima, = +00.

Tehét mindkét esetben lim a,, = sup(a,,). (Igy a 2.17 4llit4s szinte trivialis monoton soro-

zatokra: ha a, <b,, akkor sup(a,) < sup(b,) < lima, <limb,.)

2.20 Kovetkezmény. Ha az (a,) monoton sorozat korldtos is, akkor konvergens. (Ennek
a megforditdsa is igaz. Ha az (a,) monoton sorozat konvergens, akkor korldtos is. De ez

nem til érdekes dllitds, ugyanis ez igaz minden (nem csak monoton) sorozatra!)

Osszefoglalva, egy monoton sorozat pontosan akkor konvergens, amikor korlatos.

2.5. Reészsorozatok

Egy (a,) sorozat részsorozatanak neveziink egy olyan sorozatot, amelyet az eredeti (a,)-
bl agy kapunk, hogy a sorozat bizonyos (véges vagy végtelen sok) elemeit elhagyjuk gy,
hogy még végtelen sok elem maradjon, és a megmarado elemek sorrendjét nem valtoztat-

juk meg. A pontosabb definicié a kovetkezd.

2.21 Definicié. Legyen a = (a,) : IN — R egy tetszdleges sorozat, k : IN — IN egy
szigorian monoton névd figguény (azaz ky < ko < ks...). Azaok :IN — IR sorozatot az

eredeti (a,) sorozat eqy részsorozatdnak nevezzik.

Ezért (a o k)(n) = a,, n € IN. Nyilvanvaloan k,, > n.
Pl. 1: kK =1idy. Ekkor ao k = a.
Pl. 2: k=2-idy. Ekkor (a o k)(n) = ag,.

2.22 Allitas. Ha az (a,) : IN — IR sorozatra 3lima, = o € R, akkor minden részsoro-

zatdnak is létezik hatdarértéke, és
lim(ao k) = a.

Biz.:
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1. Tegyiik fel, hogy o € R. (Azaz (a,) konvergens.) Ekkor
Ve N € N : |a, — o <& Vn > N.

Mivel k,, > n, ezért |a, — a| < e ¥n > N. Igy az aj, sorozat is a-hoz tart.

2. Tegyiik fel, hogy o« = +00. Ekkor
VP>0dNe€eN:a, > PVn>N.

Hasonlbéan, k, > n miatt ekkor a;, > P is igaz, azaz lim ay, = +o00.

2.23 Kovetkezmény. Ha eqy sorozatnak létezik két olyan részsorozata, amelyek kildn-

boz0 hatdrértékhez tartanak, akkor az eredeti sorozatnak nincs hatarértéke. Pl a, =
(_1)n+1'

2.24 Allitas. (Egymdsba skatulydzott zdrt intervallumok tétele)
Legyenek I, = [a,,b,] (n € IN) 4n. egymdsba skatulydzott zdrt intervallumok, azaz

I,+1 C I, Yn. Ekkor létezik legaldbb eqy olyan ¢ € IR szdm, amelyre ¢ € I, Yn € IN.

Biz.: A feltétel miatt (a,) és (b,) olyan sorozatok, amelyekre

a.) (a,) monoton névé és feliilrél korlatos

b.) (b,) monoton fogyd és alulrol korlatos.

Ezért dlima,, =: a és dlimb,, =: b. Mivel a,, < b,,, ezért lima, <limb, < a < D. Igy

Tehat Ve € [a, b] esetén ¢ € [an, b,] = I,, Vn.

2.25 Kovetkezmény. (Cantor-féle kizosponttétel)
Legyenek I, eqymasba skatulydzott zdrt intervallumok, és tegyiik fel, hogy lim(diam1I,) = 0.
Ekkor létezik egyetlen ¢ € IR, amelyre c € N2, 1,,.

Biz.: lim(diam/,) = lim(b, —a,) =0< a=0b= c € [a,a] = {a}.

2.26 Megjegyzés. Az I, zdrtsiga nem hagyhatd el! (Az I, == (0,+) intervallumok

metszete pl. nem tartalmaz egyetlen kizos pontot sem.)

2.27 Allitas. (Bolzano—Weierstrass-tétel)

Minden korldtos (a,) sorozatbol kivdlaszthaté konvergens részsorozat.
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Biz.: A feltétel szerint 3K > 0 : |a,| < K Vn. Jelolje Iy a [—K, K] intervallumot. (Ekkor
a, € Iy Vn.) Felezziik meg Ip-t! Ekkor a [—K, 0] ill. [0, K] intervallumok koziil legalabb az
egyik végtelen sok (a,)-beli elemet tartalmaz. Jeldlje ezt az intervallumot [;. Folytatva

az eljarast, épitsiink fel egy (1,,) intervallumsorozatot. Ekkor tehat:
1. (I,) egymasba skatulyazott zart intervallumok;
2. mindegyik intervallum végtelen sok (a,)-beli elemet tartalmaz;

3. mivel diaml, = 52+, ezért lim(diam/,) = 0. Ekkor a Cantor-tétel alapjan Jlc € R,
amelyhez az I, intervallumok végpontjai tartanak. Epitsiik most fel az (a,) c-hez
tartd részsorozatat! Legyen ay, € I tetszGleges. Legyen most ag, € I3 olyan elem,
amelyre ko > k;. (Ilyen mindig van, mert I5 végtelen sok (ay,)-beli elemet tartalmaz. )

Hasonloan valasszuk ki az ag,, ax,, ... elemeket, ahol tehat ay, € I,,. Ekkor
0 <lag, — c| < diaml,, — 0,

vagyis a renddrelv alapjan ax, — c — 0, azaz limay, = c.

2.28 Megjegyzés. Ha (a,) : IN — IR felilrél nem korldtos, akkor nyilvdn létezik olyan
részsorozata, amely +oo-hez tart. Ugyanis legyen ay, egy olyan elem, amelyre ap, > 1,
ag, olyan elem, amelyre ay, > 2 és ko > ky, stb. _fgy ax, > n, és mivel limn = 400,
azért a magjordlo tétel értelmében limay, = +oo. Hasonléan, ha (a,) : IN — R alulrél

nem korldtos, akkor létezik olyan részsorozata, amely —oo-hez tart.

2.29 Kovetkezmény. Minden (a,) : IN — IR sorozatbdl kivdlaszthatd olyan részsorozat,

amelynek van hatarértéke.

2.6. Cauchy-sorozatok (Bels6 kritérium)

2.30 Definicié. Egy (a,) : IN — R sorozatot Cauchy-sorozatnak neveziink, ha Ye >
0 dN = N(e) : |la, — am| < e Vn,m > N.

2.31 Allitas. Ha (ay) konvergens, akkor Cauchy-sorozat is.

Biz.: lima, = @ € R. Ekkor Ve > 03N = N(e) : |a,—al < £Vn > N.Igy Vm,n> N :
| — an| = |am —a+a —a,| < l|aym — | + |a, — a| <e.

Igaz-e a megforditas?

2.32 Allitas. Ha (a,) Cauchy-sorozat, akkor konvergens is.

21



Biz.:
1. Elgszor belatjuk, hogy (a,) korlatos sorozat.

Mivel (a,) Cauchy-sorozat, ezért ¢ = 1 mellett a definiciobol kovetkezik, hogy
adN; e N: |a, —an| <1 VYn,m > Ny.
Ezért m = N; megvalasztassal
la, —an,| <1 Vn > Nj.
Ebbdl kévetkezik, hogy
lan| — lan, | < |an —an,| <1 Vn > Ny = |a,| <1+ |ay,| Vo > Ny.

Tehat K := max{|a1|, |as|,...,|an,—1|,1 + |an,|} mellett |a,| < K ¥n > N.
2. Megmutattuk, hogy minden korldtos sorozatboél kivilaszthatod konvergens részsorozat.
Legyen ez most (ax,) C (a,), és limay, = a. Megmutatjuk, hogy Jlima,, és lima, = a.

Mivel (a,) Cauchy-sorozat, ezért
€
Ve > 03N, € IN: |a, — ay| <§‘v’m,nZN2.
Mivel k,, > n, ezért m = k,, megvalasztéassal
€
lan, — ag, | < 5 Vn > Ns.

Masrészt lim ag, = a = IN3 @ |ag, — af < 5 ¥n > N3. Legyen N := max{N,, N3}. Ekkor
Vn> N :

e €
|an—oz|§|an—akn|+|akn—a|<§+§:a

2.33 Kovetkezmény. FEgy (a,) sorozat pontosan akkor konvergens, amikor Cauchy-sorozat.

Ploa,=14+5+5+...+

(a,) szigortian monoton névekedé = Jlim a,, = sup(a,) € R.

Megmutatjuk, hogy lim a,, = 400 (nem konvergens).

Indirekt! Tegyiik fel, hogy konvergens. Ekkor Cauchy-sorozat is:

Ve > 03N :|a, — an| <eVn,m > N.
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Legyen ¢ = % = 3N : |a, — ap| <%‘v’n,m2 N.

Legyen most n = 2N, m = N. =

| = 1 n 1 N 1 - 1
N TINIE NI T N2 T e T2
lenne, de ha minden tagban ﬁ—t irunk, akkor kisebbitjiik:
1 n 1 N 1 - 1 N 1 n I N 1
N+1 N+2 "2N~ 2N 2N "2N 2N 2’

ami ellentmondés.
A sorozat egyébként igen lassan konvergél a végtelenhez, amit jol jelez, hogy ajg00 = 7, 48,
és a106 = 14,39

2.7. Parcialis limesz, lim inf, lim sup

Nem minden sorozatnak létezik hatarértéke.
Cél: a hatarérték fogalméanak kiterjesztése, mégpedig oly modon, hogy minden (a,) so-
rozathoz egyértelmiien hozzarendelhessiink egy R-beli elemet, amely egyrészt jellemzi a

sorozatot, masrészt ha 3lim a,, akkor azt rendelje hozza.

2.34 Definicié. Azt mondjuk, hogy az o € R az (a,) sorozat parcidlis limesze, ha az (a,,)

sorozatnak létezik a-hoz tartd részsorozata. A parcidlis limeszek halmazdt O(ay,) jelolje.

PL
1. a, = (-1)"*": 9(a,) = {-1,1}
L :0(a,) ={0}.

2.35 Allitas. Minden sorozatnak létezik parcidlis limesze, azaz O(ay,) # 0.

2. a, =

Biz.: Kovetkezik a Bolzano—Weierstrass-tételbdl, ill. annak 2.29 kévetkezményébdl.

2.36 Definicio. A J(a,) nem ires R-beli halmaz infimumdt és szupremumdt az (a,) so-
rozat limesz inferiorjanak €s limesz szuperiorjanak nevezzik. Jelolés: liminf a,,, lim sup a,,

vagy lima,, lima,,.

El6z6 példainkban
L. lim(—1)" = —1;lim(—1)" = 1.
2. lim(;) = lim(;) = 0.

Konnyen meggondolhato, hogy igaz a kovetkezG

2.37 Allitas. Tetszdleges (a,) : IN — IR esetén
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a.) lima, < lima,,
b.) lima, < lima, = lima,, és ekkor lim a,, = lima,, = lima,

c.) (an) konvergens < lima, = lima,, € IR.

3. Folytonos fiiggvények
Legyen f: IR — IR.

3.1 Definici6é. Azt mondjuk, hogy f folytonos az xo € D(f) pontban, ha minden olyan
(xn) C D(f) sorozatra, amelyre x, — xo, f(x,) — f(x0). Ha f folytonosVxo € H C D(f)
pontban, akkor H-n folytonosnak nevezzik. Ha [ folytonos D(f)-en, akkor folytonos

fiiggvénynek nevezzik.

3.1. Korlatos és zart halmazon értelmezett folytonos fiiggvények

Legyen H C IR korlatos és zart halmaz. Azaz: H korlatos < 3K > 0: |z| < K Vx € H,
és H zart < V(x,) C H sorozatra, amelyre 3limz,, = 2o = 2o € H (tartalmazza minden

torlodasi pontjat).

3.2 Allitas. Egy H halmaz pontosan akkor korldtos és zdrt, ha minden (z,) C H soro-

zatbol kivdlaszthato H-ban konvergens részsorozat, azaz
V(z,) C H I(zg,) : Ilimazy, € H. (%)

Biz.:

1. (=) Tegyiik fel hogy H korlatos és zart. Mutassuk meg (*)-t!

Legyen (x,) C H tetszleges. Mivel H korlatos, ezért (z,) is korlatos, igy a Bolzano—
Weierstrass-tétel értelmében létezik (zy, ) konvergens részsorozata, azaz limxy, = a. De
H zart is = o € H.

2. («) Tegyiik fel, hogy (*) igaz. Mutassuk meg, hogy ekkor H korlatos és zart.

a.) H korlatos, ugyanis (indirekt modon) tegyiik fel, hogy H nem korlatos. Ekkor Vn € IN-
hez létezik z,, : x, > n. (Az egyszeriiség kedvéért azt tessziik fel, hogy feliilr§l nem
korlatos.) = limz, = +oo. De ekkor minden részsorozata is +oo-hez tart, azaz nem
valaszhtato ki bel6le konvergens részsorozat. (Minden konvergens sorozat korlatos.)

b.) H zart. Ugyanis legyen (z,) konvergens sorozat H-ban. Ekkor (*) alapjan létezik
H-ban konvergens részsorozata, azaz 3(zy, ) : limxy, = o € H. De ha 3limz,, € R, akkor

limz, =limz,, = o. Tgy H zart is.
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3.3 Allitas. Tegyiik fel, hogy H C R korldtos és zdirt, f : H — IR folytonos. Ekkor
f(H) C R is korldtos és zdrt. (Atfogalmazva: korldtos és zdirt halmaz folytonos képe is

korldtos és zdrt.)

Biz.: Kovetkezik az el6z6 allitasbol. Elegendd belatni, hogy f(H )-ra teljesiil a (*) feltétel,
azaz V(y,) C f(H) sorozatbol kivalaszthato f(H)-ban konvergens (yy, ) részsorozat.
(yn) € f(H) = 3z, : f(x,) = yn. Tekintsiik ezt az (x,) C H sorozatot! Mivel H korlatos

és zart, ezért 3(xy, ) részsorozata, amelyre Jlimxy, = xo € H. Mivel f folytonos H-n,

ezért lim, oo f(zx,) = f(z0) = Y, = Yo := f(x0), azaz yo € f(H).
3.4 Kovetkezmény. Korldtos és zart halmazon értelmezett folytonos fiigguény korldtos.

3.5 Allitas. (Weierstrass tétele)
Legyen H C R korldtos és zart, f : H — R folytonos. Ekkor az f(H) C R szamhalmaz-

nak létezik mazimuma €s minimuma.

Biz.: Az el6z6 tételbdl kovetkezik. f(H) korlatos = sup f(H) =: M < +oo, inf f(H) =:
m > —oo (m < M). Mivel M szuprémuma az f(H) halmaznak, ezért egy M-nél kisebb

szam mar nem felsé korlatja, azaz
1
Vne N Jy, € f(H): yo > M — —.
n

Mivel y, < M, igy M — % < Yp < M. Kovetkezésképpen Flimy,, = M.
Mivel (y,) C f(H) és f(H) zart is, igy M € f(H), azaz [ felveszi valamely zo € H
pontban M értékét. (inf-re ugyanigy.)

3.6 Megjegyzés. A tétel harom feltétele egyiittesen elégséges feltételei a maximum és a
minimum létezésének. Azonban egyik feltétel sem sziikséges (ldisd pl. az f(x) = D(z)
figgvényt a« H = IR\ {0} halmazon).

3.2. Egyenletes folytonossag

Az xg-beli folytonossag definiciojabol: ha f folytonos xg-ban, akkor Vz, — xzy esetén
f(@n) = f(xo). Mit jelent: f(zy) — f(z0)?

Ve > 03N : |f(z,) — f(xo)] <eVn>N.
Atfogalmazva: f z-beli folytonossaga azt jelenti, hogy

Ve>030>0:Vee D(f) és |z —ao] <= |f(z)— flzo)] <e.
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Mit6l fiigg 07 Nyilvan e-t6l és xo-tol.

Kérdés: Hogyan viselkedik 0 rogzitett € esetén egy H halmazon? Megadhato-e univerzélis
0 az egész H-ra?

Pl. 1. f(z) = %, H = (0,1]. Szamitsuk ki, hogy adott zo € H pontot véve, és rogzitve
e-t, mekkora -t kell valasztanunk. A fiiggvény a nulldhoz kozeledve egyre meredekebb,

igy az alkalmas 0-t az

f(xo—6) = f(x0) + ¢

osszefiiggésbdl szamithatjuk (ugyanis xo-t6l jobbra kell kisebb -t valasztanunk). Ez az

1 1+
= — T
LZ'O—(S Zo

Osszefiiggést jelenti. Ebbsl

és igy

Konnyen lathato, hogy
lim 6(e, z9) =0,

ro—0
vagyis minél kozelebb van xg a nulldhoz, annal kisebb -t kell valasztanunk.
Pl. 2. f(x) =z, H =10,1]. Ekkor a 6 = ¢ megvalasztas az egész H-n jo.

3.7 Definicié. Legyen H C IR, f : H — IR. Azt mondjuk, hogy f egyenletesen folytonos
a Hy C H halmazon, ha

Ve >0 36 = (5(8) : Vxl,xg € H: |fL’1 — I2| <= |f(l'1) — f(172)| < E. (4)

3.8 Definici6. Azt mondjuk, hogy f egyenletesen folytonos, ha Hy = H-ra is érvényes

(4)-

3.9 Kovetkezmény. Ha [ egyenletesen folytonos, akkor folytonos is.

3.10 Kovetkezmény. Ha [ egyenletesen folytonos H-n, akkor minden Hy C H halma-

zon 1s eqyenletesen folytonos.

Igaz-e 3.9 megforditasa? Lattuk, hogy nem! Igaz azonban a kévetkezs

3.11 Allitas. (Heine tétele)
Teqyiik fel, hogy H korldtos és zdrt, f : H — IR folytonos. Ekkor f egyenletesen folytonos.
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Biz.: Indirekt. Tegyiik fel, hogy f nem egyenletesen folytonos, azaz

Je>0Vo:Ju,ve H:|u—v| <6, de|f(u)— f(v)] >e.

Legyen specidlisan ¢ := . Ekkor (5) =

1
Je > 0Vn € N Ju,,v, € H: |u, —v,| < = de |f(uy) — f(v,)]| > e.

(6)

Tekintsiik ezt a két (u,), (v,) sorozatot. (Mindketts H-beli.) Mivel (u,) C H és H

korlatos és zart, ezért létezik (uy, ) részsorozata, amelyre

3 lim wy, =u" € H.

n—o0

Tekintsiik most a (vy, ) részsorozatat a (v,) sorozatnak! Mivel (6) alapjan

n

és igy (7) =

lim vy, = u*

n_, o0
Tehéat

limug, = limov, =u* € H.
Mivel f folytonos H-n, ezért
lim f(ug,) = lim f(vg,) = f(u").

Igy
Jim 1 (ue,) = £, )| = 0,

de ez ellentmond (6)-nak.

(7)

3.12 Megjegyzés. A Heine-tételt (1873) Riemann mdr korabban alkalmazta, de bizonyi-

tds nélkil.
Feladat. Legyen f(z) =sinx, z € [0,1). Egyenletesen folytonos-e?

3.13 Allitas. (Az inverz fiigguény folytonossiga)

Legyen H korldtos és zdrt, f : H — R folytonos és bijektiv. Ekkor f~': R(f) — H is

folytonos.
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Biz.: Indirekt. Tegyiik fel, hogy f~! nem folytonos, azaz

Jyo € R(f) és (yn) C R(f),yn = yo, de [~ (ya) > f~" (v0) (11)
Jelolések: =, = f~1(yn),x0 = [ Hyo) (azaz y, = f(zn),y0 = f(z0).) Ekkor (11) =

T, o, azaz
36> 0: |z, — x| >0 (12)

végtelen sok n index esetén. Vegyiik ki ezeket az elemeket mint részsorozatot:
(x7) C (z5) : |z7 —x0| >0 VN (13)

Mivel (z7) C H, igy (x7)-bdl kivalaszthato konvergens részsorozat, amely H-ban konver-

gens:
A(xy,) C (za) C (x,) : Ilimay, =T € H (14)
(13) =
|y, — x| > 0. (15)
fay (14)-(15) =
T # xy. (16)

Mivel f folytonos T € H-ban, igy

f(zy,) = (). (17)
Masrészt v, — yo miatt yr, — yo = f(z0), azaz

f(@k,) = f(xo) (18)

(17)-(18) = f(T) = f(=xo), és mivel f bijektiv, ez ellenmond (18)-nak.

3.3. Intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények

Legyen I C IR egy intervallum. A tovabbiakban az f : I — IR tipusu fiiggvényekkel

foglalkozunk. (Ha I = [a, b], akkor az el6z6 szakasz valamennyi tétele érvényben marad.)

3.14 Allitas. Legyen a < b és [a,b] C I,¢ : I — R folytonos fiigguény. Ha ¢(a) < 0 <
o(b), akkor 3c € (a,b), amelyre ¢(c) = 0.

Biz.: Epitsiink fel egy I,, = [a,, b,] egymasba skatulyazott zart intervallumsorozatot.

1. ap ‘= @, bo =0
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2. I, 1-bdl I,-t a kovetkez6 modon nyerjiik:

an—1+bn_1

®c, = 5

e ha ¢(c,) > 0, akkor a, := a,—1,b, = ¢,
ha ¢(c,) < 0, akkor a,, := ¢, b, = b,_1
ha ¢(c,) = 0, akkor ¢ = ¢, a keresett pont.

3. Folytatjuk az eljarast.
Nyilvan (a,) monoton névekeds, mig (b,) monoton fogyo sorozat, és korlatosak = kon-
vergensek is. Jelolje az (a,) sorozat hatarértékét a*, a (b,)-ét b*. Ekkor

b—a

2n

Ezért, az a, < ¢, < b, tulajdonsag miatt 3limc, =: ¢ = a* = b*.

Tehat lima,, = c és limb,, = ¢, és ¢ folytonossaga miatt
lim ¢(a,) = ¢(c); lim(by) = ¢(c).
Ugyanakkor, a konstrukcié miatt
o(an) <0 és ¢(b,) > 0.

Ekkor lim ¢(a,) < 0 és lim¢(b,) > 0. Igy ¢(c) <0 és ¢(c) > 0 < ¢(c) = 0.

3.15 Allitas. (Bolzano tétele)
Legyen f folytonos |a,b]-n, és tegyiik fel, hogy f(a) < f(b). Ekkor f minden f(a) és f(b)

kézotti értéket felvesz, azaz
Va € (f(a), f(b)) 3c € (a,b) : f(¢) = a. (19)
Biz.: Alkalmazzuk az el6z6 allitast a ¢(x) = f(x) — « fiiggvényre!
d(a) <0,0(0) >0=3c:p(c) =0= f(c) —a=0= f(c) =a.

3.16 Kovetkezmény. Egy folytonos fiigguény semmilyen értéket nem ugorhat dt.

3.17 Definicidé. Azt mondjuk, hogy eqy f : IR — IR fiiggvény Darbouz-tulajdonsdgi, ha
Va,y € D(f), f(x) < f(y) esetén érvényes a kivetkezd:

Va e (f(x), f(y))3C € (z,y) : f(Q) =
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3.18 Kovetkezmény. Az intervallumokon értelmezett folytonos fiigguények Darboux-tu-

lagdonsagiiak.
A Bolzano-tétel egy mésik kovetkezménye:

3.19 Kovetkezmény. Ha f : IR — R folytonos fiigguény, és D(f) egy intervallum, akkor
a képtér is intervallum. (Ha D(f) korldtos és zdrt, akkor R(f) is az.)

4. A differenciidlszamitas valogatott elemei
Emlékeztetd:

o Legyen f : IR — IR. Azt mondjuk, hogy f differencialhatd (rov. diffhato) az
zo € intD(f) pontban, ha létezik és véges a

i 1@) = f(wo)

.
oo P =: f'(20)
hatartérték. Azt mondjuk, hogy f diffhato, ha Vxy € intD(f) pontban diffhato.

e Tanultuk a miiveleti szabalyokat.

4.1. Differencidlhat6 fiiggvények lokalis tulajdonsagai

4.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy f lokdlisan névekszik az xy € intD(f) pontban, ha
K (o) C D(f), hogy

o Vr € K(xg),r < xqg esetén f(x) < f(xo);
o Vx € K(xp),x > x¢ esetén f(x) > f(xg)

Azt mondjuk, hogy [ szigorian lokdlisan novekszik az xo € intD(f) pontban, ha 3K (xy) C
D(f), hogy

o Vx € K(xp),x < xq esetén f(x) < f(xg);
o V€ K(xg),x > o esetén f(x) > f(xg)
(A lokalis csokkenést ill. szigortan lokalis csokkenést értelemszertien ugyanigy definialjuk.)

4.2 Kovetkezmény. Ha f monoton novd, akkor minden pontban lokdlisan névekszik.
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Megmutathato a forditott allitds: ha f egy intervallum mindegyik pontjaban lokalisan
novekszik, akkor f monoton névés. (A bizonyitéas indirekt, a Cantor-féle kozosponttételen
alapul.) Ugyanakkor, ha f lokalisan névekszik egy zo € intD(f) pontban, akkor ebbdl

nem kovetkezik, hogy létezik olyan kis K (x) kornyezet, amelyen monoton lenne.

Pl
B x, hazr e @,
f(x)—{ 2z, hax € R\ Q

Ez a fiiggvény xy = 0-ban lokalisan nd.

Hogyan lehet felismerni a lokalis novekedést?
4.3 Allitas. Legyen f : (a,b) — IR és f diffhatd az xo € (a,b) pontban. Ekkor
1. ha f lokdlisan nd xo-ban, akkor f'(xq) > 0;

2. ha f'(xg) > 0, akkor [ szigorian lokdlisan nd zo-ban.

Biz.:
1. Tegyiik fel, hogy f lokalisan né z¢-ban. Ekkor
T = 1@0) 5 0 vy € Fo(ag) = tim 1D =T _ 5 g
T — Xg T—T0 r — 2o
2. Tegyiik fel, hogy f'(z¢) > 0. Ekkor
limM > 0= 3K (xp) : @) = [ (@) >0 Vo e K(xg),x # xo,
T — Xg T —Zo

azaz

r>x0= f(x) > f(xg), ill. 2 <z = f(x) < f(xg) V€ K(z9).
A tétel nem élesithetd!

e Ha f'(z9) > 0, akkor ebbdl nem kovetkezik, hogy f novekszik zo-ban. (Pl f(z) =

—x3, 1y =0.)

e Ha f z¢-ban szigortan lokalisan né, akkor ebbdl nem kovetkezik, hogy f'(zq) > 0.
(Pl f(z) =23, 29 =0.)

A lokalis csokkenésre analog tételek vannak.

4.4 Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : R — R figgvénynek az xo € intD(f) pont-
ban lokdlis mazimuma van, ha 3K (zo) C D(f) : f(z) < f(xo) Yo € K(xo). (Lokdlis

minimum: f(x) > f(xg) Yo € K(xg).) A lokdlis minimumot ill. mazimumot lokdlis

szélsdértéknek nevezzik.
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4.5 Allitas. Ha f diffhaté mo-ban, és ott lokdlis szélséértéke van, akkor f'(xq) = 0.

Biz.: Indirekt. Tegyiik fel, hogy f’(z¢) # 0. Ekkor f az z( pontban szigoruan lokalisan

né vagy csokken, de nem lehet ekkor lokalis szélsGértéke.

4.6 Megjegyzés. A megforditis nem igaz: ha f'(xzo) = 0, abbdl nem kovetkezik, hogy

lokdlis szélsdértéke van ebben a pontban (ldsd f(x) = x*).

Tehat az f'(xo) = 0 sziikséges feltétele a lokalis szélsGértéknek.

4.2. A differencidlhato6 fiiggvények globalis tulajdonsagai

4.7 Allitas. (Rolle tétele)
Tegyiik fel, hogy az f : [a,b] - R figguényre

e feClab];
e feD(ab);
o fla)=f(b).
Ekkor 3c € (a,b) : f'(c) =0.
Biz.: f € C[a,b] = 3 max és min [a, b]-n.

e Ha ezek valamelyike (a,b)-n van, ott lokilis szélsGérték is van, és mivel mivel f
diffhato, f’(c) = 0 ezen pontban.

e Ha egyiket sem veszi fel (a,b)-n, akkor az egyik végpontban van a maximum, a
méasikban a minimum. De ekkor a feltétel miatt f(x) = const., és ezért f'(z) =
0Vz € (a,b).

4.8 Kovetkezmény. Ha f € Cla,b] N D(a,b) és f'(x) # 0 (a,b)-n, akkor f(a) # f(b).

4.9 Megjegyzés. A Rolle-tétel geometriai jelentése: az adott feltételek mellett az f fiigg-

vénynek létezik az x-tengellyel parhuzamos érintdje.
4.10 Megjegyzés. A hdrom feltétel egyiitt alkot eqy elégséges feltételt.

4.11 Allitas. (Cauchy tétele)
Legyenek f, g : [a,b] = IR az aldbbi tulajdonsdgi figguények:

1. f,g € Cla,b],
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2. f,g € D(a,b),
3. ¢'(z) # 0 Vz € (a,b).
FEkkor 3c € (a,b) :

J) ~ fa) _ f'(0)
g(b) —g(a) ~ g(c)

Biz.: Legyen a € IR olyan szam, amelyre a

fiiggvényre teljesiilnek a Rolle-tétel feltételei:
Nyilvan h € Cla,b] N D(a,b), és f(a) — ag(a) = f(b) — ag(b) akkor teljesiil, ha

_ 1)~ f(@)

(Itt g(a) # g(b) a Rolle-tétel kovetkezménye miatt!)
Ekkor Jc € (a,b) : h'(c) = 0 < f'(¢) — ag'(c) = 0. Ez pedig ¢'(c) # 0 esetén éppen a

beldtando egyenlGséget jelenti.

4.12 Allitas. (Lagrange-kizépértéktétel)
Tegyiik fel, hogy f € Cla,b] N D(a,b). Ekkor 3c € (a,b) :

fo) = fla) _
Biz.: Kovetkezik a Cauchy-tételbsl g = id megvalasztassal.

4.13 Megjegyzés. A Lagrange-kozépértéktétel geometriailag azt jelenti, hogy a feltételek
esetén a fiigguénynek létezik az (a, f(a)), (b, f(b)) pontokat dsszekitd hirral pdrhuzamos

érintdje.
4.14 Megjegyzés. Szokdsosabb alak: f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).
4.15 Megjegyzés. Ha f(b) = f(a), akkor a Rolle-tételt kapjuk.

4.16 Megjegyzés. A két feltétlel egyiitt alkot elégséges feltételt.

4.3. A kozépértéktételek kovetkezményei

4.17 Allitas. (A monoton nivekedés tétele)
Legyen I C R tetszdleges nyilt intervallum, f: I — IR diffhato. Ekkor
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e [ monoton nové I-n < f'(z) >0Vrel.

e ha f'(x) >0 I-n, akkor f szigorian monoton névd.

Biz.:

1./a.) Tegyiik fel, hogy f monoton n6vs. Ekkor mindegyik pontjaban lokalisan névekszik
= f'(x) > 0.

1./b.) Tegyiik fel, hogy f’(z) > 0. Minden x; < x5 I-beli pontra alkalmazva a Lagrange-

kozépértéktételt az [z, o] intervallumon:

f(z2) — f(z1) = fl(e)(xe —x1) > 0= f(x2) > f(z1).

2. Ha f'(z) > 0, akkor a Lagrange-kozépértéktételbsl

fa2) = fz1) = fc)(z2 —21) > 0= f(a2) > f(z21).
(Ugyanez a tétel monoton fogyasra értelemszertien atfogalmazhato.)

4.18 Kovetkezmény. Ha f € C(I) (I egy intervallum), és [ diffhaté intI-n, tovdbbd
f'(x) =0 Vaz €intl, akkor f konstans I-n.

Biz.: Lagrange-kozépértéktétel = Vi, xo € I Jc € (21, 19) :

flaz) = f(21) = fl(e)(x2 —21) =0 (22 — 1) = 0= f(z2) = fla1).
4.19 Megjegyzés. Ha I nem intervallum, az dllitds nem igaz!

4.20 Megjegyzés. A monoton nivekedés tételének mdsodik részét mem lehet megfor-

ditani. (Ha f szigorian monoton noévd, abbol még nem kovetkezik, hogy f' > 0. PL

f(x) =23,

4.21 Allitas. Tegyiik fel, hogy h € Cla,b] N D(a,b), h(a) >0, W (z) > 0 (a,b)-n, ekkor
h > 0(a,b)-n.

Biz.: Lagrange-kozépértéktétel = Va € (a,b)

h(z) — h(a)

r—a

= h'(c) = h(z) = h(a) + h'(c)(z —a) > 0.

4.22 Megjegyzés. Ha h'(x) > 0 (a,b)-n, akkor h(x) > 0 (a, b]-n.
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4.23 Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy f,g € Cla,b] N D(a,b), f(a) > g(a), f" > ¢
Ekkor f > g [a,b]-n. (Ugyanis h(z) = f — g megudlasztdissal az el6zd dllitasbol ez
kévetkezik.)

Ha f' > ¢, akkor f > g [a,b]-n.

Pl. Mutassuk meg, hogy In(1 + x) < z, ha x > 0!
Legyen f(x) =z, g(z) = In(1+z). Ekkor f(0) = ¢(0), f'(x) =1, ¢'() =5 = f' > 7"

4.4. A derivaltfiiggvény tulajdonsaga
Mi lehet derivaltfiiggvény?

4.24 Allitas. (Darbouz tétele)
Tegyiik fel, hogy f € D(a,b). Ekkor f' Darbouz-tulajdonsdgi (a,b)-n.

Biz.: Legyen a < 77 < my < b és f'(z1) < f'(x2). Mutassuk meg, hogy minden o €
(f'(x1), f'(z2)) szamhoz létezik olyan ¢ € (z1,x2) : f'(c) = a.

Tekintsiik a h(z) = f(z) — ax figgvényt! Mivel h'(z) = f'(x) — a, ezért h'(z1) < 0 <
B (xs).

Nyilvan h € C[xq,xs], ezért létezik max. és min. [z1,x9]-n. Mivel a végpontokban a
derivaltak nem nullak, a bal oldali végpontban szigorian lokalisan fogyo, a jobb oldaliban
szigoruan lokalisan n6vés a fiiggvény, igy a minimumhelyre ¢ € (x1,22). Itt h diffhato
= h(c)=0. Azaz W(c) = f'(¢c) —a=0= f'(c) = a.

Pl. Létezik-e olyan f fiiggvény, amelynek derivaltja a sgn(x)?

4.25 Megjegyzés. A Darbouz-tulajdonsdg sziikséges feltétele annak, hogy valami deri-
valtfigguény legyen. Létezik ennél enyhébb sziikséges feltétel is. Emellett létezik szamos
elégséges feltétel is. De nem létezik sziikséges és elégséges feltétel, és nem is adhatd meg
ilyen (Cohen, 1970).

5. Fejezetek a Riemann-integralszamitasbol

Korébbi tanulméanyainkbol ismert a primitiv fiiggvény fogalma, és a Riemann-integral
definidlasa a Riemann-féle kozelits Osszegekkel. Lattuk, hogy ha f,g € R[a,b], akkor
f+g, X f, f-g, %(g > go > 0) is RJa,b]-beli. De nincs képlet f - g,% integralasara! Ez
utobbi allitast a szorzatra meg is gondoljuk. Tegyiik fel, hogy van olyan képlet, amely az
fab f g integralt megadja f és g integraljanak fiiggvényében, azaz létezik olyan ® fiiggvény,

[ro=e([s]4)
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Legyen [a,b] = [0, 1], és f(z) = g(z) = 1. Ekkor

1
/ 1-1dz =1=®(1,1).
0

Ugyanakkor, ha az f(z) = g(x) = 2z fiiggvényeket valasztjuk, fol 2edr = 1 és fol 27 -
2exdx = %, amibdl
4
- =d(1,1
3 ( ? )
kovetkezik, ami ellentmond ®(1,1) = 1-nek.
Emlékeztetiink arra az allitasra is, hogy Riemann-integralhato6 fiiggvények kompozicioja

nem feltétleniil Riemann-integralhato.

5.1. Integralhatésagi tételek

1. Ha f € R|a,b], akkor |f| € R[a,b], és

/abf s/ab!f!-

5.1 Megjegyzés. A megforditds nem igaz, hiszen pl. az f(x) = D(x) — 1 abszolit érték-

ben integrdalhato, de maga f nem integrdlhatd.

2. Legyenek f,g: I — IR korlatos fiiggvények, f € R(I). Ha f # g véges szamua pontban
I-n, akkor g € R(I), és [,g= [, f.
Biz.: Legyen u(z) = g(z)— f(z). Ekkor u(z) = 0 véges szamu pont kivételével. Legyenek

ezek a pontok z1,Zs,...,2, € I. Vezessiik be a
C': (max{[u(@1)], [u(@2)], ..., [u(@p)[}

jelolest. Ekkor V7 € IF(I) esetén (7 :={a =zy <z < ... <z, = b}), mivel egy Z; pont

legfeljebb két osztasrészhez tartozhat egyszerre,

|o(u, 7,8)| = |ZU(&)(% —Tia)| < Z u(€)l(wi = zima) < |71 Y u(&)] < 207

=1

Kovetkezésképpen,

V5>035::2p%:‘V’TGIF(I):|7'|<5:>|0(u,7',§)—0|<5,
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azaz 3limo = 0. Tehat u € R(I), és [, u = 0. Ekkor viszont g = u+ f € R(I), és

Jo= e o=

5.2 K6vetkezmény. Ha eqy f: I — IR korldtos fiigguényt véges szami pontban megudl-
toztatunk, akkor ez az integrdlhatdsdagon (ill. integralhatdsdg esetén az integrdl értékén)

nem vdltoztat.

Kérdés: Mi torténik, ha végtelen szamua pontban valtoztatjuk meg a fliggvényt?

Legyen

1 _p . s
Ra)={ @ ha x = . racionalis,
0, ha z irracionélis.

Ez az un. Riemann-fiiggvény. Megmutathato, hogy R € R[0,1]. A

D(x) = { 1, haz = 5 racionélis,

0, ha « irracionalis.

Dirichlet-fiiggvény viszont nem integralhato. Tehat az integralhato f(x) = 0 fiiggvény
megvaltoztatdsa ugyanazon ponthalmazon méast eredményez. Ez azt is mutatja, hogy ha
megszamlalhaté halmazon véltoztatjuk meg a fiiggvényt, akkor altalanosan nem mond-

hato semmi. Csak az igaz, hogy ha f,g: I — IR, f # g megszamlalhato pontban, tovabba
f,9 € R(I), akkor [, f = [, g. (Igy tehat fol R(z)dz =0.)
5.2. Integralhaté fliggvények

5.3 Allitas. Ha f € Cla,b], akkor f € R[a,b], azaz minden [a,b] intervallumon értelme-

zett folytonos fiigguény Riemann-integrdlhato.

Biz.: A Heine-tétel szerint ha f € Cla, b], akkor f egyenletesen is folytonos [a, b]-n, azaz

Ve > 030 : Vay,x0 € 11 |z — o] <0 = |f(z1) — fa2)] <

£
b—a
Legyen 7 € IF[a,b] : |7| < 0. Ekkor a Weierstrass-tételbsl kovetkezGen

n n

Qf,7) =Y (sup f— inf )z —mia) =Y (F(&) — FOm)(w: —ziv).

i=1 [Ti-12i] (i1l i=1
Mivel &,1; € [z, 2] = & —mil < [7| <0 = [f(&) = f(n)] < 355 Tay
Af,7) < (b—a)
T)< —— - (b—a)=c¢.
s b—a a g
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5.4 Allitas. Ha f : [a,b] — IR monoton fiigguény, akkor f € Rla,b].

£

Biz.: Segitség: Legyen 7 € Fla,b] : |7| < OBk

5.5 Allitas. Ha f : [a,b] — R olyan korldtos fiigguény, amely csak véges szamai pontban
nem folytonos, akkor f € Rla,b].

Biz.:
1. Tegyiik fel, hogy f csak egy pontban, az intervallum x = a bal oldali végpontjaban

nem folytonos. Legyen ¢ > 0, és jelolje

w:=sup f —inf f.
[a,b] [a,b]

Viélasszuk meg az x; pontot 1igy, hogy 1 — a < 5 legyen. Mivel f folytonos [z1,b]-n,
ezért f € R[xy,b]. Tehat 3 : {x; <2y < ... <z, = b} felosztas, amelyre

Q(fhwl,b]aTl) <

DO ™

Jelolje 7 a 7 U {a} felosztast. Ekkor

€
+

% = E.

Q(f,7) = (sup f — inf] @1 —a) +Qf,, 1) <w g

[a,xl] [ava

Igy f € R[a,b] ebben a specialis esetben. (Ha b-ben van a szakadasi pont, a bizonyitas
hasonlo.)

2. Tegytik fel, hogy f szakadasi pontjai: { < &§ < ... < &, és legyenek n; olyanok, hogy

CL<771<£1<772<£2<773...<77p<£p<77p+1<b.

Ekkor az [a, m], [m, &1, [€1,m2)s - - - [Mp+1, b] intervallumokon f-nek legfeljebb egy szakadasi
pontja van, és azok az intervallumok végpontjaira esnek. = f mindegyik intervallumon
Riemann-integralhato, és ekkor az integral tartomény szerinti additivitdsa miatt [a, b]-n
is.

Kérdés: Nem alkalmazhato-e a folytonos fliggvény véges szamu pontban valé megvaltoz-

tatasarol szolo tétel? Altalaban nem, csak akkor, ha a szakadas megsziintetheté. De

f(:c)—{ sin%, ha z # 0

az

0, hax=0

fliggvény nem tehetd folytonossé, ugyanakkor ezen tétel alapjan integralhato.
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5.3. Integral-kozépértéktételek

Megmutattuk, hogy f, g € R[a,b] esetén f-g € Ra,b], de nem adhat6 meg képlet fab f-g

értékére. A tovabbiakban becslést adunk meg erre.

5.6 Allitas. Tegyiik fel, hogy f,g € Rla,b], m < f < M, és g > 0. Ekkor

m/abgﬁ/abf-gﬁM-/abg. (20)

Biz.: Nyilvan mg(z) < f(z)g(x) < Mg(z) Yz € [a,b]. Az integral monotonitasabol

kovetkezik az allitas.

5.7 Koévetkezmény. A g = 1 meguvdlasztds esetén: ha f € Rla,b], akkor

b
m(b—a)g/beM(b—a)(:)mgbf“_—];SM.

5.8 Allitas. Tegyiik fel, hogy € Cla,b], g € Rla,b], és g > 0. Ekkor 3¢ € (a,b) :

l@y:ﬂaxéz. (21)

Biz.: Weierstrass tétele = 3z, x* € [a, b] :
m = f(x,) és M = f(z"). (22)

1. Tegyiik fel, hogy f:g = 0. Ekkor (20) = f: fg=0,és (21) V&-re igaz.
2. Tegyiik fel, hogy [ g > 0. Ekkor (20) és (22) =

b
< fabfg <
f.a

Mivel f folytonos, igy Darboux-tulajdonsagu, azaz felveszi f(z.) és f(x*) kozotti Osszes

m = f(z.)

f(z®) = M. (23)

értéket. Igy létezik olyan & € (a,b) pont, hogy

19
f(€) e

5.9 Kovetkezmény. Ha g = 1, akkor f € Cla,b] esetén 3¢ € (a,b) :

b
/f=f@w—®-
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Ext integral-kozépértéktételnek nevezziik.

6. Integral és mértékek

Emlékeztets: A Riemann-integral fogalméat kiterjesztettiik f : IRV — IR korlatos fiigg-
vényekre. Elgszor IRV-beli intervallumon értelmezett fiiggvényekkel foglalkoztunk. R -

beli (N dimenziés) intervallumon az
[=T"xIPx..xI"NCR"

alakt halmazokat értjiik, ahol
I =[d,V] C R.

(Itt @’ = ¥ is lehet.) Jelolje Zy az ésszes IRY-beli intervallum halmazét, hozzavéve még
elemként az iires halmazt is. Definidltunk egy po-lal jelolt fiiggvényt, amely minden Zy-beli

halmazhoz hozzarendel egy nemnegativ szamot a kovetkezG szabdly szerint:

(1) = 0, hal=10
fol = 0L, (Y —a’), ha I # 0.

A po(I) szdmot az I C Z, intervallum mértékének neveztiik. Azt mondjuk, hogy az
I, Iy € 7y halmazok po-diszjunktak, ha po(Zy N Iy) = 0, vagyis ha I és I kozos részének
nulla a mértéke. (Ez nem csak gy lehetséges, ha a két intervallumnak nincs kozos pontja.)
Ezutan bevezettiik az Z jelolést azon IRV-beli halmazok sszességére, amelyek el6allnak
véges szamu Zy-beli halmaz unidjaként. Ha [ € Z, akkor I elGallithatd paronként pi-

diszjunkt Zy-beli halmazok uni6jaként:
I=W_I; IhyelyVke{l,2,...,n}és po(lyNl) =0, k#1

Legyen p: Z — IR a kdvetkez6 fliggvény:
[eZ,l=Ul, L) => po()).
j=1

Ennek segitségével bevezettiik a Riemann-integralt Z-n, majd tetszdleges H C IRY korla-
tos halmazon. Tehat értelmeztiik a [, f integralt, ha H C IR™ korlatos, és f : H — R
korlatos fiiggvény. Belattuk: ha H € Z, és f folytonos H-n, akkor létezik [ 5 f- Specili-
san, ha f = 1, akkor [, f = pu(H). Tehat, ha H C Z, akkor [, 1 a halmaz mértéke.
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6.1 Definicié. Fgy Q C RY korldtos halmazt Jordan-mérhetének nevezink, ha az f = 1
fiigguény Riemann-integralhatd Q-n, azaz 1 € R(Q). A le € R szdmot a Q halmaz

Jordan-mértékének nevezzik.
(Tehat ha @ € Z, akkor a Jordan-mértéke 1(@Q).)

1, hax € Q
0, haxel\Q

tetszdleges, I € Iy) a Q halmaz karakterisztikus fiigguényének nevezziik.

6.2 Definici6. A xg : RY — R; xo(x) = { fiigguényt (ahol I O Q
Ko6nnyen meggondolhatd a kovetkezd
6.3 Allitas. Q pontosan akkor Jordan-mérhetd, ha Xo € R(I).

Jelolje J a Jordan-mérhets halmazok Osszességét. () € J esetén a

M@:zmzél

szamot a ) halmaz Jordan-mértékének nevezziik.
6.4 Kovetkezmény. Z C J, és Q € J esetén pu(Q) > 0.

6.5 Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy f € Rla,b], f > 0. Jelilje Q C IR? a kivetkezd
halmazt:

Q:={(r,y), a<r<b, 0<y< f(o)}.

Ez az [ ,gorbe alatti terilete”. Ekkor

@)= [1- [ ( / my) w= [ s

Térfogat ugyanigy. ..
Kérdés: Van-e nem J-beli halmaz? Igen, pl.

Qo = {(z,y) € [0,1] x [0,1], és z,y raciondlis szamok}.

Ez a példa mutatja, hogy egy Jordan-mérhets halmaz részhalmaza nem feltétleniil Jordan-

mérhetd.

6.6 Definicio. Egy Q € J halmazt Jordan-nullmértékd halmaznak nevezink, ha u(Q) =
0.
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A Jordan-nullmértékd halmazok Gsszességét Jp jeloli.

Kérdés: Hogyan lehet felismerni egy Jy-beli halmazt?

Legyen Q C IRYM egy tetszoleges korlatos, nemiires halmaz, I C Z; egy intervallum,
T € IF(I) egy felosztasa. Jelolés:

Q) ={Jer:QNJ#0}.
(Tehat azon 7-beli elemek, amelyeknek van Q-val kozos pontjuk.) Nyilvan 7(Q) C 7, és
7(Q) =0 INQ =0. (Tehat ha Q C I, akkor 7(Q) # (.)

6.7 Allitas. Q pontosan akkor Jordan-nullmértékd, ha befedhetd véges szamii, tetszdleges

kicsi 6sszmeértékid Jordan-mérhetd halmazokkal, azaz

Qe &VIEJ : I1DQ ésVe>03rcF(I): Y  pu(J)<e.
JeT(Q)

(Biz. nélkil)

6.8 Kovetkezmény. Egy Jordan-nullmértékd halmaz részhalmaza is Jordan-nullmértéki,

tovabbd véges szami Jordan-nullmértékid halmazok unidja is Jordan-nullmértéki.

PL
e Oy ={x;, i=1,2,...,n} Cla,b] € T

o ng{zi:%, i=1,2,...,n} € T
(Ugyanis legyen ¢ > 0 tetsz6leges, ekkor a (0

e
12
szamu pont van. Legyen ezek szdma M. Mindegyiket lefedjiik 55; hossztisaguval.

) intervallumon kiviil csak véges

= A teljes halmaz lefedhets 5 + M - 55; = ¢ Osszhosszisagu intervallumokkal. )

e Q3 = Qrac]0,1]. Mivel xq,(z) = D(x), igy Q3 ¢ Jo- (Erdekesség: Q3 pontjainak a
szamossaga egyenld (Q pontjainak a szamossagéaval.)

e Q, = {(z,D(x), z € 0,1]} (a Dirichlet-fiiggvény grafja, IR?-beli halmaz!)
Legyen [y := {(z,0) : z € [0,1]}, [, := {(z,1), « € [0,1]}. Ekkor Q4 C Iy U I,
lp, 1 e Jo= 1)UL € Jy= Q4 € Tp.

6.9 Allitas. Egy korldtos Q@ € RN halmaz pontosan akkor Jordan-mérhetd, ha a hatdr-

pontjainak a halmaza Jordan-nullmértéki, azaz 0Q € Jy.

6.10 Kovetkezmény. Legyen f € Rla,b|, f > 0. Ekkor a

Q:={(z,9), a<z<b, 0<y < f(a)}
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halmaz Jordan-mérhetd. (Beldttuk, hogy u(Q) = fabf(x)dx/) = 0Q € Jy. Mivel graff :=
{(z, f(x), = € [a,b]} C 0Q, ezért graff € Jy. Tehdt minden R[a,b]-beli figgvény (igy
minden Cla,b|-beli) grifja Jordan-nullmértéki.

6.11 Kovetkezmény. Minden IR-beli korldtos intervallum Jordan-mérhetd, ugyanis a

hatdarpontok halmaza két pontbol dll, és igy Jordan-nullmértéki.

6.12 Kovetkezmény. Ha QQ1,Q2 € J, akkor Q1 UQ2, Q1N Qa, Q1\ Q2 € J. (Ugyanis
8(@1 U QQ) C 0Q1 U 0Q, Stb)

6.13 Allitas. Ha Q1, Q2 € J, akkor Q1 U Q2) = pu(Q1) + u(Q2) — (@1 N Q2).

Biz.: XQ1UQ> (:L“) = XQl(x) + XQ» (@ — XQinQ2 (I)

6.14 Kovetkezmény. (A Jordan-mérték additivitdsa.)
Minden Q1,Q9 € J esetén

Q1 U Q2) < pu(Qr) + p1(Q2)
Q1 U Q2) = pu(Q1) + p(Q2) & pn(Q1NQ2) = 0.

6.15 Kovetkezmény. (A Jordan-mérték monotonitisa.)

Ha Q1,Q2 € J, és Q1 C Qa, akkor p(Q1) < p(Qs).
Biz.: Kovetkezik abbol, hogy xq, (z) < xg,(2), és az integral monotonitasabol.
6.16 Allitas. Ha Q1,Q2 € J, és Q1 C Qa, akkor p(Q2\ Q1) = u(Q2) — u(Q1).

Biz.: Q = Q1U(Q2\ Q1) = p(Q2) = p(Q1) + pu(Q2 \ Q).

6.1. Riemann-féle integralhatésag

6.17 Allitas. Legyen f : I — IR, I C IRY korldtos, I C Ty, és jelolje Q az f fiigg-
vény szakaddsi pontjainak a halmazdt. Ha Q) Jordan-nullmértéki, akkor f Riemann-

integrdalhato I-n.

Biz.: Belatando: pu(Q) =0 esetén Ve >0 3dr € IF(1) : Q(f,7) < e.
Legyen wy := sup; f —inf; f. Mivel Q € Jp, igy ()-nak létezik véges szami, ﬁ—nél kisebb
Osszmértékd befedése, azaz olyan Ji, J5, ..., J € J halmazok, amelyekre

T €
C UL J;, és Jr) < —.
Q k=1Yk ;M( k) 2wy
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Mivel f az I\ U}, J; halmazon folytonos, ezért integralhato is =

It ={J1,Jo,.... Jn} e F(I\ UL, J;) - ") <

€
5%

f|1\u21=1J; ’

Legyen 7 =7 U{Jy, J5,.... J: } € F(I), és
£ £ £
Q <= () < = L =e.
7)< 54 D) < § oy 5 =

Igaz-e a megforditas?

Tekintsiik az R Riemann-fiiggvényt! Megmutathato, hogy R € R[0,1], de minden racio-
nalis pontban szakad (és minden irracionlis pontban folytonos). Igy Q = Qrac[0,1] ¢ Jo.
Tehéat nem igaz a megforditas, igy @@ € Jo a Riemann-integralhatosag elégséges (de nem

sziikséges) feltétele.

Kérdés: Van-e kapcsolat egy H C IR ponthalmaz Jordan-mérhetGsége ill. a halmaz
pontjainak szamossaga kozott?
Belattuk:

1. Ha H véges szamu pontbol all, akkor H € J.

2. Ha H megszamlalhatoan végtelen szamu pontbol all, akkor lehet Jo-beli (H := {% :

n € IN}), és lehet nem Jordan-mérhets (H = Q,ac[0, 1]).

Kérdés: Létezik-e kontinuum-szamossagu Jo-beli halmaz? (A J-beliség nem kérdés: min-
den intervallum j6. De szét tudunk-e gy ,,mazolni” kontinuum-szamossagui pontot, hogy
az mérhetd legyen, és a mértéke nulla legyen?)

Konstrualjuk meg a kévetkez6 halmazt:
1. Tekintsiik a [0, 1] intervallumot.
2. Vegyiik ki bel6le az (3, ) nyilt intervallumot.
3. A maradékok kozépsG harmadat is vegyiik ki.
4. Folytassuk az eljarast n — oo esetre.

Jelolje C), az n-edik 1épés utdn megmaradt pontok halmazat, C' pedig az n — oo esetén

megmaradt pontokat.
6.18 Definicio. A C C [0, 1] halmazt Cantor-féle szamhalmaznak nevezziik.
A C halmaz tulajdonsagai:

6.19 Allitas. C zdrt.
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Biz.: Az eljaras soran zart halmazbol mindig nyiltat hagyunk el. = C), mindig zart.
6.20 Allitas. C minden pontja torléddsi pont.

Biz.: Belatando: Vo € C ponthoz 3(x,) C C sorozat, amelyre x,, — = (z, # x).

Legyen x € C, és irjuk fel ezt a szaimot harmas szamrendszerben:

xr =1[0,aiaza3 . ..]3, ahol a; € {0,1,2} (24)
Tehat
1 1
x:a1-§+a2-§+a3-¥+...

(Bizonyos szamok, az un. triadikus racionalis szamok kétféleképpen is felirhatok, pl. ilyen
az .
3= [0,10000...]3 = [0,02222.. 5.

De csak ezek irhatok fel kétféleképpen!)

A (24) elsallitasban ha a; = 1, akkor x € [3, 2]. Mig ezen intervallum belsé pontjaira
a; = 1 sziikségszertien, addig a végpontokra (mivel triadikus tortek) létezik egy masik
feliras:

2
=[0,02222.. Js, 5 =1[0,20000.. ]

—~ OJ|?—‘

Ezért az elsé 1épés utan
saban a; # 1. Tehat

C1-ben) csak olyan szamok lesznek, amelyeknek (24) elgallita-

reC, e a 6{0,2}

Hasonl6é meggondolassal:
reC,<a €{0,2}Vi=1,2,... n.

Jelolje most x, azt a szamot, amelynek triadikus alakja x triadikus alakjatol csak az

n-edik szamjegyben kiilonbozik, azaz, ha x = [0, a1as . .. ay_1G,a5,41 - - |3, akkor

Ty = [0, a1 . .. Ap_1bpGpyy - -]3,
ahol
b 2, ha a, = 0;
" 0, ha a, = 2.
Ekkor
1. © # xp;
2. x, € C,
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3. o —ap| =2 (3)" = limz, = .
6.21 Allitas. A C halmaz kontinuum-szimossdgi.

Biz.: Megmutattuk:
r € C s x=10aaza3...]3 elallitasban a; € {0,2}.
Rendeljiik hozza az x szamhoz a [0, 1] intervallum egy pontjat a kovetkezs szabaly szerint:
Qn
=Yy .= [0, b1b2b3 . bn .. .]2, ahol bn = 3

PL. 2 = [0,200200020... ]5 ~— y = [0, 100100010 . . J».
Ennek a leképezésnek létezik inverze is, azaz Yy € [0, 1] ponthoz hozzarendelhets egy

C-beli szam is:
Yy = [0, biby... b, .. .]2 = T = [O, (2b1)(2b2) .. .]3 eC.

Ha ez a leképezés injektiv volna, akkor mér be is lattuk volna a tételt, de nem az: bizonyos

tipustt C-beli szamokhoz ugyanazt a [0, 1]-beli szamot rendeli:

ay a2 Qp—1

= ... ap—1200. .. —_—— ... 100...

1 [O,a1a2 an—1200 ]3*-)[0, 5 9 5 00 ]2
ay Qg An—1

- oy 1022 a2 Anciggg g

o [O,CL1(L2 a 10 ]3|—>[O 5 9 5 00 ]2

és a jobb oldalak egyenlSk! vegyiik ki C-bél az ilyen szamokat! Ekkor [0,1] és C' egy
részhalmaza kozott bijekcio van = C' ezen részhalmaza kontinuum-szamossagi. Ezért C
szamossaga > kontinuum. De C' C [0, 1], és [0, 1] kontinuum-szamossagu, igy C' szamos-

sdga sem lehet nagyobb.
6.22 Allitas. C' Jordan-nullmértékd halmaz.

Biz.: Belatando: C' befedhets tetszéleges e-nal kisebb Osszmértéki véges szamu interval-
lummal.
Ehhez szamitsuk ki, hogy az m-edik lépésig milyen Gsszhossziisagu intervallumokat ha-

gyunk el!

Lol Ly o Lo
3 79 o1 3n

W =
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Igy C,, (amely 2" darab intervallumbol 4ll)
- (1-(2) ) = (2
3 3

Legyen € > 0 tetsz6leges. Vélasszuk n-t olyan nagynak, hogy (%)n < ¢ legyen. Fedjiik le

0sszhosszisag.

mindegyik kis intervallumot C,-ben (ezek szima 2") - a4tmérdGji intervallumokkal. Ezek
osszhossza < ¢, és lefedik C,-t. Mivel C' C C,,, ezért ez jo lefedése lesz C-nek. Igy C € J.

6.2. Lebesgue-féle nullmértéki halmaz

6.23 Definici6. Egy Q C RY korldtos halmazt Lebesque-féle nullmértéki halmaznak ne-
veziink, ha befedhetd véges vagy megszamldalhatoan végtelen szamossdgu, tetszdleges e-ndl

kisebb osszmértékd Jordan-mérhetd halmazokkal. Jelolés: Ag.

Nyilvanvaléan, minden Jordan-nullmértékd halmaz Lebesgue-nullmértékid, vagyis Jy C
Ao.

Pl Q:ac[0,1] € Ay, ugyanis az elsé pontot fedjitk be 5, a masodikat 5, a harmadikat
és 1. t. a4tmérdjt intervallumokkal. Ezek Osszhosszlisaga D, 5 = €.

6.24 Allitas. Ha Q; € Ao(j = 1,2,...), akkor U2, Q; € Ao, azaz megszamldlhatoan

végtelen szdmossagi Lebesgue-nullmértékid halmazok unidja is Lebesque-nullmértéki.

A tovabbiakban megallapodés szerint ha valamely allitas egy Ag-beli halmazon kiviil min-
deniitt érvényes, akkor a ,majdnem mindeniitt” (m.m.) kifejezést hasznaljuk.

Pl. A Dirichlet-fiiggvény m.m. nulla.” Vagy: A sgn fiiggvény m.m. derivilhato.”

Ezek utan mar megfogalmazhatjuk annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy egy fiigg-

vény Riemann-integralhato legyen:

6.25 Tétel. f € R(I) & Q € Ao, vagyis eqy f fiigguény pontosan akkor Riemann-
integrdlhatd, ha a szakaddsi pontjainak QQ halmaza Lebesgue-nullmértéki. (Biz. nélkiil)

7. A Lebesgue-féle integral

Probléma a Riemann-integrallal: sok fliggvény nem Riemann-integralhatd. Szeretnénk
ezért kiterjeszteni az integral fogalmat. A kiovetkezo kiterjesztés Lebesgue (1902) és Riesz

(1903) munkajan alapszik.
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7.1. Lépcsos fiiggvények és sorozataik

7.1 Definicié. Egy ¢ : (a,b) — R ((a,b) R-beli korldtos intervallum) fiigguényt lépcsds
figgvénynek neveziink, ha 3t € Fla,b], 7 := {a = 29 < 21 < ... < x,, = b}, és olyan

C1,Cy,. .., Cp dllandok, amelyekre ¢z, 2 = k=1,2,...n.
(Tehat az x = x), pontokban ¢ tetszéleges lehet!) Jelolés: ¢ € S(a,b).
7.2 Allitas. Ha ¢ € S(a,b), akkor ¢ € R|a,b], és

b n
/ ¢ = ch(ﬂﬂk — Tp-1).
@ k=1

7.3 Lemma Legyen (¢,) C S(a,b) olyan, hogy
e (¢,) monoton csokkend;
e lim¢p,(z) =0 m.m. z € (a,b)

Ekkor [* ¢, (x)dz — 0.

7.4 Lemma Legyen (¢,) C S(a,b) olyan, hogy
® ¢, >0;
e (¢n) monoton csokkend;
o [V, (x)dx — 0

Ekkor lim ¢, (x) = 0 m.m. z € (a,b).

Kérdés: Mi a kapcsolat a Riemann-integral és a 1épcsés fiiggvények kozott?
Tegyiik fel, hogy f € R[a,b]. Ekkor Ve > 0 37 € IF[a,b] : S(f,7) — s(f,7) <e. Itt

S(f,7) = Z s =1"M;(z; — xi—q), s(f,7)= Z s =1"my(z; — 1),

ahol
m; = inf f, M;= sup f
[Ti—1,2;] [zi—1,2:]
Tovabba,
s(F,7) < S(f.7) (25)

Vegyiik észre, hogy minden 7 € IF[a, b] felosztasnak megfeleltethets egy 1épcsds fiiggvény:
O, () .= M;, és ¢ (x) :=my, © € (x;_1,2y),i=1,2,...,n. (26)
Konnyen lathato, hogy
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1. f: ¢, (x)dz = S(f, 7); fab o (x)dx = s(f, 7).

2. Ha 7 C 7 (7 pontjai benne vannak 75-ben):

O, (2) = ®r,y(2) 2 br, (2) 2 07, (2),

b b b b
/ (DTl Z/ (bTQ 2/ ¢72 2/ ¢T1'

Legyen 7,5 € IF[a, b] olyan felosztassorozat, amelyre

és

hm sn(fyh) = hm Su(f,mr) / f

Pl. 77 = ekv,, azaz egyenlGkozi felosztas. Ekkor a 7, := U}_, 7 felosztasokra:

. nCnC...C1,C ...

2.
lim s,(f,7,) = lim S,(f, ) / f. (27)

n—oo n—oo

Jelélie @, == @, , ¢y = ¢ . Ekkor
e (¥,,) monoton csokkend, (¢,) pedig monoton névekvs lépesdsfiiggvény-sorozat.

o Mivel s(f,7,) f bn és S(f,Tn) fab ®,,, ezért (27) =

lim/abgbn:hm/ab@n:/abf (28)

Tehat (P, — ¢p,) € S(a,b), amelyre
P, — b 2 0;
e (®, — ¢,) monoton csdkkend;
o [[(®— du)da — 0.

Ekkor a 7.4 Lemma alapjan

lim (®,,(z) — ¢p(x)) =0 m.m. = € [a,b]. (29)

n—o0

Mivel ¢,(x) < f(z) < ®,(x) m.m. x € (a,b), ezért

lim ¢,(x) = lim ®,(x) = f(z) m.m. z € [a,b].

n—o0 n—o0
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Osszefoglalva: Ha f € Rla,b], akkor 3(¢,) C S(a,b) monoton névés és I(®,) C S(a,b)

monoton cadkkend 1épcsisfiiggvény-sorozat, amely m.m. tart f-hez, és amelyre

i qﬁn/f hm/ /f

7.2. Az L7(a,b) integral

7.5 Definicio. L' (a,b) jeloli azon f : (a,b) — TR fiigguények halmazdt, amelyekhez
A(¢pn) C S(a,b), amelyre

e (¢,) monoton nivd;
o lim, o dn(z) = f(x) m.m. z € (a,b);
e Jlim,, . fab On < +00.

(Nyilvin R[a,b] C L (a,b)). A lim ff On € IR szdmot az f fiigguény LT -beli integrdljdinak
nevezziik. Jeldlés: fab fdAy :==1lim f; On.

(Megmutathato, hogy az el6bbi hatarérték fiiggetlen a (¢,,) megvélasztését()l.
Tehat, ha f € Rla,b], akkor f € L*(a,b), és f fdA, = f fx

Az L*(a,b) tulajdonsagai:

1. f,g € LT (a,b) és un >0
o frgeLt(ab)eés [J(f+g)dhy = [0 fdA + [ gdAy;
. ufezL*Qub)ésjfufdk+::ujffdA+.

3. Ha f € L*(a, b) és f > O m.m. r € (a,b), akkor fab fday > 0.
4. Ha f,g € L*(a,b) és f > g m.m., akkor ff fdAy > fabgd/\Jr.

Pl. Legyen fx) = D(x). Ekkor a ¢,(x) = 0 lépcs6stiiggvény-sorozat jo lesz. Ezért
D€ L*(0,1), és [} DA\, = 0.

Probléma: ha f,g € L*(a,b), akkor f — g nem feltétleniil van L*(a,b)-ben. Igy te-

hat L™ (a,b) nem vektortér!

A tovabbiakban kiterjesztjiik az L™ (a,b) integralt.
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7.3. Az L(a,b) tér

7.6 Definicio. Azt mondjuk, hogy az f : (a,b) — R fiigguény Lebesque-értelemben integ-
rdalhato, ha elddllithato

f(x) = fi(z) = fa(z) (30)
alakban, ahol f1, fo € L™ (a,b). Jelolés: L(a,b).

Nyilvanvaloan, L*(a,b) C L(a,b).

7.7 Definici6é. Egy f € L(a,b) fiigguény Lebesque-féle integrdljanak az

/abfd/\ = /abfld)\+—/abf2d)\+ (31)

7.8 Megjegyzés. A (31) definicid csak akkor korrekt, ha megmutatjuk, hogy f; fdX\ ér-
téke figgetlen f1 és fo megudlasztasatol! Ez igaz, ugyanis tegyiik fel, hogy f = f1 — fo =
91— 92 (fiy9: € LT (a,b)). Ekkor fi + g2 = g1 + fa, és mindkét oldal L™ (a,b)-beli. =

b b b b

/ fld)\+—i-/ ggd)\+:/ gld/\++/ fodAy =
b b b b

/ fld)\+_/ f2d)\+:/ gld)\+_/ gadA,.

7.9 Allitas. L(a,b) vektortér, és az integrdlds linedrisan mikidik.

szamot nevezziik.

1. fge La,b) = f=fi—fa, g=91 — g2 és fi,9: € L (a, ). Ekkor
frag=(fit+taq)—(fa+g)

Igy f+ g € L(a,b). Emellett

/ab(f—i-g)d)\ = /ab(fl +g1)dAy — /ab(fz +go)d\, =

(/abfldA+—/abf2dA+) + (/abgldA+—/:g2dA+) :/abfdx_/abgdA,

2. Tegyiik fel, hogy f = f1 — f2 € L(a,b), u € IR.
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e Ha p >0, akkor puf = pfr — pfo = pf € La,b), és

/ab”fdAZ/abﬂfldM—/abuhdM=u</abf1dA+—/abf2dA+) :u/abfd/\.

e Ha pn <0, akkor pf = (=p)(fo = fi) = [(=m)f2] = (=) il = nf € L(a,b), és

/{lbufd)\:/ab(_lu’)féd)\+_/ab<_,u)f1d)\+:—u/bqud)\+_(_u)/abeld)\+:

b b b
" / fiddy —p / fadAs = 1 / Jd.

e Emellett L(a,b) minden mas tulajdonsaggal is rendelkezik.

7.4. Lebesgue-mérheté halmazok

7.10 Definici6é. Egy Q C IR halmazt Lebesque-mérhetdnek neveziink, ha xo € L(a,b)
(Q C (a,b)). Az ff XodA € R szdmot a () halmaz Lebesgue-mértékének nevezziik.

A Lebesgue-mérhet6 halmazok Osszességét A, egy () halmaz Lebesgue-mértékét pedig
AM@Q) jeldli.
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