Mat2 gyakorlofeladatok 3.

Linearis leképezések

1. Melyik linearis az alabbi fliggvények koziil?
a.)
e.)
h.)

2. Milyen lineéris leképezést hataroznak meg a kovetkez§ matrixok?

2 2 10 0 0
") [2 2] b) [O 1] ‘) [O O]

flx)=3z4+5 b)) f(x)=3 <c) fx)=0 d.) f(z)=2a?
f(x1,me) = xxe f.) f(z1,22) = (Bo,21) g.) f(z1,22) = (zlxg,:clx%)
f(w1,22) =5

~1 100 —-5 3
d.) 0| e)|oo0o 1| f)|-11
1 010 2 4

3. Linearis-e az az IR? — IR? leképezés, amely minden szampérhoz az origora vett tiikorképét

rendeli hozza?

4. Egy IR? — IR? linearis leképezés az (1,2) vektorhoz a (3,8) vektort, a (3,1)-hez a (4, 14)-et

rendeli hozzé. Irjuk fel a matrixat!

5. Legyenek adva a kovetkezd métrixok:

1 2 3 10 2
A=|14 56|, B=|2 41|, C=][00 1], D=0
7 89 0 3 4

Mely maétrixkifejezések léteznek az alabbiak kozil, és mennyi az értékik?
a) A-D b)) A2+ A c)B>-2B d.) C+D" e)ATA4CCT f) BBT4+C

6. Igaz-e, hogy ha A € R"*™ és B € R"*", akkor A- B = B - A? Ha igen, bizonyitsuk be, ha

nem, mondjunk ellenpéldat!

7. Ha az A € R™" és B € R™*™ matrixokra AB = BA, akkor azt mondjuk, hogy A és B
kommutal. Mondjunk példat kommutalo matrixokra! Mondjunk példat olyan matrixra is,

amelyik minden méas (vele azonos méretii) matrixszal kommutal.

8. Igaz-e, hogy ha az A és B matrixok szorzata nullmatrix (azaz minden eleme nulla), akkor

A és B koziil legalabb az egyik is nullmétrix?

9. Legyen A egy négyzetes matrix. Igaz-e, hogy ha A% = 0, akkor A = 0?



10. Mely osszefiiggések igazak tetszéleges A, B € IR™ ™ matrixok esetén? Az igazakat bizo-
nyitsuk be, a hamisakra keressiink ellenpéldat!
a.) (A+ B)? = A2 +2AB + B?
b.) A2 - B%?=(A—- B)(A+ B)
c.) A2—T=(A—-1)(A+1I),ahol I az n x n-es identitdasmatrix

11. Szamitsuk ki az alabbi matrixhatvanyt:

ahol n tetsz6leges természetes szam.

Megolddsok:
1. c.), 1)
2. a.) f:R?2 = R2, f(xy1,22) = (201 + 222, 221 + 222)
b.) f:IR?2 — R?, f(x1,22) = (v1,22) (minden szampart helybenhagy)
c.) f:IR?2 = R?, f(x1,22) = (0,0) (minden szdmpérhoz a (0, 0)-t rendeli)
4) R~ RS, f(z) = (~,0,2)

e.) f:IR? = IR3, f(x1,22,73) = (21,73, 22) (megeseréli minden szdmharmas masodik és
harmadik elemét)
£) f:IR?2 — R3, f(x1,22) = (=bx1 + 329, —71 + T2, 2771 + 429)

3. Igen, hiszen két tetszéleges vektor Osszegének tiikorképe a tiikorképeik Osszege, és egy
tetsz6leges vektor adott szdmszorosanak tiikdrképe a tlikorkép szdmszorosa. Mésképpen:

ez a leképezés a kovetkez6 fiiggvényt jelenti: f(x1,x9) = (—x1, —x2), amely linearis.

4. Azt az

a1 ag2

ail a2 ]

matrixot keressiik, amelyre

IR IR

Végezziik el a bal oldali matrixszorzésokat az egyeldre ismeretlen matrixszal. Igy a kovet-

kezs egyenletrendszerekhez jutunk:

l-a;1+2-a12=3 3-an+1l-ap=4
1-ag1+2- a0 =2=8 3-as1+1-a9 =14

Ezt a négy egyenletet a négy ismeretlen matrixelemre megoldva kapjuk: a1; = 1,a12 =



10.

. Nem, legyen pl. A =

1,a01 = 4,a99 = 2. Tgy a keresett matrix:

(1]

14 31 38 45

ca) | 32 b) | 70 8 102 | c) P d)[2 0 5] e)d )R

50 109 134 159

. Nem igaz, ugyanis pl. legyen

Ekkor A-B =

21 1
B-A=

11]7A [1

11

1 1 2 2

matrixok kommutéalnak. Minden matrix kommutal pl. a vele azonos méretii identitasmat-

=[aa) o]

matrixok koziil egyik sem nulla, a szorzatuk mégis a 2 x 2-es nullmatrix.
01
00|

a.) Fejtsiik ki a bal oldali kifejezést:

miivelet.

Pl. az
A =

rixszal és nullméatrixszal.

. Nem igaz, mert pl. az

(A+B?=(A+B) (A+B)=A-A+B-A+A-B+B-B

A jobb oldali els6 tag A%, az utolsd B?. A kérdés tehat mar csak az: vajon barmely két
négyzetes matrixra igaz-e, hogy 2AB = AB+BA, azaz AB = BA? Nem, mert lattuk, hogy
a szorzas nem kommutativ a matrixok kérében. Természetesen kommutalé matrixokra igaz
az Osszefiiggés.

b.) Szintén csak kommutalé matrixokra igaz.

c.) Igaz, mert az identitdsmatrix minden matrixszal kommutal, és 12 = I.



11. Szamitsuk ki el6szor n = 2-re és n = 3-ra:
2 3
11" 12 11" 13
01| |o 1] 01| |01
11" 1
Sejtés: = "
0 1 0 1

Igazoljuk teljes indukcioval!
Azt lattuk, hogy az allitds n = 2-re és n = 3-ra igaz. Mutassuk meg, hogy ha n-re igaz,
akkor n + 1-re is!
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