Mat2 gyakorléfeladatok 6.

IrAnymenti derivalt, Hesse-matrix, széls6értékszamitas

1. Adjuk meg az

flay)=vr+1.y°

fiiggvény iranymenti derivaltjat az a = (0, 2) pontban, az (1,2) irdny mentén. Emel-

kedik vagy lejt a feliilet ebben az iranyban?

2. Tekintsik az )

fr,y) = T3

fiiggvény altal leirt feliiletet. Merre gurulna a (3,1, %) pontba helyezett labda?
3. Adjuk meg az f(x,y) = cos(x?)+zy? fiiggvény masodik derivaltjat a (0, 5) pontban!
4. Adjuk meg az f(x,y) = 42 + 4y — 122 — 48y fiiggvény lokalis szélséértékhelyeit!
Megoldasok:

1. Szamitsuk ki f derivaltjat az a = (0, 2) pontban:

' _ 1 2 . / _
F(ay) = (—Zmy,\/—+1 2y) = 7(0,2) = (2,4).

Az irdnyt kijel5ls vektor hossza v/12 + 22 = /5 # 1, igy a normalt e = (\/Lg, %)

ot

vektorral kell szamolnunk. A keresett iranymenti derivalt:
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Ennek értéke pozitiv, igy a feliilet emelkedik a megadott iranyban.

0.4(a) = J'(a) - e = (2,4) - (

2. A labda a gradienssel ellentétes iranyba gurulna. Ezért szamitsuk ki az a = (3,1)-
beli gradienst! (A megadott szamharmasban a harmadik elem a fliggvényérték a
(3,1)-ben: f(3,1) = =Lt~ =1%...)

3+3-1 6

f@.y) = (_(x +13y)2’_(x +33y)2> = f&n= (_%’_%)
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(Valaszul ennek a vektornak barmely pozitiv szdmszorosat is megadhatjuk, pl. az
(1, 3) vektort.)

A labda az ezzel ellentétes iranyba gurulna, vagyis az ( ) vektor irdnyéaba.



3. Az els6 derivalt egy tetszbleges (z,y) helyen: f'(z,y) = (—sin(z?)2x + v, 2xy).
Ezen f':R? — R? fiiggvényt kell még egyszer derivalni, majd a (0, 5) helyen venni:

" | COS($2) 2 - 2% — sin(xz) "2 2y " = 010
f(x,y) = % 2I]:>f(0,5)—[10 0]

4. Csak ott lehet lokélis szélsGértéke, ahol nulla a derivéaltja. Ezért elGszor megvizsgal-

juk, hogy hol nulla a derivalt:
f(z,y) = (122° — 12,12y* — 48) = (0,0)

Ez azon (z,y) pontokban all fenn, ahol 122% —12 = 0 és 12y* — 48 = 0. Megoldva az
egyenletrendszert: x = +1, y = +2. Ebbdl dsszesen négy szoba johets (x,y) pontot

kapunk:
(1,2), (1,-2), (=1,2), (-1,-2)

Vizsgaljuk meg mindegyikben a Hesse-méatrixot!

f(x,y) = [

f,,(1’2>:[24 0 7f,,<17_2):[24 0 ]

24x 0
0 24y

0 48 0 —48
24 0 | —24 0
"(21,2) = Cf(=1,-2) =
F( )[()48 f( )10_48]

Az (1,—-2) és (—1,2) pontok esetén a determinans negativ, ezért ezekben a pontok-
ban a Hesse-matrix indefinit, és nincs lokalis szélséérték (nyeregpontot kaptunk).
Az (1,2)-ben és a (—1,—2)-ben pozitiv a determinéns. Az el6bbi esetben ay; > 0,
igy itt a Hesse-matrix pozitiv definit, tehat az (1,2)-ben lokélis minimum van. A
méasodik esetben ay; < 0, igy itt a Hesse-méatrix negativ definit, tehat a (—1, —2)-ben

lokalis maximum van.



