Mat2 gyakorléfeladatok 6.
Vonalintegral

1. Paraméterezziik a sikon az origd kozépponti, 2 sugari korvonal elsé siknegyedbe
es6 darabjat ugy, hogy az iranyitasa
a.) az 6ramutato jarasaval ellentétes (lasd az abrat)
b.) az 6ramutato6 jarasaval megegyezs

legyen.

Szamitsuk ki az a.) feladatban kapott r gorbe hosszat az ivhossz képletével, és

ellendrizziik, hogy ez a 2 sugaru kor keriiletének az egynegyede.

2. Szamitsuk ki az f(z,y) = (2% + y?, 2% — y?) fiiggvény vonalintegraljat az r(t) =
(t,t), t € ]0,1] gorbe mentén (az identitasfiiggvény grafikonjanak a [0, 1] intervallum
folotti darabja).

3. Valasszuk ki a csillagszerd halmazokat! (Amelyik csillagszert, ott rajzoljunk be

megfelel6 a pontot, amelyre nézve csillagszert a halmaz.)




4. A 2. példabeli f fiiggvénynek létezik-e primitiv fiiggvénye az egész R?-n?

5. Létezik-e primitiv fiiggvénye az egész R*-n az f(x,y) = (22 +2zy —y?, 2> — 2wy —y?)
fiiggvénynek? Ha igen, adjuk meg az Osszeset! Mivel egyenld a vonalintegral értéke

egy olyan gérbe mentén, amely a (0, 1) pontbél az (1,1) pontba halad?

Megolddsok:

L. a.) r(t) = (2cost,2sint), t € [0, 7]
b.) 7(t) = (2cos(5 —t),2sin(§ — 1)), t € [0, F]
I(r) = f02 |7 (¢)]|dt = fo V/(=2sint)? + (2cost)2dt = f02 2dt = .

2. 7'(t) = (L, V)T, f(r(t)) = f(t,t) = (2 + 12,42 —t2) = (2t2,0), (f(r(t)),r'(t)) = 22
Igy

/rf:/ 2t2dt—2[§}::§.

3. Az a) és c) csillagszert, a b) nem. Az a pont egy-egy lehetséges megvalasztésa:

4. f kétszer folytonosan differencidlhaté R*-n (polinom), R? csillagszert tartomany,

igy elég megvizsgalni, hogy a keresztben vett parcidlis derivaltak egyenlék-e.
Opfo =22 =0,fi =2y

csak azon (z,y) pontokban teljesiil amelyekre z = y (egyenes pontjai), az egész R*-n

nem, igy nem létezik primitiv fliggvénye.



5. f polinom, igy kétszer folytonosan differencialhaté R?-n, amely csillagszeri tarto-
méany. Ezért elég megvizsgalni, hogy a keresztben vett parcilis derivaltak egyenlGk-
e:
Opfo = 0p(2? — 20y — y*) = 22 — 2y

Oyf1 = ay(xZ + 2xy — y2) =2x — 2y

Latjuk, hogy ezek minden (z,y) € R? pontban egyenlék. Igy létezik primitiv fiigg-
vény. A primitiv fiiggvények meghatarozasa: keressiik mindazon F : R? — R
fliggvényeket, amelyre

IB

1) 0,F(z,y) = fi(z,y) =2 + 22y — y° = F(z,y) = 5 +yz* — v’z + g(y),

ahol g(y) tetszéleges, csak y-t6l fiiggs fiiggvény, valamint

3
2) 0,F(x,y) = folw,y) = 2° = 22y —y* = F(z,y) = ya* — ay’ — % + (),
ahol h(z) tetszdleges, csak z-t6l fiiggs fliggvény. A két alaknak egyszerre eleget tevd

Osszes fiiggvény:
3 Y
F(z,y) = & +ya® —zy® = T+ C,
3 3
ahol C' € R tetsz6leges konstans.
Mivel létezik F', igy két pont kozotti iton a vonalintegral csak a gorbe kezdd-és
végpontjatol fiigg, és kiszamithato a Newton-Leibniz-szabéllyal. Hasznaljuk az egy-

szertiség kedvéért azt az F' fliggvényt, amelyben C' = 0:

/f — F(r(B)— F(r(a)) = F(1, 1) = F(0,1) = 1/341—1—1/3— (04+-0—1/3) = 1/3.



