
Felület paraméterezése, felületi integrál

1. Paraméterezzük a (0, 0, 5) középpontú, az xy-síkkal párhuzamos síkú, 2 sugarú kör-

lapot.

2. Paraméterezzük az origó középpontú, R sugarú gömbfelületnek azt a darabját,

amely az xy-sík felett helyezkedik el.

3. Paraméterezzük annak a hengernek a palástját, amelynek magassága 10, és alaplapja

a) a (2,0,0) középpontú, 2 sugarú, az xy-síkkal párhuzamos síkú kör

b) a (2,5,-1) középpontú, 3 sugarú, az xy-síkkal párhuzamos síkú kör.

4. Számítsuk ki az f(x, y, z) = (x + y, 2z, 10) vektormez® felületi integrálját arra a

körlapra, amely az xy-síkkal párhuzamosan z = 1 magasságban helyezkedik el, kö-

zéppontja a (0, 0, 1) pont, és sugara 1. A felszínvektorokat fölfelé irányítsuk.

5. Számítsuk ki a v(r) = r vektormez® (r az (x, y, z) vektort jelöli) felületi integrálját

a 0 középpontú egységsugarú gömbfelületre.

Megoldások:

1. Jelölje φ a körlap egy pontjába húzott helyvektor xy-síkra es® vetületének az x-

tengellyel bezárt szögét, és r a pontnak és a kör középpontjának a távolságát.

Φ(φ, r) = (r cosφ, r sinφ, 5), φ ∈ [0, 2π], r ∈ [0, 2].

2. A paraméterezés hasonlít a teljes gömbfelületéhez, de most ϑ (a helyvektor z-

tengellyel bezárt szöge) csak 0 és π
2
között változhat:

Φ(φ, ϑ) = (R sinϑ cosφ,R sinϑ sinφ,R cosϑ), φ ∈ [0, 2π], ϑ ∈ [0, π
2
].

3. Bocsássunk a hengerpalást egy pontjából mer®legest a forgástengelyre. Jelölje φ

azt a szöget, amelyet ennek xy-síkra es® vetülete bezár az x-tengellyel, és z a pont

magasságát (azaz z-koordinátáját).

a) Φ(φ, z) = (2 cosφ+ 2, 2 sinφ, z), φ ∈ [0, 2π], z ∈ [0, 10];

b) Φ(φ, z) = (3 cosφ+ 2, 3 sinφ+ 5, z), φ ∈ [0, 2π], z ∈ [−1, 9]

4. A felület paraméterezése

Φ(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ, 1), r ∈ [0, 1], ϕ ∈ [0, 2π],

ahol r a pontnak a kör középpontjától mért távolsága, ϕ pedig az adott pontot

a (0, 0, 1) ponttal összeköt® szakasz és (0, 0, 1) pontot a (0, 1, 1) ponttal összeköt®
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szakasz közbezárt a szöge. Ekkor

f(Φ(r, ϕ)) = (r cosϕ+ r sinϕ, 2, 10),

∂rΦ× ∂ϕΦ = (0, 0, r)

(ekkor mutatnak fölfelé a felszínvektorok).∫
Φ

f =

∫ 1

0

∫ 2π

0

〈r cosϕ+ r sinϕ, 2, 10), (0, 0, r)〉dϕdr =

∫ 1

0

∫ 2π

0

10rdϕdr = 10π.

5. A felület paraméterezése

Φ(φ, ϑ) = (sinϑ cosφ, sinϑ sinφ, cosϑ), φ ∈ [0, 2π], ϑ ∈ [0, π].

Kiszámítandó az ∫
Φ

v =

∫ 2π

0

(∫ π

0

〈v(Φ(φ, ϑ)), ∂ϑΦ× ∂φΦ〉dϑ
)

dφ

integrál. Itt

v(Φ(φ, ϑ)) = (sinϑ cosφ, sinϑ sinφ, cosϑ),

∂ϑΦ = (cosϑ cosφ, cosϑ sinφ,− sinϑ)

és

∂θΦ = (− sinϑ sinφ, sinϑ cosφ, 0),

amelyek vektoriális szorzata akkor mutat kifelé a felületb®l, ha ∂ϑΦ áll elöl. Szá-

mítsuk ki az integrandust:

∂ϑΦ× ∂φΦ = (sin2 ϑ cosφ, sin2 ϑ sinφ, cosϑ sinϑ),

így egyszer¶sítések után a skaláris szorzat

〈v(Φ(φ, ϑ)), ∂ϑΦ× ∂φΦ〉 = sinϑ.

Tehát ∫
Φ

v =

∫ 2π

0

(∫ π

0

sinϑdϑ

)
dφ =

∫ 2π

0

2dφ = 4π.
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