1. Tobbszoros integralok

Ebben a fejezetben tobbvaltozos, skalarértéki fiiggvények Riemann-integraljaval foglal-
kozunk. Ehhez el6szor idézziik fel, mit tanultunk az egyvaltozos fiiggvények Riemann-
integraljarol.

A8ISO 4, seses alsod kozelits

Legyen f : [a,b] — R egy korlatos fiiggvény. Jelolje
Osszeg halmazat, Alelsd pedig az Osszes fels§ kozelits Osszeg halmazat, amelyet az f fligg-
vényhez az [a, b] intervallumot minden lehetséges modon felosztva készithetiink. (Minden
részintervallumon a fiiggvény infimumat ill. szupremumat megszoroztuk a részintervallum

hosszaval, és Osszeadtuk ezeket a szorzatokat.)

a=xo b=xn X a=xXo b=xn X

Alsd és felsd kozelitd dsszegek (a besatirozott rozsaszin és kék teriletek nagysdga) egy f

fligguényre, adott felosztdason

1.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy f Riemann-integrdlhato |a,b]-n (jeldlése f € Rla,b]),
ha sup Aals0 i Afelsé’; és ekkor ezt a kizis értéket nevezzik f [a,b]-n vett Riemann-

integraljanak. Tehdt
b z e
/ f =sup AOlSO g AfelsO

A Riemann-integral szemléletes geometriai jelentése a "gorbe alatti teriilet".

Ennek mintajara szeretnénk értelmezni a tobbvéltozos, IR-be képezs fliggvények Rie-
mann-integraljat. Legyen tehat f : RY — IR egy korlatos fiiggvény, ahol N € IN. Ha
H C RY egy korlatos halmaz az f értelmezési tartomanyaban, akkor mit jelentsen || a7
A rajzon egy kétvaltozos fiiggvény grafikonjat latjuk, és berajzoltunk egy H halmazt
az értelmezési tartoményban. Talan sejthetjiik, hogy itt az integral a grafikon alatti

térfogatot adja majd meg. De hogyan lehet ezt az integralfogalmat értelmezni?



Most H RN-beli. Ezt szintén fel kellene osztani kis részekre, amelyeknek jellemezhetd
a kiterjedése (ez felelne meg a valos intervallum hosszanak), majd vennénk ezeken f
infimumat ill. szupremumat. Ekkor mér lenne értelme also és fels6 kozelité Osszegnek, és
innen kézenfekvd lenne a definicio. Kulcsfontossagt tehat egy RY-beli halmaz kiterjedését
definidlnunk. Ehhez elGszor megismerkediink az N-dimenzioés intervallum fogalméval,
ugyanis a kiterjedés ilyen halmazra értelmezhets a legegyszertibben.

Vegyiink N darab valos korlatos és zart intervallumot, azaz legyen
=1, b], j=1,2,...,N, ahol &’ < V.

(Itt j feliil indexet jelent, és nem hatvanyozast jeldl.)

1.2 Definicié. Az 1 :=1'xI? x ... x IN c RN tipusi ponthalmazt N-dimenzids inter-

vallumnak nevezzik.

Megjegyezziik, hogy a’ = I/ is lehet, az [a’, a’] intervallum az {a’} egyelemii halmazként
értends. Igy példaul a [0,1] x [2,2] = [0,1] x {2} halmaz is egy IR%-beli intervallum.

N = 2 esetén téglalapnak, N = 3 esetén téglatestnek is nevezziik az intervallumot.



INTERVALLUMOK

A [1,21x10, 2] b [0,11x1[2 2] 0, 11°

Jeldlje Zy (frott nagy i bett 0 indexszel) az IRV -beli intervallumok és az iires halmaz (1)

Osszességét. Konnyen meggondolhatok az alabbi allitédsok:

1.3 Allitas. T, zdrt a metszetképzésre, azaz
L, I, eZy= 1N €1,
1.4 Allitas. T, nem zdrt az unid- és a kilonbségképzésre.

Ezeket nem bizonyitjuk, csak néhany adbraval szemléltetjiik:

\ >
\

a metszet is intervallum

A\ ]

az unio és a kiilonbség
viszont nem biztos

Szeretnénk jellemezni, hogy "mekkora helyet foglal el” egy ilyen ponthalmaz. (Mindegyik-
hez egy mérdszamot szeretnénk hozzarendelni.) Ehhez definidljunk egy o : Zo — Ry

fliggvényt a kovetkezSképpen:

(1) = 0, hal=10
PO Y, 69 — o), ha T £ 0.



Tehéat az iires halmazhoz a nullat rendeljiik, és N = 2 esetén a téglalap teriiletét rendeljiik
hozzé az alakzathoz, téglatest esetén (N = 3) pedig a térfogatat. (Az N = 1 esetben pedig

csak egy valos intervallum a halmaz, és ennek hosszéarol van szo.)

1.5 Definicio. A po(I) szamot az I € Iy halmaz mértékének nevezzik.

Vegyiik észre, hogy po(I) = 0 nemcsak akkor teljestil, ha I tires halmaz, hanem akkor is,

ha valamely j indexre o/ = I’.

1.6 Definicio. Azt mondjuk, hogy az I, Iy € Iy halmazok pg-diszjunktak, ha a kizds

résziik mértéke nulla, azaz po(l; N Iz) = 0.

nulla mértéka M,-diszjunkt halmazok
halmazok 2D-ben

(A definicio értelmes, hiszen I1 N Iy € Iy, tehéat po értelmezve van ezen a halmazon.)
Vegyiik észre, hogy két halmaz ugy is lehet pg-diszjunkt, ha van kézos pontjuk, azaz ha
halmazelméleti értelemben nem diszjunktak. Pl. az I = [0, 1] %[0, 1] és az I, = [0, 1]x[1, 2]
halmazok nem diszjunktak (mert van kozos pontjuk), ugyanakkor po-diszjunktak (mert
kozos pontjaiknak a halmaza 0 mértéki).

Szeretnénk, ha nem csak az intervallumoknak volna mértéke, hanem &ltalanosabb
halmazoknak is. Tegyiik fel, hogy I, Iy € Zy po-diszjunkt halmazok. Jeldlje az ilyen

halmazok uni6jat I Ul,. (Természetesen az nem biztos, hogy I;Uly € Zy.)

1.7 Definicié. Jelilje T azon RN -beli ponthalmazok halmazdt, amelyek elddllithaték vé-

ges szami Lo-belt halmaz uniojaként.

Az &bran kékkel berajzoltunk néhény Z-beli halmazt R®-ben. (A vizszintes tengely alatti
kis kék ,x” egyetlen pontot jelol.)



-
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Nyilvanvaloan Z, C Z, tehat Z; minden eleme Z-ben is benne van, de Z-nek tovabbi
elemei is vannak. (Azonban Z még messze nem tartalmaz minden korlatos halmazt, pl.
a korlapok, haromszogek mind nem rakhatok Ossze véges sok intervallumbol, ezek tehét
még Z-nek sem elemei.) Vajon hogyan lehetne a pp-mértéket Z-re kiterjeszteni? Ehhez
fontos lesz a kovetkezs észrevétel: Belathato, hogy ha valami Z-ben van, akkor nemcsak
hogy elGall véges sok Zy-beli halmazbol, hanem el&all véges sok, paronként j-diszjunkt
To-beli halmazbdl is:

1.8 Allitas. Minden I € T halmazhoz léteznek olyan pdronként po-diszjunkt Ty-beli, véges

P

szami halmazok, amelyek unidjaként I elddallithato, azaz VI € T esetén 311, 15,...,1, €

Ty, amelyekre
L4 Mo(]z N ]k) =0Vs 7é k‘,‘ és
o [ =} I

Szeretnénk egy ilyen halmaznak is definidlni a mértékét. Az Gtlet az, hogy 6sszeadjuk azon
Z-beli pg-diszjunkt halmazok mértékét, amelyekbdl uniéval 6ssze tudjuk rakni a halmazt.
Jelolje p: T — Ry a kovetkezs leképezést: ha I € T és I =Wp_, I, akkor

pl1) =3 (1.

Elnevezés: a p(I) értéket az I € T halmaz mértékének nevezziik.

Megmutathato, hogy a definicio értelmes, azaz ha { By}, az I egy maésik felosztésa, azaz
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I =J}_, By, akkor

m n

ZMO(Bk) = Z fio(Ix)-

k=1 k=1

Igy tehat a fenti pu : T — IRJ egy fiiggvény, valéban minden I € T halmazhoz egyértelmtien
rendeltiink hozza egy szamot. Koénnyen lathato tovabba, hogy ha I € Z,, akkor u(I) =
po(1), tehat p a o mérték kiterjesztése Zy-rol a nala bévebb Z halmazra.

1.9 Allitas. Az7 halmaz zdrt a metszet-, az unio- és a kiilonbségképzésre, azazVA, B € T
esetén AUB,ANDB és A\ B €Z. (Itt A\ B az A minusz B kiilonbséghalmaz lezdrtja,
vagyis A\ B kiegészitve a hatdrpontjaival.)

1.10 Definicié. Azt mondjuk, hogy az A, B € T halmazok p-diszjunktak, ha u(AN B) =
0.

A p-diszjunkt halmazok uni6jara szintén az AUB jelolést hasznaljuk.

1.11 Allitas. Tegyiik fel, hogy az A, B € T halmazok p-diszjunktak. Ekkor
u(AUB) = pu(A) + u(B),
azaz az unidjuk mértéke a mértékeik dsszege. (Kétdimenzids dbran konnyen ldthato. . . )

A fenti tulajdonsagok nemcsak két, hanem véges sok halmazra is igazak. Azaz: ha
Ay, As, .. Ay € T, akkor

] UzzlAk €7,
e ha u(Ax N A;) =0 Vk # j, akkor u(Uf_,Ay) = Zzzl p(Ayg).

1.12 Definici6. Legyen H € Z, H = \J}_| H, és H, € T,k = 1,2,...,n. FEkkor a

1:={Hy, Hy,...,H,} halmazrendszert a H halmaz eqy felosztasinak nevezzik.

A H € 7 halmaz felosztasainak az osszességét IF(H)-val jeloljiik. Tehat
TelF(H) <= 17={H,Hs,...,H,} és J;_H, = H.

1.13 Definicid. Legyenek 11,70 € W(H), 7 := {Hy, Hy, ..., H,}, 7o :={J1,Jo, ..., I }.
Azt mondjuk, hogy 1o finomabb, mint T, ha VJ, € 7o esetén létezik H; € 1, amelyre
Jr, C Hj.

Azaz a finomabb felosztés a durvabb felosztasban 1évd halmazok tovabbosztésaval kelet-
kezik.



H‘I H2 J1 Jz

J3

S
7

finomabb felosztas

1.1. Riemann-integral Z-beli halmazokon

Legyen H € Z, f : H — R egy korlatos fiiggvény, és 7 € IF(H), azaz H =J e, J. (Itt

megszabadulunk az indexes jeloléstdl.) Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
m:=inf f, M :=sup f, my;:=inf f, M; :=sup f.
H H J J

Ekkorm <my, M > M; VJ € .

1.14 Definici6. Az

s(f,m) =Y myeul), S(fm) =Y My-u(J)

Jer Jer
szamokat az f fliggvény 7 felosztashoz tartozo alsé ill. fels kozelitGosszegének nevezziik.

1.15 Megjegyzés. N =2, f > 0 esetén konnyid geometriai interpretdciot adni: a beirt
Wll. koréirt hasdbok térfogata.

1.16 Definicié. Az
Q(faT) = S(faT) - S(faT)

szamot az f fligguény T felosztdshoz tartozo oszcilldcios 0sszegének nevezzik.

Nyilvanvaloan, Q(f,7) > 0. Emellett kénnyen meggondolhaté a kivetkezs

1.17 Allitas. Ha 7y, 75 € IF(H), és 75 finomabb, mint 11, akkor
s(f,m2) 2 s(f,m), és S(f, ) <S(f,m).
1.18 Kovetkezmény. Ha 11,75 € IF(H), és 7o finomabb, mint 11, akkor

0 S Q(f? TQ) S Q(f? Tl)'
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Konnyen lathato a kdvetkezd egyenlGtlenség-lancolat érvényessége:

mep(H) =m- Y p(J) <D my-p(J) =s(f,7) <

Jer Jer

S(fr) =) My-p(J) <Y M-p(J)=M- > u(J)= M- pu(H).

Jer Jer Jer

Tehat az {s(f,7), 7 € F(H)}, {S(f,7), 7 € F(H)} szamhalmazok felilrdl és alulrol

egyarant korlatosak. Ezért mindkettének létezik infimuma és szupremuma is IR-ben.

1.19 Definicio. Az

L(f):= sup s(f,7), I'(f):= inf S(f,71)

reF(H) T€lF(H)
szamokat az f fligguény H € T halmazon vett also ill. felsd integrdljanak nevezziik.

Pl 1. Legyen H = [0,1] x [0,1] C R?, f(x1,79) = ¢ = &lland6. Ekkor m = M = ¢, azaz
Vr € IF(H) esetén s(f,7) = S(f,7) =c- 1. Tehat L.(f) = I*(f) = c.

Pl. 2. Legyen H = [0,1] x [0,1] € R? és D : H — R a kovetkez6, Dirichlet-tipusi
fliggvény:

1, ha xy vagy x, racionalis;

0 egyébként.

D(zy,x9) = {
Ekkor V7 € IF(H) esetén my; = 0, M; = 1 minden J-re. Igy s(f,7) =0, S(f,7) =1
Vr e F(H), azaz L.(f) =0, I*(f) = 1.

1.20 Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : H — IR (H € I) korlatos fiiggvény Riemann-
integralhato H-n, ha I.(f) = I*(f). Ezt a k6zs szamot nevezzik az f fligguény Riemann-
integraljanak. Jelolés: f € R(H), és L(f) = I*(f) = [y [- (Swokdsos az [, f(x)dx

jelolés is.)

Pl. Az f(z) = c konstans fiiggvény tehat R(H)-beli, és [, f = ¢- u(H). Ugyanakkor
D ¢ R(H).

Megmutathato a kovetkezd allitas.

1.21 Allitas.
fE€RH) < VYe>03r e F(H), amelyre Q(f,7) < e.

1.2. A Riemann-integralhat6 fiiggvények tulajdonsagai

1. Legyenek f,g € R(H), A1, A2 € R. Ekkor
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e \if+ g€ R(H),és
o [Mf+Xg) =M [, f+X[,0

Vegyiik észre, hogy az els6 tulajdonsag magaban foglalja egy Osszegfiiggvény tagon-
kénti integralhatosagat (A\; = 1, \y = 1 eset), és azt is, hogy skalarral val6 szorzéasnal

a skalar kihozhato (a méasodik egyenlGségben Ay = 0 eset.)
2. Legyenek f,g € R(H). Ekkor

o f-ge R(H),és
e ha g sehol sem nulla H-n, akkor § € R(H).

Vegyiik észre, hogy itt csak a szorzat- ill. hanyadosfiiggvény integraljanak a lé-
tezését allitjuk, de altalanos képletet nem adunk (és nem is lehet adni) ezekre az

integralokra.
3. Legyenek Hy, Hy € Z, u(H1 N Hy) =0, f: HiWH; — IR korlatos fiiggvény. Ekkor
e f€ R(HHUH,) < f € R(Hy) és f € R(H>);
¢ lequ f= le f+ ng /-

4. Legyen f € R(H) és f > 0. Ekkor [, f >0.

s(f,m) =2 ,myu(J) >0, ezért [, f=sup,s(f,7) > 0. (Ugyanis egy csupa
nemnegativ szamokbol all6 szamhalmaz szupremuma is nemnegativ.)

5. Legyen f,g € R(H), és f > g. Ekkor [, f> [, 9.
Biz.: Mivel f —g € R(H) és f—g >0, ezért [,(f —g) > 0. Az 1. tulajdonsag
miatt ekkor [, f— [;9>0.

6. Legyen f € R(H). Ekkor
o |f] € R(H);
o [ulfl=1[yfl.

Biz.: Nyilvan Q(|f|,7) < Q(f,7)', ezért az |f| fiiggvény oszcillacios dsszege is
tetszdlegesen kicsivé tehetd, azaz |f| € R(H). Mivel

—[fl < f<Ifl;

'Ez onnan kévetkezik, hogy minden J-n w(|f|) < w(f), ahol w(f) := sup, f—inf; f = sup{f(z)—f(v) :
z,y € J}.




ezért az 5. tulajdonsag alapjan

~fins[r< [

igy a masodik tulajdonsag is igaz.
. Legyen H € T és f € C(H) (azaz f folytonos H-n). Ekkor f € R(H).

. Lattuk, hogy két integralhato fiiggvény szorzata is integralhato, de az integralra nem
adhato képlet. Be tudjuk-e az integralt bizonyos hatérok kozé szoritani legalabb?
Legyenek f,g € R(H), H € Z, g > 0. Ekkor

m-/Hgé/H(f-g)SM~/Hg-

Biz.: Nyilvan mg, Mg és f-g € R(H). Mivel g > 0, ezért mg < f-g < Mg, és

innen az allitds konnyen adodik.

. Legyenek f € C(H), g € R(H) és g > 0. Ekkor létezik olyan £ € H pont, amelyre

[to=10-

Biz.: Ha [, g = 0, akkor 8. miatt [, (f-g) =0, igy az allitas minden £ € H pontra
igaz. Ha pedig [, g > 0, akkor 8.-at leosztva

Ju9 =

Mivel f folytonos fliggvény, ezért felvesz minden értéket az [m, M] intervallumbol

m < M.

(Bolzano—Darboux-tétel), igy az allitas igaz.

1.22 Kovetkezmény. g = 1 esetén a 9. tulajdonsdagbol 3¢ € H, amelyre fo =
f(&)-pu(H). Tehdt van olyan & € H pont, amelyben a figguényérték éppen megegyezik

a fligguény integrdljanak és a H mértékének a hanyadosdval:

Il

Ez a hanyados a fiigguény in. integralkézepe vagy integrdldtlaga. Folytonos fiigguény
esetén (pl. homérséklet az idd figguényében) ezzel jellemezhetjik a fiiggvény dtlagos

értékét eqy adott H halmazon. Az egydimenzios esetben, ha H az |a,b] intervallumot
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jelenti, akkor az dbra szerinti gorbe alatti teriletet az [a,b] hosszdval (b—a) elosztva

kapjuk a fiigguény dtlagos értékét az [a,b]-n.

T(0) b
S T(t)dt

T2

b-a

i
L)

b t

,bﬁt-.

Az a és b iddpont kézotti atlagos hdmérsékleti érték kiszamitdsa, ha a T (t)

figguény folytonos.

1.3. Riemann-integralhaté fiiggvények tetszdleges IRY-beli korla-

tos halmazon

Vegyiik észre, hogy eddig csak Z-beli halmazon vett integralrol volt sz6. De mit tegyiink,
ha a H halmaz, amelyen f-et integralni szeretnénk, nem Z-beli? (Lehet pl. korlap,
haromszog stb. is...) Latni fogjuk, hogy a problémét visszavezethetjiik Z-beli halmazon
vett integralra.

Legyen H C IRY egy tetsz6leges korlatos halmaz, f : H — IR egy korlatos fiiggvény.
Mivel H korlatos, ezért létezik olyan I € Z halmaz, amely tartalmazza H-t, azaz amelyre
H C I. (Két dimenzioban jol latszik, hogy egy korlatos halmaz mindig belefoglalhato egy
téglalapba pl.)
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Terjessziik ki az f fliggvényt a H halmazrol [-re a kdvetkezé modon:

=} f(x), har € H;
/@) '_{ 0, hazel\ H.

1.23 Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : H — TR korldtos fiigguény integralhato (Riemann-
értelemben), ha f I = R integrdlhaté I-n, azaz f € R(I).

Megmutathato, hogy [ ; f érteke fiiggetlen az I € T megvalasztasatol: barmely H-t tar-
talmazo [ € Z halmaz esetén ugyanazt az értéket kapjuk. Ezért értelmes a kovetkezd

definicio.

1.24 Definicié. Az f] f szamot az f fligguény H-n vett integraljanak nevezzik. Jeldlése:

Jut

Megmutathato, hogy az R(I) 1.-9. tulajdonsagai R(H )-n is érvényesek. Ezek bizonyitasa
nem bonyolult. Pl.

/H()\lf+)\gg):/j()\1f—l—)\2§):A1/If+>\2/lgz)\1/]{f+)\2/Hg.

1.4. A Riemann-féle integral kiszamitasa

Ebben a fejezetben kétvaltozos fliggvények Riemann-integraljanak a kiszamitasaval (ket-
t6s integral) foglalkozunk. (A gyakorlati érakon lesznek példéak harmas integralra is.) A
Riemann-féle integral kiszamitasa akkor a legegyszertibb, ha a fiiggvény intervallumon

(téglalap) van értelmezve.
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1.4.1. Riemann-integral intervallumon
Legyen H = [a,b] X [c,d] € Zy.

1.25 Allitas. Legyen f : H — R és f € R(H). Tegyiik fel, hogy minden régzitett
x € [a,b] esetén az
y = f(z,y), y€led

egyvdltozds fligguvény Riemann-integralhatd [c,d]-n. Jeldlje
B d
Ia) = [ fa.9)dy. 2 € o]

Ekkor I € Rla,b], és ff I(z)dx = [, f. Tehat

/Hfz/ab (/Cdf(:v,y)dy> dz.

1.4.2. Riemann-integral normaltartomanyon

Ebben a szakaszban az intervallumnél altalanosabb halmaztipussal foglalkozunk. Te-
kintsiik IR?>-ben a kovetkezd speciélis halmazt. Ha y;,92 : [a,b] — IR olyan folytonos
fliggvények, amelyekre y;(z) < yo(z) Vo € [a,b], akkor jelolje H a kovetkezs IR2-beli
halmazt:

H = A{(z,y) : x € [a,b], y1(2) <y <pa(2)}

Azilyen H halmazt (az z-tengelyre vonatkozo) normaltartomanynak nevezziik. Hasonl6an
értelmezhetd a norméltartomény az y tengelyre vonatkozoan: ekkor a halmazt alkoto

pontok két, y-tol fiiggs folytonos fiiggvény grafikonja kézé esnek.
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1.26 Allitas. Legyen H a fenti normdltartomdny, f : H — R, és f € R(H). Tegyiik
fel, hogy minden régzitett x € |a,b] esetén azy — f(z,y), v € [y1(x),y2(x)] fiiggvény

Riemann-integrdlhatd, azaz Yx € [a,b] esetén létezik az

. y2(z)
fz) = / |

integrdl. Ekkor I € Rla,b], és fab I(z)dz = Ju I

Biz.: Tegyiik fel, hogy H-t az I = [a,b] X [c, d] intervallumba foglaltuk bele.

/Hf=/lf=/ab (/Cdﬂx,y)dy)dx
_ / ’ ( / " oy + / f:)ﬂx,y)dw /yj(z) Ody> dw =
/a b ( / y(()) f(x,y)dy) dr — / e

Vv
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1.27 Megjegyzés. Koron és eqyéb specidlis halmazokon érdemes lehet valtozotranszfor-

mdacidt alkalmazni (ldasd gyakorlaton).

2. Alakzatokhoz kot6dé integralfogalmak

A fizikai alkalmazasokban fontosak a kiilonb6zs térbeli alakzatokhoz (térgorbe, feliilet)
kot6ds integralfogalmak. A térgorbéhez kot6ds legfontosabb integralfogalomrol, a vo-
nalintegralrol a Matematika 2 tantargy anyagédban mar tanultunk. Feliilethez k6t6dé

integralfogalmakrol viszont még nem esett szo.

A térgorbét tgy definidltuk, mint egy IR-beli intervallumon értelmezett IR3-ba képezd
folytonos fliggvényt:

2.1 Definici6. (Emiék.) Egy r : [a,b] — R? képezd folytonos fiigguényt térgirbénck ne-

vezlnk.

A most definidlando feliilet pedig egy IR*-beli sszefiiggd halmazon (altalaban téglalapon)

értelmezett IR3-ba képezd folytonos fiiggvényként értelmezhetd:

2.2 Definicié. Egy ® : Q — R3 képezd folytonos fiigguényt feliiletnek neveziink, ha Q C

R? ésszefiiggd halmaz.

TERGORBE FELULET

1T 5

A lényeg tehét, hogy a térgorbe egyvaltozos, a feliilet pedig kétvaltozos fiiggvény segit-
ségével adhatd meg. A pontos definicié szerint magat ezt a fliggvényt (r ill. ®) nevezziik
térgorbének / feliiletnek, és nem azt az R3-beli ponthalmazt, amely az alakzatot alkotja.
(Ez r ill. ® értékkészlete.) Latni fogjuk, hogy az 0j integralfogalmakat az alakzat értel-

mezési tartomanyan vett Riemann-integralokként értelmezziik.
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Sok esetben az alakzat IR3-beli ponthalmazként van megadva (azaz val6jaban az érték-
készletét ismerjiik), és nekiink kell megkeresniink a hozza tartozo fiiggvényt. Ezt az el-
jarast paraméterezésnek, a fliggvény értelmezési tartomanyat pedig paraméterhalmaznak

nevezzik.

2.1. Feliilet paraméterezése

Legyen adva egy F C IR® ponthalmaz a térben. Olyan ® : QO — IR? fiiggvényt keresiink,
amelyre Q C IR? sszefiiges halmaz, és R(P) = F.

Megjegyezziik, hogy € leggyakrabban IR?-beli intervallum, azaz Q = [a,b] x [c, d] tipusi
halmaz.

Példa. Tekintsiik annak a hengernek a palastjat, amelynek alapja a 0 kozéppontu R
sugari kor, és magassaga m. A palast barmely pontjanak megadasahoz elegendd két
adat, pl. a pont zy sikra es6 vetiiletének az = tengellyel bezart szoge (jelolje u), valamint

a pont magassaga (jelolje v).

z A

Ha u 0 és 27 kozott valtozhat, v pedig 0 és m kozott, akkor minden (u, v) paraméterparnak
megfelel a palast egy pontja. Azaz most legyen Q = [0,2x] x [0, m], és a paraméterezd

fiiggvény (vagyis maga a feliilet)
®(u,v) = (Rcosu, Rsinu,v), wu € [0,2n], v € [0,m)].

A térgorbékhez hasonloan egy feliiletnek is adhato iranyitéas. (Ez alol csak bizonyos speci-

s,

alis feliiletek kivételek, amelyek nem iranyithatok. Az iranyithatésag pontos definiciojat
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itt nem tisztazzuk.) A felilletnél az iranyitas valamelyik irdnyt normalvektor (a feliiletre
merdleges vektor) kivalasztasat jelenti. Nézziik meg, hogyan irhatunk fel normélvektort
a feliilet egy pontjahoz! Legyen ® : Q — IR? egy sima (azaz folytonosan differencidlhato)
feliilet, Q = [a, b] x [c, d], és (up,vo) € Q. A p: IR D= IR, p(u) = ®(u,vy), u € [a, b] fiige-
vényt a ®(ug, vo) ponton atmend u-paramétervonalnak, a ¢ : IR >— IR3, ¢(v) = ®(ug, v),
v € [, d] fiiggvényt pedig a ®(ug, vy) ponton atmend v-paramétervonalnak nevezziik (ezek
térgorbék, amelyek képpontjai a feliileten vannak).

®(uo, Vo)

v-par.vonal

u-paramétervonal
~

T~

WO

Nl

—t —
a U b u

Tudjuk, hogy p'(ug) és ¢'(vo) az u- és v-paramétervonal érintGvektorai a ®(ug, vg) pontban.

®(uo, vo)
(vo)

A feliiletre meréleges vektort kaphatunk pl. ugy, hogy ezen két érintévektornak képezziik

a vektorialis szorzatat.
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Emlékeztets: Az a és b térvektorok a x b-vel jelolt vektorialis szorzata az a térvektor,
amely mind a-ra, mind pedig b-re merdleges tigy, hogy a, b és a x b jobbsodréasi rendszert

alkot, nagysaga pedig egyenls az a és b vektor altal kifeszitett paralelogramma teriiletével.

Ez alapjan n, := p'(ug) X ¢'(vo) a felilet ®(ug,vg) pontjahoz tartozo érintdsikjanak egy
normalvektora lesz. Természetesen az n, := ¢'(vg) X p'(ug) vektor is normalvektor. Nyil-
vanvaloan, n, = —n,, és az egyik kivalasztéasa jelenti a feliilet irdnyitasat. Ennek a vektor-
értékd fliggvények feliileti integraljanak a kiszamitésanal lesz jelentGsége. Zart feliiletnél

megallapodés szerint mindig a kifelé mutaté normalvektort valasztjuk.

2.2. Felszinszamitas

Miel6tt ratériink a feliiletekhez k6t6d6 integralfogalmak targyalasara, érdemes szot ejteni
egy feliilet felszinének a kiszamitasarol. Az itt leirtakra sziikségiink lesz a feliilethez ko-

t6d6 integralfogalmak értelmezéséhez.

Legyen Q C IR? egy intervallum, ® : QO — IR? egy sima feliilet, és (up,vo) € Q. A
® fiiggvény IR3-ba képez, ezért jellemezhets harom koordinatafiiggvénnyel, jeldlje ezeket
X,Y és Z, azaz
X (u,v)
O(u,v) = | Y(u,v)
Z(u,v)
Az X,Y és 7 fiiggvények IR? D— IR képeznek. Tekintsiik a ® értelmezési tartoméanyaban,
azaz (-ban az (ug, vg), (ug + Au,vg), (ug, vo + Av) és (ug + Au, vg + Av) csticspontokkal
jellemezhetd téglalapot. Ennek teriilete Au - Av. Irjuk fel elGszor ezen kis cella képének

a felszinét!
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Oluo, VO)CD(UO,V0+AV)

@ (uo+Au,vo)

vo+Av+
Vo <+
C .-I L " [ 1
Y LI | A
a uwtN b
uo+Au

Ha Au és Awv elég kicsi, akkor a kis cella képének felszine kozelitéleg egy paralelogram-
ma teriilete. Ezt a paralelogrammat a kévetkezs kiilonbségvektorok feszitik ki: ®(ug +
Au,vg) — P(ug, vo) és P(u, v+ Av) — ®(u,v). Jeldlje ezeket a és b. Korabban bevezettiik
az u- és v-paramétervonal fogalméat (p(u) és q(v)), ezek segitségével is felirhatjuk ezeket a
kiilonbségvektorokat. A térgorbe mentén vett megvaltozés a derivaltvektor és a fiiggetlen

valtozd megvaltozasanak a szorzataval kozelithets. Ebbdl
a = P(ug + Au, vg) — ®(ug, vo) = p(uo + Au) — p(ug) = p'(uo) - Au

és
b= ®(ug,vo + Av) — P(ug, v0) = q(vo + Av) — q(vg) =~ ¢'(vo) - Av.
A kapott paralelogramma teriilete az a x b vektorialis szorzat hossza?, vagyis

lla > bl = 1|(p(uo) - Au) x (¢ (vo) - Av)|| = [|p'(u0) % ¢'(v0))l| - Aulrv.
2Az a = (ay,az,as3) térvektor hosszén az ||al| := \/a? + a2 + a2 szdmot értjiik.
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@(uo, vo+Av)
Ny - @(uo+Au, vo+Av)

a

N
@ (uo+Au, Vo)

A kék gorbevonali cellaelem felilete jol kézelithetd a piros paralelogramma

teriletével, ha Au és Av elég kicsi. A piros paralelogramma teriilete ||a x b||.

Ugyanezt mas alakban is felirhatjuk, a paramétervonalak helyett magéval a ¢ fiiggvénnyel

kifejezve, a kovetkezd modon. Mivel

X (u, vp)
p(u) = ®(u,v9) = | Y(u,vg) |,
Z(u, vp)
ezért
O0u X (g, vo)
P(u) = | 0,Y (ug,v0) | =: 0u®(up, o).
OuZ (ug, Vo)

(A jobb oldalon bevezetett 9, P(ug, vg) szimbolum csak jel6lés, hiszen ® vektorértékii fiigg-
vény, igy parcialis derivaltja nem értelmezhetd, itt a koordinata-fiiggvényeinek a parciélis

derivaltjait tartalmazo vektorra alkalmaztuk ezt a jelolést.) Hasonloan,

0u X (g, vo)
q'(vo) = | 9,Y (uo,v0) | =: Ou®P(ug,v0).
&)Z(anUO)

Ezzel a feliileten 1év6 gorbevonalu cella teriilete kozelitéleg
T~ ||0.®(uo, vo) X Op®(uo, vo)||Au - Av.
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Ebbdl mar természetes modon adodik a feliilet teljes teriiletének a kiszamitasa: osszuk
fel (-t az u és v tengellyel parhuzamos egyenesekkel, amelyek egymastol vald tavolsaga
Au ill.  Aw, és metszéspontjai az (u;,v;) pontok, ¢ = 1,2....1,j = 1,2...,J. Ezzel
Au - Av tertiletd cellakra daraboltuk a paraméterhalmazt. Egy cella képe a ® feliileten

egy gorbevonali cella, amelynek a felszinét mar fel tudjuk irni:
1—;; ~ ||auq)(ulvv]) X 8Uq)(ui’ UJ)HAU - Av.

Ha ezeket a teriileteket Osszegezziik, akkor a @ feliilet felszinének egy kozelitését kapjuk:
i i
Ez nem més, mint a

S = / |0 P (u,v) X 0,P(u,v)||dudv
Q

kétdimenzios Riemann-integral egy kozelitGosszege. Az S integralt a @ feliilet felsziné-
nek nevezziik. Az S képletében az integralando fiiggvényt konnyebben kezelhets alakra
hozhatjuk, ha felhasznaljuk az alabbi, tetszdleges a, b térvektorokra fennélld Gsszefiiggést,

ahol ~ jelolje az a és b vektor egymaéssal bezart szogét:
lla x bl = llall* - [[6]* - sin® y = [la]|* - [[B]* - (1 — cos® ) =

= llall® - l121* = llall* - 121" cos® y = flall® - [lolI* — ({a, 0))*.

Ez alapjan

5=/ V][0.@2 - 10,212 — ((0,P, 0,®))2dudv.
Q

Ha a paramétervonalak merglegesek egymasra (ami igen gyakori!), akkor (9,®,0,®) = 0

minden pontban, igy ez a tag eltiinik. Ekkor tehat S képlete az

5= / V0B 08 Pdudo — / 10,2] - 19, | dudo
Q [9]

alakra egyszertisodik.

2.3. Felszini integral

(Ezzel az integralfogalommal 6ran nem foglalkozunk!) Legyen Q C IR? dsszefiiggs halmaz,
® : Q) — IR? sima feliilet. Tegyiik fel, hogy a feliilet minden pontjahoz hozzarendeltiink
egy valos szamot, azaz legyen g : R? D— IR, D(g) := ®(Q). Tegyiik fel, hogy g folytonos.
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A g skalarfiiggvény  feliiletre vett felszini integraljat a kovetkezdképpen értelmezziik:

1. Az Q halmazt Au-Aw teriiletd cellakra osztjuk az u- és v-tengellyel parhuzamos egye-

nesekkel, amelyek metszéspontjai az (u;,v;) pontok, ¢ =1,2...,1,57=1,2,...,J.

2. Megszorozzuk ¢ értékét az (u;, v;)-nek megfelels felilleti pontban az (u;, v;), (u; +
Au, v;), (w;, v; + Av), (u; + A, v; + Av) sarokpontt cella képének a kozelits tertile-
tével:

9(D(ui, v5)) - ||0uPij X Oy ®; ;|| - Aulv.

3. Osszegezziik ezeket valamennyi cellara:

DD 9(@(us,v5)) - |0uPi; x 0P| - Aulo.

=1 j5=1

4. Ha Au, Av — 0, akkor ezen Osszeg a kovetkezd integralhoz tart:
/g(@(u,v)) 0L P (u, v) X 0y P(u,v)||dudwv.
Q

A fenti integralt a g skalarmezé @ feliiletre vett felszini integraljanak nevezziik, és |, o g-vel
jeloljiik.

Alkalmazas: Ezt a tipusi integralt alkalmazzuk pl. arra, hogy egy lemez tomegeloszlasabol
(egységnyi feliiletre es§ tomeg, amely a lemezen pontrol pontra valtozhat) kiszamitsuk a

lemez teljes témegét.

2.4. Feliileti integral

Ennek az integralfogalomnak az elnevezése hasonlit az el6zére, de nem ugyanazt jelen-
ti. (A felszini integralnal skalar értékd, itt pedig vektor értékd fiiggvényt integralunk!)
A feliileti integral egyik alkalmazésa a magneses fluxus kiszamitésa. Ezért idézziik fel,
hogy mit tanultunk koézépiskoldban a magneses fluxusrol! Jelolje B a mégneses indukcidt
(vektormennyiség). Sikfeliilet-darabon és allando B esetén a fluxust a kévetkezSképpen
értelmeztiik, ha A a feliiletdarab felszine, és n a feliiletre merdéleges, egységnyi hosszusagu

vektor (normalvektor):
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Az A - n vektor a feliiletre merdleges, és nagysaga az A teriilet. Nevezziik ezt felszinvek-
tornak. Kérdés: miképpen értelmezziik a fluxust, ha nem siklap a feliilet, valamint esetleg
B sem &lland6, hanem pontrél pontra valtozik?

Legyen  C IR? intervallum, ® : Q — IR? sima feliilet. Tegyiik fel, hogy a feliilet
minden pontjahoz hozzarendeltiink egy vektort, azaz legyen f : R®> >— IR®, D(f) D
R(®). (Képzeljik ugy, hogy minden pontban hat valamilyen magneses indukciovektor,
ezt fejezi ki f.) Tegyiik fel, hogy f folytonos. Az f vektorértéki fiiggvény & feliiletre vett

feliileti integraljat a kovetkezGképpen értelmezziik:

1. Az Q halmazt Au-Avw tertiletd cellakra osztjuk az u- és v-tengellyel parhuzamos egye-

nesekkel, amelyek metszéspontjai az (u;,v;) pontok, ¢ =1,2...,1,57=1,2,...,J.
2. Képezzik az f(®(u;,v;)) vektort az (u;, v;) pontokban.

3. A ®(u;,v;) ponthoz tartozd érintdsik normaélvektora 0, P (u;, v;) X 0, P(u;, v;). A
AS, = (0uP(ug,v5) X 0P (ui, v5)) AulAv

vektort a ®(u;,v;) ponthoz tartozo felszinvektornak nevezziik. (AS, ; hossza a felii-
letelem teriilete, iranya merdleges a feliiletre, a p'(u;), ¢'(v;) vektorokkal jobbsodrast

rendszert alkot.)

4. Minden (u;, v;) pontban képezziik a kovetkezd skalaris szorzatot:

<f(q)(ui7 'Uj)>&i7j>'

Ez kozelit6leg nem mas, mint az f(®(u;,v;)) vektor felilletre merdleges komponen-
sének a nagysaga szorozva a feliiletelem teriiletével, vagyis a ,fluxus a gérbevonala

cellara”, a (B, A - n) vektor megfelelGje a kis feliiletdarabkan.
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<f(@(ui, vj)), ASij> 4

! f(®(ui, v)))

D(ui, vj)

5. Osszegeziink minden cellara:

<f(‘1)<uz‘7vj))»&i,j>-

1 J
=1

2

=1 7
6. Ez éppen a kovetkez6 kétdimenzids Riemann-integral kozelitGosszege:
/(f(@(u,v)),8u®(u,v) X Oy ®(u,v))dudv.
Q
Ezt a szamot nevezziik az f vektormez$ @ feliiletre vett feliileti integraljanak, és || o f-fel
jeloljiik.

2.3 Megjegyzés. Az 0,P(u,v) x 0,P(u,v) vektoridlis szorzatban a tényezdk sorrendjét
ugy kell megvdlasztani, hogy megfeleljen a felilet irdnyitasanak. Ha zdrt a felilet, ak-
kor kifelé mutasson. (Ha nem zdrt, akkor vagy a feladatban eldirjdk, vagy mi magunk

vdlasztjuk meg tetszés szerint.)

2.4 Megjegyzés. Ha f minden pontban egydlldsi a felszinvektorral, és nagysdga ugyanaz

a ¢ konstans, akkor

[ £= [ 7@, 0,8(0.0) x 2,8(u,v))duds -
é Q

:/ ||f((I>(u,v))||-||8u(I>(u,v)xav(b(u,v)ﬂdudv:c/ 194 (w, v) x DD (u, v) | dudv = ¢-,
Q Q

azaz a vektor ¢ nagysdgdat megszorozzuk a felilet teljes felszinével.

2.5. Integralatalakit6 tételek

A valos fliggvényekre vonatkozd Newton—Leibniz-formulat altalanositjuk. Ismeretes, hogy

ha az f : IR D— IR fliggvény folytonosan differencialhato, akkor

b
/ £ = 1(b) - f(a).
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azaz a fiiggvény derivaltjanak az integralja f-nek a halmaz hataran val6 megvaltozasaval

egyenld.

Az egyik altalanositas: Legyen @ : IR? D— IR? sima feliilet, amelyet egy r : IR D— IR3

iranyitott gorbe hatarol (a felszinvektorok iranyabol nézve r pozitiv iranyitasa legyen).

2.5 Tétel. (Stokes-tétel)
Ha f: R?® >—= IR? sima vektormezd, akkor

[protfzfrf,

azaz a rotf (az f-re alkalmaztunk egqy differencidloperdtort) felileti integrdlja egyenld a
feliilet hatdrdn az f vonalintegrdljaval. A rotdcio fizikai jelentésérdl megjeqyezziik, hogy
sebességmezd esetén eqy adott pontban azt mutatja meg, hogy milyen iranyi és erdsségi

forgomozgdst végez az éppen ott lévd légrész.

=]

A masik altalanositas: Legyen ® : IR? D— IR? zart, sima feliilet, amely egy V C IR?

térrészt vesz koriil (a felszinvektorokat kifelé irdnyitjuk).

2.6 Tétel. (Gauss—Osztrogradszkij-tétel)
Ha f:IR? D= IR? sima vektormezd, akkor

/Vdivf=/q>f,

azaz a V tértartomdnyon integrdlva a divf figguényt® (eqy mdsik differencidloperdtort

alkalmaztunk az f-re), ez az integrdl a térrész hatdrdn vett felileti integrdlba megy dt.

3Az f = (f1, f2, f3) + R® D= IR?® vektormezs divergencidja: divf(z,y,z) := 9yf1 + Oyfo + 0.f3
(skalarmezd).
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3. Fuggvénysorozatok

A fiiggvénysorozat fogalmat a szamsorozat mintajara definialhatjuk. Emlékezziink, hogy
szamsorozatnak az olyan fiiggvényt neveztiik, amely minden természetes szamhoz hozza-
rendel egy valos szdmot. A fliggvénysorozat ennek megfelelGen olyan fiiggvényt jelent,
amely minden természetes szamhoz egy fliggvényt rendel hozza. Legyenek f, : R — R
tipusu fiiggvények, ahol n = 1,2, ... Feltessziik, hogy ezen végtelen sok fiiggvény értelme-

zési tartoméanyanak metszete nem tires, vagyis A := N2, D(f,) # 0.

3.1 Definicio. Az
nw+— f,, neN

mddon definidlt figgvényt A-n értelmezett (valds) figgvénysorozatnak nevezzik. Jeldlés:

(fn)-

Pl. Legyen f,(z) = 2™, D(f,) = R Vn € IN. A fiiggvénysorozat elsé harom elemét

abrazoltuk:

fs
fo

Egy fiiggvénysorozattal kapcsolatban a benniinket érdekls legfontosabb tulajdonséag a kon-

vergencia. A szamsorozatoktol eltérGen itt tobbféle konvergenciafogalmat is hasznalunk.

3.1. Pontonkénti konvergencia

3.2 Definicio. Azt mondjuk, hogy az (f,) figgvénysorozat konvergens az xy € A pontban,

ha az (fn(x0)) valds szamsorozat konvergens.

Pl az (z"7')%2, fiiggvénysorozat az ro = 0,5 pontban konvergens, hiszen itt f,(xy) =
(%)”*1, és ez egy nullahoz tarté szdmsorozat. Az xy = 3 pontban viszont nem konvergens

(azaz divergens), mert ekkor f,(zg) = 3"t — +o0.

3.3 Definicio. Azt mondjuk, hogy az (f,) figgvénysorozat pontonként konvergens az

Ay C A halmazon, ha minden xo € Ay pontban konvergens.
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Pl az (z"')e2, fiiggvénysorozat pontonként konvergens az A; = [0, 1] halmazon. A
tovabbiakban B C A jeloli azt a legb&vebb halmazt, amelyen az (f,) fiiggvénysorozat

pontonként konvergens.

3.4 Definicié. A
B :={z € A: (f.(x)) konvergens}

halmazt az (f,) figgvénysorozat konvergenciahalmazdnak nevezzik.

Pl az (z"1)%, fiiggvénysorozat konvergenciahalmaza B = (—1, 1].

Tehat ha (f,) konvergens B-n, akkor Vx, € B esetén az (f,(zo)) IR-beli szamsorozat
konvergens, azaz létezik lim,, o fn(zo) € R. Jeldlje f azt a B — IR fiiggvényt, amelyik
mindegyik x € B ponthoz ezt a hatarértéket rendeli hozza, azaz

f(z) = lim f,(x), x € B.

n—oo
3.5 Definicié. A fenti modon definidlt f figgvényt az (f,) sorozat hatdrfiggvényének
nevezziik. Jelolés: f, Bsf.

Pl 1. Legyen f,(x) =2z""', D(f,) =[0,1]. Ekkor B = [0, 1], és

0, haz €[0,1);

fl@) = Tim f,(2) = { Ll

Pl. 2. Legyen f,(z) = 7=, D(fa) = [0,1]. Ekkor B = [0,1], és a hatarfiiggvény (az
abran pirossal)
0, ha z € (0, 1];

fw) = lim f”(x):{ 1, ha z = 0.
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A fiiggvénysorozatok vizsgalataban az egyik legfontosabb kérdés az, hogy a fliggvényso-
rozat egyes elemeinek, vagyis az f,, fiiggvényeknek a kiilonféle tulajdonsagai atoroklgdnek-
e a hatarfiiggvényre. Példéaul, igaz-e, hogy ha minden n esetén f, folytonos az xq € B
pontban, akkor f is folytonos xg-ban? A fenti 1. és 2. példa azt mutatja, hogy nem.
Tehat

fn€C(B), VYneNés f, Bf = f e C(B).

Nézziink egy példat, amelyben az integralhatosagot vizsgéljuk.

Pl. 3. Legyen D(f,) = [0,1], és

1, ha x € {z1,x9,...,2,} az els6 n racionélis szam;
fn(x) =

0 egyébként.
Ekkor lim,, o fn(7) = D(x). Ezért f, € [0,1] minden n-re, ugyanakkor f ¢ R[0,1]. Igy
fn € Rla,b] Vn € IN, f, 9 f = f € R[a,b].

A tovabbiakban olyan 1j konvergenciafogalmat adunk meg, amely mellett a fenti atorok-

16dési tulajdonsagok érvényesek lesznek.

3.2. Egyenletes konvergencia

Tegyiik fel, hogy az (f,,) fliggvénysorozat a B C A halmazon pontonként tart az f : B —
IR hatarfiiggvényhez, azaz f,, Z5f. A definici6 értelmében ez azt jelenti, hogy minden x €
B esetén az (f,(z)) valés szdmsorozat tart az f(r) € IR szamhoz. Atfogalmazva: minden
r € B esetén Ve > 0 szamhoz létezik N € IN kiiszobindex, amelyre |f,(x) — f(x)] < ¢
Vn > N esetén. Az N kiiszobindex, amelyet egy ¢ értékhez adhatunk, fiigghet az x
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ponttol. Amennyiben azonban tetszéleges e-hoz x-t6l fiiggetlen NV kiiszobindex is adhato,

akkor egyenletes konvergenciarél beszéliink.

3.6 Definicio. Azt mondjuk, hogy az (f,) figgvénysorozat a C C A halmazon egyenle-
tesen tart az f : C — IR hatdrfiigguényhez, ha Ve > 0 szamhoz létezik olyan N € IN
kiiszébindex, amelyre |f.(z) — f(x)| <& Vn > N és Vo € C esetén. Jelolés: f, <Sf.

Nyilvanvaloan, ha egy (f,) fliggvénysorozat egyenletesen konvergél egy f fiiggvényhez a C'
halmazon, akkor C' minden pontjaban pontonként is konvergal f-hez. Kévetkezésképpen
C CB.
Hogyan ellenérizhets az egyenletes konvergencia? Nyilvan, a 3.6 definici6 ekvivalens
a kovetkezovel:
Ve > 03N € N :sup|fu(z) — f(z)| <eVn>N.

zeC
Masképpen:
lim sup |fa(z) = f(2)] = 0.

n—oo zeC

Azaz: a fliggvénysorozat elemeinek a hatarfiiggvénytsl vett "legnagyobb" eltérése a C'
halmazon tartson nulldhoz.

Tekintsiik a korabbi példakat!
Pl 1.

sup |fu(z) — f(z)] = sup |2" ' —0| = sup 2" ' =1
z€(0.1] z€[0,1) 2€[0,1)

(Itt a jobb oldali végpontot kivettiik a [0, 1] intervallumbol, mert ebben a pontban az
osszes f, fliggvénynek az f hatarfliggvénytsl valo eltérése nulla, és kihasznaltuk, hogy a
maradék halmazon a hatéarfiiggvény mindenhol nullat vesz fel.) Tehat nem egyenletesen

konvergens a [0, 1]-en! Legyen most C' = [0, 1 — 4], ahol § € (0, 1) rogzitett szam. Ekkor

sup | fu(z) — f(2)| = sup2™ ' = maxz" ' = (1 —46)" .

zeC zeC zeC
Mivel lim,, (1 — §)"! = 0, ezért a C = [0,1 — §] halmazon a fliggvénysorozat mar
egyenletesen konvergens.

Pl. 2. Vegyiik észre, hogy az x, = 711 pontban

1 1 1
fn(#n) = fn (E) T + na, 9

¢s L e [0,1]. Ezért

DN | —

sup | fu(z) — f(2)] =

[0.1]
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Maérpedig egy olyan szamsorozat, amelynek minden eleme nagyobb, vagy egyenld %—del,
nem tarthat nullahoz, igy nem egyenletesen konvergens a fliggvénysorozat.
PL 3. supp ) [ fu(®) — f(z)] = 140, {gy itt sem egyenletesen a konvergencia.

A fenti példak azt mutatjak, hogy a folytonossidg megérzéséhez az egyenletes konver-
gencia nem sziikséges, de elégséges lehet. A kovetkezd allitas azt mutatja, hogy ez valoban

igy van.

3.7 Allitas. Tegyiik fel, hogy fn. <Sf, és f, folytonos az xy € C' pontban minden n € IN

esetén. Ekkor f is folytonos xqg-ban.

Biz.: Az egyenletes konvergencia miatt
V8>OEIN€]N:]f(x)—fn(:c)]<§Vn2Nést€C.
Igy n := N megvalasztassal igaz a kovetkezs:
€
7(2) — fnlw)] < S Vo e O
Legyen x € C' tetszéleges. Ekkor a haromszog-egyenlGtlenség értelmében

[f (@) = fzo)| < [f(2) = fn(@)| + | fn (@) = f(wo)| + [ v (w0) — f (o).

Mivel z, zg € C, ezért a fentiekbdl

17(2) = Fla)] < %+ |flw) = floo)

kovetkezik. A feltétel alapjan fy folytonos xg-ban, ami azt jelenti, hogy
Ve > 030 > 0: Vo € Ks(zo) N D(fx) esetén | f(x) — fa(wo)] < %

Ezért
Ve > 036> 0:Ve e Ks(xg) N D(f) esetén |f(x) — f(xo)| < e,

és ez éppen az f fliggvény zo-beli folytonossagat jelenti.
Mivel egy fliggvény folytonossaga egy halmazon azt jelenti, hogy a halmaz minden

pontjaban folytonos, igy a fenti allitasbol azonnal adodik az alabbi

3.8 Kovetkezmény. Legyen H C B, f, &f, és f, € C(H) VYn € N. Ekkor f € C(H).

Tekintslik most bizonyités nélkiil az integralhatésagra és a differencialhatosagra vonat-

koz6 allitasokat! Vegylik észre, hogy a differencialhatosagnal nem az a feltétel, hogy
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(fn) egyenletesen konvergens legyen, hanem (f,,) pontonkénti konvergencidja mellett az
(fr) derivaltfiiggvények sorozatanak az egyenletes konvergenciaja biztositja a tulajdonsag

atoroklédeését a hatarfliggvényre.

3.9 Allitas. Tegyiik fel, hogy f, <% f és f, € R[a,b] Vn € IN. Ekkor
e f € Rla,b|;
o [PF=lim, o [” fu

3.10 Allitas. Tegyiik fel, hogy f, @ f, f! dablg ¢s f, € C'a,b] ¥n € N. Ekkor
o e Ca,bl;

o /=g (tehdtlim, . fl = ")

4. Filiggvénysorok

A fliggvénysor fogalmat is a valés szamsorral analég moédon vezetjiikk be. Legyenek f,, :
A—TR, (ACR), n=1,2,...adott fliggvények. Tekintsiik az (f,,) fliggvénysorozatot, és
képezzik beldle az (s,) 4j fliggvénysorozatot, ahol s, := f1 + fo+ ... fn. Az s, fliggvényt

a fiiggvénysor n-edik részletosszegtiiggvényének nevezziik.

4.1 Definicio. Az ((fy), (sn)) rendezett part az (f,) fligguvénysorozathoz tartozd figgvény-
sornak nevezzik. Jelolés: Y " | fn vagy > fu.

4.2 Definicio. Azt mondjuk, hogy a >, f,, fliggvénysor (pontonként) konvergens az A; C

A halmazon, ha az (s,) figguénysorozat pontonként konvergens Ai-en.

4.3 Definicié. Azt mondjuk, hogy a > f. fliggvénysor abszolit konvergens (a.k.) az
zo € A pontban, ha a Y 7 | fn(x0)| nemnegativ tagu sor konvergens. Azt mondjuk, hogy
a fiigguénysor abszolit konvergens az Ay C A halmazon, ha minden x € Ay pontban

abszolit konvergens.

4.4 Definicié. Azt mondjuk, hogy a >, f,, fliggvénysor egyenletesen konvergens a C C A

halmazon, ha az (s,) figguénysorozat egyenletesen konvergens C-n.

4.5 Definicié. Azt mondjuk, hogy a > f. fligguénysor eqyenletesen abszolit (e.a.) kon-

vergens, ha a Y |fu| fliggvénysor egyenletesen konvergens.

4.6 Definici6é. Azon x € A pontok dsszességét, amelyekre a fiigguénysor konvergens, a

fligguénysor konvergenciahalmazdnak nevezzik. Jelélje a konvergenciahalmazt B.
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4.7 Definicio. Tegyiik fel, hogy a > f, figguénysor konvergens az f figgvényhez B-n,
azaz létezik lim,, o sp(x) =: f(x) minden x € B. Az igy definidlt f : B — IR figguényt

a > fn fliigguénysor dsszegfiigguényének nevezzik.

Jeloles: Y 2 | fu(z) = f(x).
(Ebben a fejezetben tehéat f végig a fliggvénysor Gsszegfiiggvényét és nem az (f,) fiigg-

vénysorozat hatarfiiggvényét fogja jelenteni.)

4.8 Megjegyzés. Az indexelést nem mindig 1-gyel kezdyiik.

Példa. Legyen f,(z) = a,(x — x0)", ahol a,, zy adottak. Ekkor a
Z falz) = Z an(x — 20)"
n=0 n=0

fiiggvénysort hatvanysornak nevezziik. A hatvanysorok konvergenciajaval késébb kiilon

foglalkozunk.

4.1. Az osszegfiiggvény tulajdonsagai

4.9 Allitas. Tegyiik fel, hogy a . f. fiigguénysor egyenletesen konvergens valamely I C
IR halmazon. FEkkor, ha az f, figgvények folytonosak az xq € I pontban, akkor f is

folytonos xy-ban.

4.10 Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy > f, egyenletesen konvergens az f dsszeqgfiigg-
vényhez az I C IR halmazon, és f, € C(I) Vk € IN esetén. Ekkor f € C(I).

4.11 Allitas. Tegyiik fel, hogy a S f. fiigguénysor egyenletesen tart az f fiigguényhez az
I C R intervallumon, és f, € R(I) minden n indexre. Ekkor f € R(I), és

=%/

Ez az allitas azt fejezi ki, hogy egyenletes konvergencia esetén tagonként integralhatjuk a
fiiggvénysort.

A differencialhatosag atorokldésére mas feltétel vonatkozik:

4.12 Allitas. Tegyiik fel, hogy a S f, fiigguénysor pontonként tart az f fiiggvényhez az
I C R intervallumon, f, € C*(I) minden n indexre, tovdbbd a > f! figguénysor egyen-
letesen tart I-n a g figguvényhez. Ekkor f € CY(I), és f' = g. (Tehdt (3. f.) =3 f.)
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Az utobbi egyenlség szerint egy fliggvénysort tagonként derivalhatunk, ha teljesiilnek a
fenti feltételek.

Biz.: Mindharom tétel bizonyitasa a kévetkezs tulajdonsagon alapul: a ) fi fiiggvénysor
tagjainak tulajdonsaga (folytonossag, integralhatoséag, differencialhatoség) automatikusan

atoroklodik a véges szamu tagjat tartalmazo s, részletosszegeire.

Kérdés: hogyan mutathaté meg kozvetleniil az f,, fliggvények vizsgalataval az egyen-

letes konvergencia?

4.13 Allitas. (Weierstrass tétele) Legyenck f, : A — R olyan figguények, amelyekre
o |fu(x)| <a, VneN, Vo e C C A
® ad 2 a, szimsor konvergens.

Ekkor a Y f. figgvénysor egyenletesen konvergens és egyenletesen abszolit konvergens a
C C A halmazon.

A Weierstrass-tétel egy elégséges feltételt ad. Ugyanakkor, ha ezzel eldonthets az egyen-
letes konvergencia, akkor az abszolut egyenletes konvergencia is teljesiil.

PL AY ™, n—12 sin nz fiiggvénysor egyenletesen (és egyenletesen abszolut) konvergens az
egész IR-en, mert a Weierstrass-tétel alapjan

1

— sin nx
n

1
<— VneN, VreR,

n2

ésa y | = sor konvergens.

4.2. Hatvanysorok konvergenciaja

Tekintsiik a

Zak(m —20)" = ap + ar(x — x0) + as(z — x0)? + ...
k

o0
=0
hatvanysort, ahol ag, 2o € R. (A futéindexet kényelmi okokbol n-r6l k-ra cseréltiik.) Az
ap, k=20,1,2, ... szamokat a hatvanysor egytlitthatoinak, az xo pontot pedig a hatvanysor
kézéppontjanak nevezziik. (Elnevezés: g kézépponti hatvanysor.)

Mi lehet a hatvanysor konvergenciahalmaza? Lathato, hogy az x helyébe zy-t helyet-
tesitve konvergens sort kapunk, hiszen az Gsszegben az els6 kivételével minden tag nulla

(a sor Gsszege ag lesz). Megmutathato, hogy egy hatvanysor konvergenciahalmaza mindig

egy xo kozéppontu intervallum. Errdl szol a kovetkezd allitas.
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4.14 Allitas. (Cauchy-Hadamard-tétel)
Tegytik fel, hogy létezik az r = limg_,00 v/|ax| hatdrérték. FEkkor az R = % jeloléssel a
hatvdnysor konvergens (sét, abszolit konvergens) a Kgr(xo) = (xo — R, x¢ + R) interval-

lumon, és divergens az R\ [vo — R, zo + R] = R\ Kgr(zo) halmazon. (Az intervallum két

hatdrpontjarol dltaldnos esetben nem tudunk semmit sem mondani.)

—

Xo-R Xo Xo+R

4.15 Definici6. Az R = 1 = ——2—— értéket a hatvdanysor konvergenciasugardnak
T limy 00 3/ la]

nevezzuik.

Megjegyezziik, hogy ha a fenti limesz nem létezik, akkor is érvényes R-re egy hasonld
képlet.

4.16 Megjegyzés. Har =0, akkor R = +oo (tehdt a hatvinysor az egész IR-en konver-

gens), ha pedig r = +oo, akkor R =0 (csak xo-ban konvergens a hatvdnysor).

Vajon a konvergencia egyenletes is? Tegyiik fel, hogy a hatvanysor konvergenciasugara

R, és Ry € (0, R) egy rogzitett szam. Ekkor Vo € Kg,(x() esetén
(2 — 20)*| < |ax|Rg.

A jobb oldalon szerepld tagokkal felirt >~ /7, |ax | RY szamsor konvergens, igy a Weierstrass-
tétel alapjan K g, (zo)-on a hatvanysor egyenletesen (és egyenletesen abszolit) konvergens.
Tehéat az (zg — R,z + R) intervallum minden zart intervallumrészén egyenletesen kon-

vergens a hatvanysor. (Az egész (xg — R,z + R)-en azonban nem biztos.)

4.17 Kovetkezmény. FEgy hatvdnysor dsszegfiigguénye a konvergenciahalmazdn beliili tet-
szdleges zart intervallumon mindig folytonos, €s ezen a halmazon a hatvdnysort tagonként
integrdalhatjuk.

Keérdés: tagonként derivalhatjuk-e a hatvanysort? Ehhez elégséges a ) f; fiiggvénysor

k—1

egyenletes konvergencidja, ahol f(x) = kay, - (v — x)*"L. Irjuk fel a Y f/ fiiggvénysor

konvergenciasugarat!

1 1 1
limk_mo \k/ |kak| B hmk_mo \k/E . limk_mo \k/ |6Lk| - 1- hmk_,oo \k/ |(lk| B
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ami azt mutatja, hogy > f ugyanazon a Kg(zo) halmazon konvergens, mint az eredeti

hatvanysor. Igy ismét tetszéleges Ry € (0, R) esetén
[fr(@)| = lag k- (& = 20)" Y < ag - k- RgTY Va € Kgy(ao)-

Mivel x¢ + Ro-ban abszolut konvergens a Y f; fiiggvénysor, ezért a jobb oldali tagok-
kal felirt " |ay - k - RE'| szamsor konvergens, igy a Weierstrass-tétel értelmében > f1
egyenletesen konvergens m—on.

Mivel minden z € Kg(xy) pont belefoglalhaté olyan Kz, (zo) halmazba, amelyen
egyenletesen konvergens a > f] fiiggvénysor, igy a > f hatvanysor minden z € Kg(xo)

pontban tagonként differencialhato. Tehat
fl(x) = f:k’ cap(x — 20) T Vo € Kg(xo).
k=1
Ez szintén differencidlhatoé Kg(xzg)-on, és
£ = Sk — gl — o)t
k=2

Ennek a konvergenciasugara szintén R, és igy tovabb. Az eredeti hatvanysor 0sszegfiigg-

vényének n-edik derivaltja is létezik Kg(xp)-on, és az nem maés, mint
FU2) =Y k(k—1) -+ (k+ 1= n)ag(z — z0) .
k=n

Vegyiik észre, hogy altalanosan az n-edik derivaltat az x = xy pontban véve
f™(zo)=n(n—-1)---1-a, = a, - nl.

A hatvanysor n-edik egyiitthatoja tehat kifejezhetd

_ ™ (z0)

o ,n=0,1,...

an

alakban. Tehat ha a Y - ax(v—xo)* hatvanysor konvergens, és 6sszegfiiggvénye f, akkor

) (o .
f(x)zzf k(' >(Jc—x0) , Vo € Kg(xg).
k=0 '
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4.2.1. Taylor-sor

Eddig a hatvanysorokat és azok Osszegfliggvényét tanulméanyoztuk. A gyakorlatban a
hatvinysorok alkalmazéasa rendszerint tigy meriil fel, hogy adva van egy f fiiggvény, és
szeretnénk elGallitani hatvanysor Osszegfiiggvényeként. Legyen pl. f: IR — R, f(x) =
|z|. Tudunk-e mondani olyan hatvanysort, amelynek az Osszegfiiggvénye éppen ez az f

fliggvény?

4.18 Definicié. Ha az f : IR — R figguényhez eqy o € D(f) pont Kg(xq) kérnyezetében
megadhato olyan xy kozépponti hatvanysor, amely konvergens, és dsszegfiigguénye f, akkor

f-et xo-ban analitikus fiiggvénynek nevezzik.

Kérdés: mi annak a feltétele, hogy egy f fiiggvény xo-ban analitikus legyen?
Trivialisan sziikséges feltétel, hogy f xo-ban akarhanyszor differencidlhato legyen.

(Ugyanis ha f analitikus zg-ban, akkor valamely Kr(xg) kornyezeten elGall

fl@) =" ag(z — zo)*

alakban. Itt viszont a jobb oldal akarhanyszor differencialhatoé xp-ban, ezért a bal oldalon
allo f fiiggvénynek is annak kell lennie. Igy példaul az f : R — R, f(z) = || fiiggvény
biztosan nem analitikus az xy = 0 pontban (més pontban azonban lehet, hogy analitikus)!

Tegyiik fel, hogy f akarhanyszor differencialhato xo-ban. Tekintsiik a

£ (g, .
Zf k(' )($—l‘0),

k=0

hatvanysort, amely ekkor létezik, hiszen az dsszes f*)(z), k= 0,1,... derivalt létezik a

feltevésiink szerint.

4.19 Definici6. Az f : IR — R, xg-ban akdrhdnyszor differencidlhato fiigguényhez felirt
o %(m — x0)* hatvdnysort az f fiigguény xo kérili Taylor-sordnak nevezzik. Ezen
sor véges, n-edik részletésszegét az f fiigguény xo korili n-ed fokiu Taylor-polinomjdnak

nevezzik. Jelolés:

m ) (5, )
Tn(f(x)7 IO) = Z fk—(')(l’ — ZL’()) .
k=0 ’

Tehat a Taylor-sor olyan hatvanysor, amelyet egy adott fiiggvényhez a fenti képlet szerint
készitiink el. A kovetkezs allitas azt mutatja meg, hogy pontosan ez az a hatvanysor,

amely elgallitja f-et.
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4.20 Allitas. Ha f analitikus zo-ban, akkor a hatvdnysor, amely elddllitia, nem mds,

mint a Taylor-sora.

Biz.: Tegyiik fel, hogy f analitikus xo-ban, azaz K r(z¢)-on egy olyan Y -, ax(z — x¢)*

sor, amelynek Osszegfiiggvénye f. Ekkor viszont

azaz a SOor

£ (g,

k=0
alakt, és ez éppen f xg-beli Taylor-sora. Méas (szintén zq kozépponttal felirt) hatvanysor
tehat nem allithatja el6.

P1. Mi a nulla kériili Taylor-sora az f(z) = ﬁ fiiggvénynek? A mértani sorrol tanultak-
bol tudjuk, hogy

Zxk ha z € (—1,1).

k=0

Ez egy 0 kozéppontd hatvanysor, amely elGallitja f-et a 0 egy kornyezetében, igy nem
lehet mas, mint f Taylor-sora. (Ellendrizhetd, hogy a 0-beli derivaltak kiszamitasaval
felirva f Taylor-sorat ugyanerre a fiiggvénysorra fogunk jutni.)

Ezen megfigyelés segitségével atfogalmazhato az analitikussag.

4.21 Definicié. Egy xo-ban akdrhanyszor differencidlhato fligguényt xo-ban Taylor-sorba

fejthetonek neveziink, ha f Taylor-sora valamely Kg(xq) kérnyezeten konvergens, és dsszeg-

fligguénye f.

4.22 Kovetkezmény. Eqgy f fiigguény pontosan akkor analitikus xo-ban, ha xo-ban Taylor-
sorba fejthetd.

Vizsgéljuk meg, mi a feltétele annak, hogy egy f fiiggvény xo-ban Taylor-sorba fejthets
legyen! Az, hogy f xg-ban végtelen sokszor differencialhato, csak sziikséges, de nem

elégséges ehhez. Ugyanis pl. az

B 32 , ha x # 0;
f(x)—{ 0, haz=0

fiiggvényre ellendrizhet, hogy az 2o = 0 pontban az dsszes derivaltja nulla, azaz f*)(0) =
0, k=0,1,... Igy a 0 koriili Taylor sora Y ;o 2 (z — 0)* = 0, tehat a Taylor-soranak az
Osszegfiiggvénye nem a fenti f fiiggvény, hanem az azonosan nulla fiiggvény (amely csak

a 0-ban veszi fel ugyanazt az értéket, mint f).

37



0.8

0.7

06

0.5

0.4

03

0.2

0.1

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
X

Az f(x) = e fiigguény grafikonja

A sziikséges és elégséges feltétel megadésahoz vezessiik be az

Ry(x) == f(z) — Ti(f(z), zo)
jelolést. Nyilvanvaléan f pontosan akkor lesz Taylor-sorba fejtheté xg-ban, ha

lim Ry(z) =0 Vz € Kg(xo).

k—o0
4.23 Allitas. (A Taylor-sor Lagrange-féle maradéktagja)
Tegyiik fel, hogy f : R — IR (k + 1)-szer folytonosan differencidlhato xo eqy K(zo)
kornyezetében. FEkkor ezen kornyezet minden x pontjahoz létezik olyan & szdm x és xg

kézott, amely mellett

(k+1)
) = il o)) = Ralo) = L)

Ha tehat a jobb oldali maradéktagrol meg tudjuk mutatni, hogy k& — oo esetén 0-hoz
tart, akkor f Taylor-sorba fejthets (azaz analitikus) zo-ban, egyébként nem az.

Mivel egy analitikus fliggvényre a fenti Rj maradéktag k — oo esetén 0-hoz tart, igy
elég nagy k-t valasztva Ty (f(z), zo), vagyis f o koriili k-ad foka Taylor-polinomja kozel
halad magéhoz az f fiiggvényhez, azaz f-et jol tudjuk kozeliteni polinommal. Fontos,
hogy az xy koriili Taylor-polinommal val6 kozelitést csak zq kis kornyezetében hasznaljuk,
a maradéktag ugyanis xg-tol tavoli x-ekre mar nagy lehet, ezt mutatja a maradéktagban
k+1

az (x — xo)""" tényezs. Ezt az alabbi abran is megfigyelhetjik az f(z) = sinz fiiggvény

példajan, amelyhez abrazoltuk az xy = 1 koriili els6-, masod- és harmadfokt Taylor-
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polinomjat, vagyis az alabbi harom fliggvényt:

Ty(sina, 1) = f(1) + f'(1) - (¢ — 1),

/)

Ty(sinz,1) = f(1)+ f'(1)(z — 1) + 5 (x —1)%

Ty(sine, 1) = f(1)+ S (1) (e —1) + f”?('l) (z— 172+ f";)('l) (z— 19,
ahol f(1) = sin(1), f'(z) = cosz = f'(1) = cos1, f"(z) = —sinz = f"(1) = —sin1 és
f"(x) = —cosz = f”(1) = —cos 1. A fokszam novelésével a kozelités egyre javul, de az

xo = 1 ponttol tavoli x helyeken mér nagy eltérés van az f és a Taylor-polinomjai kdzott.

1.5

0.5

050"

Az f(x) = sinzx figguény és xo = 1 pont kérili elsé-, masod-, valamint harmadfoki

Taylor-polinomja.

5. Trigonometrikus sorok

Legyenek ag, b, € IR,k =0,1,2,... adott szamok.

5.1 Definici6. A

o0

Z(ak coskx + by sinkx), x € [—7, 7]
k=0

fligguénysort trigonometrikus fliggvénysornak nevezzik.

A trigonometrikus fiiggvénysorban tehat kiilonb6z6 hullamszamu szinusz- és koszinusz-
fiiggvényeket adunk Ossze. Az alabbi abran feltiintettiik a sinx és a kétszeres hullam-
szamu (azaz feleakkora hullamhosszi) sin2z fiiggvény grafikonjat. A sinkx fiiggvény

hullamhossza a 27 k-ad része. A cos fiiggvényre hasonloan. . .
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sin(x)
— s5in(2x)

0.8

0.6

0.4
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Vegyiik észre, hogy mivel sin(0 = 0, igy a k = 0-hoz tartozo by = by egyiitthatoju tag nem

szerepel az Osszegben, igy az Osszeg felirhato

ag + Z(ak cos kx + by, sin kx) (1)
k=1
alakban is.

Tegyiik fel, hogy (1) konvergens a [—m, 7| intervallumon, és Osszegfliggvénye f. Tehat

ag + Z(ak coskx + by sinkx) = f(x) Vx € [—m, 7.

k=1
Lattuk, hogy egy hatvanysornél az ott hasznélt a; egyilitthatok és f kozott szoros kap-
csolat volt (ay = %) Itt is érdekes kérdés, hogy vajon van-e kapcsolat az (1) sorban
szereplS ay, by egyiitthatok és f kozott. Megmutatjuk, hogy ha (1) egyenletesen kon-

vergens, akkor kozvetlen kapcsolat van kozottiik, az egyiitthatokat ki tudjuk fejezni f

segitségével. Tegyiik fel tehat, hogy (1) egyenletesen konvergal f-hez, és integraljuk az
flz) =ag+ Z(ak cos kx + by, sin kx) (2)
k=1

egyenlgség mindkét oldalat a [—m, 7] intervallumon. Kihasznélva, hogy az egyenletes

konvergencia miatt tagonként integralhatunk a sorban, az eredmény

/ flz)dx = ag - 27 + Z (ak/ cos kxdx + bk/ sin kxdx) )
- k=1 -

—T

A jobb oldalon a cos kx és sin kx fiiggvények k minden el6fordul6 értékére olyan 27 szerint

periodikus fiiggvények, amelyek integralja 0, igy az integralokat tartalmazo végtelen sok
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tag elttinik, és 27-vel osztva az

ao — % /_ﬂ f(@)de (3)

Osszefiiggésre jutunk. Az ag egyiitthato tehat nem mas, mint f integralkozepe a [—m, 7]
intervallumon.

A tovabbi egyiitthatok meghatéarozasahoz szorozzuk meg (2) mindkét oldalat a sinnx
fiiggvénnyel (n = 1,2,...), és ezutan integraljuk a [—m,7]-n. (Megmutathato, hogy a
sin nx fliggvénnyel vald szorzés utan is egyenletes marad a konvergencia, ezért ismét ta-

gonként integralhatunk.)

/ f(z)sinnzdz = ag / sin m:da:—l—z <ak / cos kx sinnxdx + by, / sin kx sin m:da:)

k=1 - -

A koszinusz- és szinuszfiiggvények jobb oldalon szerepld szorzatintegraljai nevezetes in-

tegralok:
/ coskxsinnxdr =0 Vk,n € Z

/ sin kxsinnxdr =0, hak#n

—T

/ sin kz sinnxdr =7, ha k=n (#0).

—Tr

Mindezek figyelembe vételével
f(z)sinnzdz = b,,

amibdl

1 s
b, = — f(z)sinkzdx, k=1,2,... (4)
T J—=

Hasonlb6an, cos nx-szel szorozva
1 K
ak:—/ f(z)coskadx, k=1,2,... (5)
™ —T

Osszegezve: ha egy trigonometrikus fiiggvénysor egyenletesen konvergal az f dsszegfiige-

vényhez, akkor a fliggvénysor egyiitthatoira a (3), (4), (5) Osszefiiggések érvényesek.
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5.1. Fourier-sorok

Eddig a trigonometrikus sorokat és azok Gsszegfiiggvényét tanulményoztuk. A gyakorlat-
ban a trigonometrikus sorok alkalmazasa rendszerint tgy meriil fel, hogy adva van egy f
fliggvény, amely értelmezve van a [—, 7] intervallumon, és szeretnénk elGallitani trigono-
metrikus sor Osszegfiiggvényeként. Legyen pl. f: IR — R, f(z) = |z|, D(f) = [-m, 7.
Tudunk-e mondani olyan trigonometrikus sort, amelynek az 0sszegfiiggvénye éppen ez az
f fiiggvény? Mas szoval, dssze tudjuk-e rakni ezt az f fiiggvényt kiillonb6z6 hullamszamu
szinusz- és koszinuszfiiggvényekbol?

Vegyiik észre, hogy a trigonometrikus sorban 6sszeadott ay cos kx ill. by sin kx fiiggveé-
nyek nemcsak a [—m, 7]-n vannak értelmezve, hanem az egész IR-en, és 27 szerint perio-
dikusak (tetsz6leges = helyen ugyanazt az értéket veszik fel, mint x + m - 27 helyen, ahol
m € 7). Igy, amennyiben létezik, az dsszegfiiggvény is értelmezhets az egész R-en, és
27 szerint periodikus lesz. Tehat egy egész IR-en értelmezett f fliggvényt csak akkor van
reményiink Osszerakni trigonometrikus fliggvényekbdl, ha f 27 szerint periodikus. (Pl
az egész R-en értelmezett f(x) = |x| fliggvényt biztosan nem lehet igy elallitani.) A
tovabbiakban igy f-rél vagy azt tessziik fel, hogy a [—m, 7]-n van értelmezve, vagy azt,
hogy az egész IR-en értelmezett, 27 szerint periodikus fiiggvény.

Lattuk, hogy ha a trigonometrikus sor egyenletesen konvergens, akkor a sor egyiitthatoi
a (3), (4) és (5) képletek szerint szamolhatok a sor 6sszegfiiggvényébdl. Vegyiik észre, hogy

ezek a képletek barmely olyan f fiiggvényre értelmesek, amely integralhaté a [—m, 7]-n.

5.2 Definicio. Tegyiik fel, hogy f Riemann-integrdlhato a [—m,w|-n. Ekkor az (3), (4) és

(5) megudlasztasi (1) alaki trigonometrikus sort az f fiigguvény Fourier-sordnak nevezziik.

A Fourier-sor és a trigonometrikus sor tehat hasonlé kapcsolatban van egyméssal, mint a
Taylor-sor és a hatvanysor. Egy f fiiggvény Fourier-sora az a trigonometrikus sor, amely-
nek az egyiitthatoit f-bél a (3), (4) és (5) képletek szerint szamoljuk ki.

Alapkérdések:

1. Igaz-e, hogy f Fourier-sora elGallitja az f fiiggvényt, illetve mely f fiiggvényekre

igaz ez?
2. Ha egy x¢ pontban nem f(zg)-hoz tart a Fourier-sor, akkor hova tart?
3. Jellemezhet&-e a Fourier-sor konvergencidja?

A tovabbiakban ezekre a kérdésekre tériink ki.

Ehhez sziikségiink lesz néhany fontos fogalomra.
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5.3 Definicié. Az xy € IR pont § > 0 sugari kipontozott kérnyezetén az Ks(zo) \ {xo}

halmazt értyik.

Legyen H C IR egy halmaz.

5.4 Definici6. Az xg € R pontot a H C IR halmaz torloddsi pontjanak nevezzik, ha xg
minden kipontozott kérnyezete tartalmaz H-beli pontot. A H halmaz torldddsi pontjainak

halmazdt a H' szimbdslummal jeloljiik.

Vegyiik észre, hogy egy H halmaz zy torlédasi pontja lehet H-n kiviili pont is. Pl. a
H = (0, 1) intervallum torlodasi pontjai a H-beli pontok, valamint a két végpont, amelyek
nincsenek benne H-ban. Tehat most H' = [0, 1].

5.5 Definicio. Az xg € IR pont § sugari jobb oldali kirnyezetén a
K§ (0) := (z0, 70 + 0)
halmazt értjik.

5.6 Definicié. Az xg € IR pont 0 sugari bal oldali kornyezetén a
KJ_(ZL'()) s (230 — (5, {lfo)

halmazt értjik.

jobb oldali kérnyezet: bal oldali kdrnyezet:

Xo+ & Xo-0

—)

X0 X0

5.7 Definicio. Az zg € R pontot a H C IR halmaz jobb oldali (bal oldali) torléddsi pont-
janak nevezzik, ha o minden jobb oldali (bal oldali) kérnyezete tartalmaz H-beli pontot.
A H halmaz jobb/bal oldali torldddsi pontjainak halmazat a H' ill H szimbolummal
jeloljiik.

43



5.8 Definicié. Azt mondjuk, hogy a fiigguénynek létezik jobb oldali hatdrértéke az xo €
(D(f)).. pontban, ha létezik olyan o € IR szam, amelyre minden € > 0 szamhoz létezik
olyan 6 > 0, hogy Vx € K (x0)ND(f) pontra f(z) € K.(«). Ekkor az a szdmot az f fiigg-
vény xo-beli jobb oldali hatdrértékének nevezzik. Jelolése: f(xg+0) vagy limy, . 10 f(2).

/‘\\)

A jobb oldali hatdrérték szemléltetése

5.9 Definicié. Azt mondjuk, hogy a fligguénynek létezik bal oldali hatdrértéke az xo €
(D(f))_ pontban, ha létezik olyan o € IR szdm, amelyre minden € > 0 szimhoz létezik
olyan § > 0, hogy Vo € Ky (xo)ND(f) pontra f(z) € K.(«). Ekkor az o szamot az f fiigg-

vény xo-beli bal oldali hatdrértékének nevezzik. Jelolése: f(xg—0) vagy lim, ., o f(2).

Példaul az f(x) = sgn x fiiggvénynek (elGjelfiiggvény) az xy = 0 pontban nem létezik

hatarértéke, azonban létezik mind jobb, mind bal oldali hatarértéke ebben a pontban:

fl@o+0)=f0+0)=1; flzo—0)=f(0-0)=-1

Vegyiik észre, hogy ha xg-nak van bal és jobb oldali kornyezete is D(f)-ben, és f-nek

létezik hatarértéke xg-ban, akkor ez egyben a fliggvény jobb és bal oldali hatarértéke is
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xo-ban. Tovabba, ha f folytonos xg-ban, akkor is ez az eset all el§, s6t ekkor specidlisan
a hatarérték, a jobb oldali hatarérték és a bal oldali hatarérték is f(xg), vagyis az zq-beli
helyettesitési érték lesz.

Sziikségiink lesz még a bal és jobb oldali derivalt fogalméara.

5.10 Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : IR — R fiigguénynek létezik jobb oldali deri-
vdltja az xo € (D(f)), pontban, ha létezik és véges a kévetkezd hatdrérték:
f(@) = flzo+0)

lim .
T—x0+0 xr — X

Jeldlése: f' (xo).

5.11 Definicio. Azt mondjuk, hogy az f : IR — IR fiigguénynek létezik bal oldali derivdltja
az xg € (D(f))_ pontban, ha létezik és véges a kivetkezd hatdrérték:

p J@) = fla—0)

rz—x0—0 xr — X

Jelolése: f' (xo).

Pl. az f(x) = sgn x fiiggvényre az xo = 0 pontban

/ . - 0+0 . 1_]_
N ()~ £(0-0) - (1)
) : r)— f(0— e e

Vegyiik észre, hogy ha f differencidlhatoé xg-ban, akkor a jobb és bal oldali derivaltja is
létezik zg-ban, és mindkettd egyenls f xo-beli derivaltjaval, azaz f'(x)-lal.
Jelolje egy zo € (D(f)).U(D(f))" pontban Sy az xo-beli jobb és bal oldali hatarérték

szamtani kozepét, azaz legyen

f(l’() + 0) -+ f(.il?o — O)
5 .

So =

5.12 Allitas. Tegyiik fel, hogy az f : R — R fiigguény 2r szerint periodikus, és Riemann-
integrdlhato a |—m, 7] intervallumon, tovabbd f-nek xqo-ban létezik jobb és bal oldali deri-

valtja. Ekkor f Fourier-sordnak dsszege az xg pontban Sy.

5.13 Kovetkezmény. Ha f differencidlhato xo-ban, akkor Fourier- sora xo-ban elddllitja

f-et, azaz Fourier-sordnak dsszege xo-ban f(xo).
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(Ugyanis mivel f differencidlhaté zg-ban, igy létezik a jobb és bal oldali derivaltja is
zo-ban, ugyanakkor mivel f folytonos zo-ban (hiszen ott differencialhato), igy Fourier-

soranak Osszege f(xo).)

5.2. Paros és paratlan fliggvények Fourier-sora

Legyen [ egy, a O-ra szimmetrikus intervallum. (Pl. lehet [ = [—7, 7] vagy I = IR.)

5.14 Definicié. Az f : I — R figgvényt pdros figguvénynek nevezziik, ha f(—x) =
f(z) Vx € 1.

Egy péaros fliggvény grafikonja szimmetrikus az y tengelyre. Ilyen pl. az f(z) = cosx (s6t
tetszGleges k € IN esetén az f(x) = coskx) vagy az f(z) = |z| fiiggvény barmely, a O-ra

szimmetrikus intervallumon.

5.15 Definicioé. Az f : I — R fiiggvényt pdaratlan figgvénynek nevezzik, ha f(—z) =
—f(x) Vo e I

Egy paratlan fiiggvény grafikonja szimmetrikus az origora. Ilyen pl. az f(x) = sinz (s6t
tetszdleges k € IN esetén az f(x) = sinkz) vagy az f(x) = x fiiggvény barmely, a O-ra

szimmetrikus intervallumon.

5.16 Allitas. Ha f1 : I — IR pdros, és fo : I — R pdratlan figguény, akkor az fi - fa
I — IR fiiggvény pdratlan.

Biz.: Két fiiggvény szorzatat pontonként értelmezziik, azaz

(f1+ f2)(z) = fi(x) - fo(z) Va € 1.

Mivel f; paros, fo pedig paratlan, igy fi(—z) = fi(x) és fo(—x) = —fo(x) Vo € 1. Ebbsl

kovetkez6en minden x € I pontban

(f1- fo)(=2) = fil=2) - fo—2) = fi(z) - (= fol2)) = = fi(2) - fo(z) = —=(f1 - fo)(2).
Hasonléan igazolhatok a kovetkezs allitasok.

5.17 Allitas. Ha fi, fo : I — IR pdros figguények, akkor az fi - fo: I — R fiigguény is

Pparos.

5.18 Allitas. Ha fi, fo : I — R pdratlan figgvények, akkor az fi - fo : I — R fiigguény

pdros.
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A kovetkezSkben péros és paratlan fiiggvények [—, 7] intervallumon vett Riemann-integ-

raljarol mondunk ki hasznos allitasokat.

5.19 Allitas. Ha az f : [—7, 7] — R fiigguény pdratlan és Riemann-integrdlhato [—m, 7]-
n, akkor [*_ f(x)dx = 0.

5.20 Allitas. Ha az f : [—m, 7] — R fiigguény pdros és Riemann-integrdlhato [—m,7]-n,
akkor [ f(z)dx =2- [ f(x)dz.

5.21 Kovetkezmény.

o Tegyiik fel, hogy [ pdros figguény, és f € R|—m,w|. Ekkor az x — f(x) - sinkx
fiigguény pdratlan. = by, = %ffﬂ flz)sinkz =0, k=1,2,..., igy f Fourier-sora
tisztdn koszinuszos.

o Tegyiik fel, hogy f pdratlan figgvény, és f € R[—mn,x|. Ekkor az x — f(z) - coskx
fligguény paratlan. = a = %fjﬁ f(z)coskx =0, k=1,2,..., igy f Fourier-sora
tisztdn szinuszos.

5.3. Egy példa

Tekintsiik azt az f : R — IR fiiggvényt, amelyet a [—m, ) intervallumon értelmezett sgn

(elgjel-) fiiggvény 27 szerint periodikus kiterjesztésével kapunk, azaz legyen

f(x) =sgnz, haz € [—m, ), és f(z+ 2lr) = f(z) VIl € Z.

O o °
. —@ +

-Tt Tt
0 [

a.) Irjuk fel f Fourier-sorat!

1 [7 1 ["
aozﬁ/_ﬁf(x)dxzﬁ/ sgnzdr =0

—Tr
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Az els6 1épésben kihasznaltuk, hogy egy fiiggvényt egy pontban megvaltoztatva az integ-
ralja ugyanaz marad, majd a masodik 1épésben paratlan fliiggvényt integraltunk a [—m, 7|
intervallumon.

A k # 0 indext ay egylitthatok a kovetkezdk lesznek:

1 [" 1 [
ag = —/ f(z)cos kxdx = —/ sgnz cos kxdx = 0,
T ) x T ) x
hiszen a jobb oldalon ismét paratlan fliggvényt integralunk.

Hétra van még a by, k =1,2,... egylitthatok meghatarozésa.

1 [" 1 [ 2 [7
b = —/ f(z)sin kedx = —/ sgnz sin kzdx = —/ sgnz sin kzdzx.
T ) . T ) . T Jo
Az utobbi lépésben kihasznaltuk, hogy az integrandus paros fliggvény. Mivel a sgnx
figgvény a [—m, 7] intervallumon a nulla pont kivételével mindenhol 1-et vesz fel, igy az

integralban sgnz helyett 1-et irhatunk. Ezzel

2 [T 2 |- ka]™ 2
by = —/ sin kxdr = — [ﬂ} = ——k(cos km—1).
0

s T k 2—0 T

Figyelembe véve, hogy cos km értéke valtakozva hol 1, hol -1, azaz
coskm = (—1)*,

- —2(-1-1)=2, hak=2n—1
"1 0, hak=2n

Ezzel a Fourier-sor:

stin(@n— z) = ;sinx—l— B—TSin3x+ 5—7rsin5x—|-_.,

n=1

Lathatjuk, hogy csak paratlan hullamszamu szinuszhullamokbol all a sor, és az egyre
nagyobb hullamszamu (azaz egyre révidebb hullamhosszi) komponensek egyre kisebb
sallyal szerepelnek.

b.) Elsallitja-e a Fourier-sor f-et
i) a (—m, ) intervallumon,
ii) az egész IR-en?
i) Mivel f-nek minden x € (—m, m) pontban létezik a bal és jobb oldali derivaltja, igy a
Fourier-sor minden x € (—m, 7) pontban a bal és jobb oldali hatarérték szamtani kozepé-

hez tart. Minthogy ez minden pontban megegyezik az f fliggvény helyettesitési értékével,
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igy a Fourier-sor a (—m, 7) intervallumon eldallitja f-et.

ii) Ha a Fourier-sort az egész R-en vizsgaljuk, akkor szintén minden x € IR pontban
létezik a bal és jobb oldali derivaltja f-nek, de ez a m pératlan szamua t6bbszoroseire
nem egyezik meg az f fiiggvényértékével. Igy a Fourier-sor a (2n — 1)7, n € Z alaku
pontokban nem allitja el6 f-et, az Gsszes tobbiben viszont igen. Az aldbbi abréan kékkel
tiintettiik fel a fenti Fourier-sor Osszegfiiggvényét. Ez, mint megfigyelhetjiik, valoban csak

a (2n — )7, n € Z alakt pontokban tér el az elgbbi piros grafikontol.

=
°o-¢

Az alabbi abran megfigyelhetjiik, hogy a Fourier-sor egyre tobb tagot szamlalo részletosszeg-

fiiggvényei hogyan keriilnek egyre kozelebb és kozelebb ehhez a kék Osszegtiiggvényhez.

05
0
— 4 sin(x)
4/ rsin(x)+4/(3x)sin(3x)
-0.5 ——— 4/ sin(x)+4/(37)siN(3x)+4/(5m)sin(5x)

elsd hat tag dsszege

1 .

3 2 1 0 1 2 %)

A tovabbiakban azt vizsgaljuk, hogy hogyan biztosithaté a Fourier-sor egyenletes konver-
gencidja. (Ezzel a téméaval el6adéason mar nem foglalkozunk, és a vizsga anyagaban sem

szerepel.) Ehhez el6szor felirjuk a Fourier-sort a kompaktabb komplex alakban.
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5.4. A Fourier-sor felirasa komplex alakban
Tekintsiik a Fourier-sor n-edik részletosszegét:
sn(f,x) :ao—i—Z(ak cos kx + by sin kx). (6)
k=1

5.22 Megjegyzés. A fenti kifejezést n-ed rendd trigonometrikus polinomnak nevezziik,
és az interpoldcidelméletben (elsdsorban periodikus figguények interpoldldsdra) szokdsos
alkalmazni.

Mutassuk meg, hogy (6) atirhato

n

sn(f,x) = Z cpe®

k=—n

alakban, ahol ¢, alkalmasan megvalasztott komplex egyiitthatok. Ismeretes az Euler-
formula:

e¥ =cosz+isinz, Vz €C

Ennek felhasznalésaval

sn(f,2) = co+ Z(Ckeikm + e ™)
k=1

=co+ Z[ck(cos kx + isin kz) 4+ c_g(cos(—kx) + isin(—kx))]
k=1

=co+ Z[(ck + c_g)coskx +i(c, — c_y) sin kz]. (7)
k=1

Ekkor (6) és (7) Osszevetésével

Co = Qo
Cp + C_p = ag
i(Ck — C,k) = bk

Innen a harmadik egyenl@ség i-vel valo szorzéséaval az

{ Cp + C_ = ay (8)

—Ck +C_p = Zbk
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egyenletrendszerre jutunk. Ennek megoldasa

ar — b ar +1b
o — k2 k;, o= k;2 k- (9)

Vegyiik észre, hogy c_; éppen a ¢, komplex szam konjugéltja.

5.23 Kovetkezmény. Egy f € R[—n, 7| figguény Fourier-sora felirhatd

[eS)
2 Cr ezkx

k=—o00

alakban, ahol ¢y (9) alaku.

Vegyiik észre, hogy (4) és (5) figyelembevételével (9) atirhato:

1

— /7r (f(x)coskx — f(x)isinkx)dz

1
ok = 5l —ibg) = o

(cos kx — isin kx)d f e~ da.
f

(Ez az Osszefliggés c_j-ra is érvényes.)

5.5. A Fourier-sor egyenletes konvergenciaja

Jelolje C’éﬂm) a 27 szerint periodikus, m-szer folytonosan differencidlhato fiiggvények hal-
mazat, tovabba cx(f) az f fiiggvény Fourier-soraban a ¢, egyiitthatot. Ha f € C’Q(?r), azaz

f 2m szerint periodikus folytonos fliggvény, akkor

lex(f ' / f(z)e *dg

—ik:r:| — 1’

<o [ 1@l fe s,
Figyelembe véve, hogy |e

|cx(f )|<—/\ |d:v<—/ [rflax\f|dx—2—max|f|/ 1d$:max|f\

Ha f € 02(713, akkor k # 0 esetén, parciélis integrélassal

1 ™ ) 1 —ikx T 1 ™ —ikx
alf) =5 [ swetar= g e S0 v g [ rw S

o1



Vegyiik észre, hogy a jobb oldali els6 tag 0, ugyanis f(—mn) = f(7), és

[e‘ikx]z:77T = [cos(—kz) + isin(—kx)]]

T=—T

= [cos(kz) —isin(kz)]]_ = cos(km) — cos(—km) = 0.

Ezért

T —ikx
o) = 5= | 1) e = alr),

Hasonloéan, ha f € Cé;n), akkor

1
_ (m)
Ezért k # 0 esetén
()] = s (f™)] <~ | - max [ £,
K[ k™ [

5.24 Allitas. Tegyiik fel, hogy m > 2, és f € C’é?). Ekkor f Fourier-sora egyenletesen

(sét, egyenletesen abszolit) konvergens IR-en.

Biz.: Alkalmazzuk a Weierstrass-tételt!

1
|k|mmax[—7r,7r] |f(m)‘7 ha k % 0

ek (F)e™™] = ler(f)] - [e™] <
leo(f)|, ha k= 0.

A jobb oldalon pedig egy pozitiv tagiu, konvergens numerikus sor k. tagja van, ugyanis

oo n

1 : 1 m
oD+ D T (s x | f (m)|=|00(f)|+7}gglo > Wmaﬂf( )
k=—o00, k0 [ k=—n, k0 (=]
= 1 2 — = 2 1
leo(f)| + im Z max|f N =leo(f)] + max|f )| lim ka

|
= |eo(f )I+2ma><|f Zk—m
k=1

amely konvergens, ha k > 2.

5.25 Megjegyzés. Létezik olyan folytonos fiigguény, amelynek Fourier-sora nem kon-

vergens a folytonossdgi pontban. Ugyanakkor eqy specidlis konstrukcioval a konvergencia,
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sdt, az egyenletes konvergencia is biztosithato. Jeldlje

oulf o) = so(f,0) + - + s (f, @)

n

5.26 Allitas. (Fejér Lipot tétele)
on(f, o) egyenletesen tart f(x)-hez, ha f € C’é?r).
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