10.

Mat3 gyakorléfeladatok 1.

. Jelolje X az 6tbetts szavak halmazat, és legyen d(a, b) annak szama, ahany betiihe-

lyen az a és a b sz6 kiilonbozik. PL. d(’veréb’,’véreb’) = 2. Kénnyen meggondolhato,
hogy ekkor (X, d) metrikus tér lesz. Melyik elemnek a legnagyobb/legkisebb a ta-

volsaga a ’banka’ sz6tol a kévetkezd H halmazbol?

H = {’bucka’, 'bukta’, 'gomba’, 'bankd’, kuckd’, 'retek’}

Legyen X harom pont a sikon, amelyeket jel6ljon A, B és C, és definidljuk X x X-en
a kovetkezd d fiiggvényt: d(A, A) =d(B,B) =d(C,C) =0, d(A,B) =d(B,A) =1,
d(B,C)=d(C,B) =5, d(A,C)=d(C,A) = 7. Metrikus tér-e (X,d)?

Jelolje X a budapesti buszmegallok halmazat. Legyen d(z,y) az a legrévidebb idg,
amely alatt = megallobol y megalloba eljuthatunk autébusszal atlagos menetidGt

tekintve. Metrikat definidltunk-e ezzel?

Legyen A, B, C' és D négy pont a sikon, X ezen pontok halmaza, d pedig egy metrika
X x X-en. Mutassuk meg, hogy

d(A,C) +d(B,D) < d(A, B) + d(B,C) + d(C, D) + d(D, A).

Metrika-e R-en a d(z,y) = e* Y fliggvény?

Adjuk meg az x = (1,0, —1) és az y = (2, 3,0) R3-beli elemek tévolsagit a kivetkezs
metrikdkban: dy, ds, d, dy (diszkrét metrika).

Adjuk meg a [0, 1] zart intervallumon értelmezett f(x) = 2x és g(x) = = fliggvény
tavolsigét a (C[0,1],dw) és a (C[0, 1], dy) metrikus térben.

Mekkora tavolsagra van egymastol a (C'(0, 1), dy) metrikus térben az f(z) = 2* — 1
fiiggvény és a g(x) = 1+ z fiiggvény? Es a (C(0,1), ds) metrikus térben?

. Igaz-e, hogy az f(x) = x? fiiggvény benne van az azonosan nulla fiiggvény 1 sugari

koérnyezetében
a.) a (C[—1,1],dy) metrikus térben?
b.) a (C[—1,1],dy) metrikus térben?

Tekintsiik az 1. példabeli metrikus teret. Keressiink olyan szavakat, amelyek benne
vannak a 'patak’ sz6 2, 3 ill. 4 sugart kornyezetében. Benne van-e a "pocok’ sz6 a

3 sugariban? Mi van az egységsugari kornyezetben?

1



11.

12.

13.

Jelolje H a (0, 1) intervallum racionalis pontjainak a halmazat. Adjuk meg H belsd,
kiilsg, hatar- és torlodasi pontjainak a halmazat az (IR, |- |) metrikus térben! Nyilt-e
/ zéart-e H?

Teljes metrikus tér-e (H,| - |), ahol

a.) H:=[0,1\ {3};
b) H:=[0,1]U{-1}?

Kontrakcié-e az f(z) = e 3% fiiggvény
a.) a [0, 1] intervallumon?
b.) a [—10, —9] intervallumon?

Ha igen, adjunk meg hozza egy g kontrakcioszamot.

Megoldasok:

1

2.

Legkozelebbi sz6: 'banko’ (d = 1), legtavolabbi: 'retek’ (d = 5).
Nem (ugyanis d(A,C') > d(A, B) + d(B, C), tehat sériil a 3. metrikatulajdonsag).

Nem (két hely kozott az egyik és a masik irAnyban nem mindig ugyanazon az ttvo-

nalon haladnak a buszok, igy egyes x és y megallok kozott d(x,y) # d(y,x)).

Adjuk Ossze a kovetkezd egyenlGtlenségeket, és osszuk el 2-vel, valamint hasznaljuk

fel, hogy minden tagban d(z,y) = d(y, z):
d(A,C) <d(A,B)+d(B,C), d(A,C) <d(A,D)+d(D,C),
d(B,D) <d(B,C)+4d(C,D), d(B,D) <d(B,A)+d(A,D,).
Nem, ugyanis nem teljesiil, hogy
eV =0&r=y

(a metrika a.) tulajdonsaga), hiszen z = y € IR esetén d(z,y) = e” ¥ =€’ = 1.

di(z,y)=1]1-2|+0-3]+|—-1-0]=5

dy(z,y) = /(1 =22+ (0= 32+ (-1 - 0)2 =11
doo(z,y) = max{|1 —2[,|0 = 3|,| —1—-0[} =3
da(z,y) =1

deo(f,9) = maxjo 1] |22 — x| = maxjy ] & = 1

dy(f,9) = fol 122 — z|dx = fol zdzr = 1.
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di(f.9) = Jo 1f (@) =g(@)ldz = [} |(z*=1) = (L+2)|de = [y ((1+2)—(2*~1))de =
f01<2 + o —2%)dr = 20+ %2 _ %’](1) =1
dso(f, 9) = maxpep,) | f(2) —g(2)] = maxsep (142 —2?+1) = maxep,(2+z—27).

Ez a maximum ott van, ahol a (2 + z — 2?)’ derivalt nulla, azaz 1 — 2x = 0, amibdl
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a maximumhely = = 1. Igy doo(f, 9) = max,ep(2+ 2 —2?) =241 — (1) =2

a.) dy(f,0) = fjl r?dz = 3.9y, tehat igaz.
b.) dso(f,0) = max,e;_1,1) [2* — 0] = 1, tehat nem igaz.

2 sugaruban: pl. 'patak’. 3 sugaruban: pl. 'patak’, 'pasas’, 'pacdk’. 4 sugaruban:
pl. 'patdk’, ’pasas’, 'pacak’, ’kalap’. A ’pocok’ nincs benne a 3 sugartiban, mert
éppen 3 tavolsagra van a 'patak’ szotol. A 'patak’ szd egységsugari kornyezetében

csak a ’patak’ sz6 van benne.

intH = (), ugyanis egyetlen valos szamnak sincs olyan kornyezete, amely csak (0, 1)-
beli racionalis szamot tartalmaz (barmely két raciondlis szam kozott van irraciona-
lis).

extH = IR\ [0, 1], ugyanis a [0, 1]-en kiviili barmely val6s szamnak van olyan kor-
nyezete, amely nem tartalmaz (0, 1)-beli racionalis szamot.

O0H = [0, 1], mert a [0, 1] intervallum barmely elemének minden kornyezete tartal-
maz (0, 1)-beli racionalis szamot is és irracionalis szamot is.

H' =10, 1], mert a [0, 1] intervallum barmely elemének minden kipontozott kornye-
zete tartalmaz (0, 1)-beli raciondlis szamot. Nem nyilt (nem igaz ra, hogy minden
pontja belsé pont, hiszen nincs bels6 pontja), nem zart (nem tartalmazza az dsszes

torlodasi pontjat).

a.) Nem, mert pl. az (3 + 1) (n > 2) sorozat H-beli és — 1. Mivel R-ben

konvergens, igy Cauchy-sorozat, de a hatarértéke nem H-beli, mert % ¢ H.
b.) Igen, mert H zart (H' =[0,1] C H).

a.) |f'(x)|=]—- %e‘éx| = %e‘éx < 1, ha z € [0,1], tehat kontrakcié ¢ = § mellett.
b.) Nem, ugyanis | f(—10) — f(=9)| = e5 —e3 ~ 7,95 > | — 10 — (=9)| = 1.



