Matematika 3
1. gyakorlat

Valés fiiggvények Riemann-integralja - ismétlés

Ebben a félévben az els6 téméank a tobbvaltozos fiiggvények integralszamitasa lesz.
Mint latni fogjuk, ehhez a fogalomhoz az f : [a, b] — R fiiggvények Riemann-integraljabol
kiindulva tudunk majd eljutni, amellyel Matematika 1 6ran ismerkedtiink meg. Idézziik
fel a tanultakat!

Cél: Egy f : [a,b] — R fiiggvény grafikon alatti teriiletének a meghatéarozasa.

Otlet: osszuk fel kisebb részintervallumokra az la,b]-t az xy = a, @1, 2 ..., T, = b
osztopontokkal. A

7 = {[xo, 21], [x1, 22, . . . [T0_1, T0]}

halmazt az [a, b] egy felosztasanak nevezziik. A teriiletet kozelithetjiik tgy, hogy minden
részintervallumon az f legkisebb értékét (pontosabban infimuméat) megszorozzuk az adott
részintervallum hosszaval, és ezeket a szorzatokat (kis téglalapok teriiletei) Osszeadjuk.
Az abréan a lilaval koriilhatarolt rész Gsszteriiletérsl van szd. Elnevezés: f 7 felosztashoz

tartozo also kozelits osszege. Képlettel:

n

Uf—ﬂSé = Z inf f(z; —2io1).

=1

[ —1,24]

a=Xo b=xn




Hasonl6an definialhat6 a fels kozelits osszeg:

0£6156 = Z sup f - (z; —xiq).

i—1 [®i—1,%i]

Az alabbi abran a vastag kék vonallal hatarolt alakzat teriiletét jelenti ez.

a=Xo b=xn X

Jelolje Aalso g1, Af6156 az Osszes also és felsd kozelits Osszeg halmazat, amelyet az adott
f fiiggvényhez az adott [a, b] intervallumon az 6sszes (végtelen sok!) lehetséges felosztas

mellett készithetiink, igy egy-egy valos szamhalmazt kapunk.

0.1 Definici6. Azt mondjuk, hogy f Riemann-integrdlhatd |a,b|-n (jeldléssel: f € Rla,b]),
ha sup AU = inf A€ls0 Bt 4 kizis szamot jeldlje f; f.

Példak.

1. f(z) =1, 2 €[0,2]. Legyen 7 = {[0,1],[L,2]}. Mivel egyenls 02130 ¢g olelsGo

Ugllsciz infio,) f - (1= 0) +infpg f-(2-1)=1-1+1-1=2.
Ufelso = supjg f-(1-0) + supy g f-2-1)=1-141-1=2.

T1

(Itt az inf ill. sup egyben minimum /maximum.)



Es mas felosztasnal?
Tetsz6leges H; C [a,b] intervallumon supy f = infy, f = 1. Igy

aaISé:1-(ml—x0)+1-(xg—x1)+...+1-(mn—xn_1):1-(xn—x0):2:0f6156

T T

minden 7 felosztasnal, ezért A0 — Afelsd _ {2} = sup A2ls6 — g gfelss — o

[Pr=2

2. f(z) = D(x) = 1, hax .rac10.néhs. e [0,1]
0, ha z irraciondlis,
(a [0, 1]-en értelmezett Dirichlet-fiiggvény.)
Legyen 7 egy felosztasa a [0, 1]-nek. Mivel minden intervallum tartalmaz racionélis és
irracionalis pontot is, ezért tetszéleges H; darabkan

infD=0¢s supD =1
H; ;

H;
= 03180 =0-(zy—x0)+0-(zg—2x1)+...+0- (2, —x,_1) = 0 minden 7 felosztas esetén.
Igy

Aals6 _ {0}.

Tovabba, afelS(j =1-(x;—wo)+1-(xa—x))+...+ 1 (2, — 2 1) =1, igy
Af6186 — {1}

Kovetkezésképpen
sup Aalso = 0 # inf Afelso =1,

és igy a Dirichlet-fiiggvény nem integralhato a [0, 1] intervallumon.
A Riemann-integral kiszamitasa

Erre a gyakorlatban legtobbszor a Newton—Leinbiz-formulat hasznéljuk: ha f-nek létezik
F primitiv fiiggvénye, akkor fab f = F(b) — F(a). Tehéat a primitiv fiiggvényeket kell
tudnunk felirni.

Emlékeztets: Legyen f : I — R. Keressiik az 6sszes olyan F': [ — R fliggvényt, amelyre
F' = f. Jelolés: [ f(z)dz.



A legfontosabb elemi fiiggvények primitiv fii

/1dx =
/xdx =

/ 22dr =
[ =
/ dx =
/ sinzdxr =
/ coszdxr =

! d
x
V1— 22

SH R

ggvényei:

—cosx +c

sinx + ¢

arcsinx + ¢

Gyakran alkalmazzuk a kovetkez6 miiveleti szabalyokat:

/f(x)+g(x)dx _ /f d:zc+/ (2)da
/)\f(a:)dx = /f(x)d:c
Példak.
1. 1 -
/_lxdx: [%]_1:%—%:0
] [y
/(395 e = 3% —a(do) > 12(395 1)z = {
3.
/ 3 e =7






