Matematika 3
2. gyakorlat

Tovabbi technikak specialis alakt fliggvények integralasara:

1. Parcialis integralas

Tegyiik fel, hogy u és v folytonosan differencialhaté fiiggvények. Ekkor
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v(x) =z és u/(x) = e” (u(x) = e*) szereposztassal
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v(xz) =Inz, u'(r) =1 (u(z) = x) szereposztassal
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Ebbé6l mar szamolhato hatarozott Riemann-integral, de megjegyezhetjiik a parcialis in-

tegralas képletének a hatarozott valtozatat is:

2. Helyettesitéses integralas

Tegyiik fel, hogy f(z) folytonos, és x = ¢(t), ahol g(t) folytonosan differencialhato. Ekkor

[ ta@as= [ ria)-gea
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3. [f(g(z)) - ¢'(z)dz alakia integralok
[ f(g(x)) - ¢'(x)dx = F(g(x)) + ¢, ahol F az f primitiv fiiggvénye.

Pl [sin®zcoszdr = % + ¢, hiszen itt g(z) = sinx, és f(g(x)) = sinx, ha f(t) = t2,
igy g(x) = sinx-et az f(t) = ¢* fiiggvény F(t) = % primitiv fiiggvényébe helyettesitve

kapjuk a megoldast.
T6bbszoros integralok

f:RY — R fiiggvények Riemann-integraljaval foglalkozunk. Az eladason lattuk, ho-

gvan értelmezhets ez kozelitG osszegekkel. A gyakorlaton a kiszamitasara koncentralunk.
Kettds integral intervallumon

Elsszor f : R? — R fiiggvények integraljat szamitjuk ki intervallumon. Az R2-beli inter-
vallum az alabbi tipust ponthalmazt jelenti: H = [a,b] X [c,d], ahol a,b,c,d € R, (a < b,
c <d).

- [a, b] x [c, d]
J
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Az [, f geometriai jelentése f > 0 fiiggvény esetén a grafikon alatti térfogat a H inter-

vallum folott (sarga térrész).



Térjiink ra a kiszamitésara! A kovetkezd éallitdsra tamaszkodhatunk:
Tegyiik fel, hogy f € R(H), és minden z € [a, b] esetén létezik az

/ f(z,y)dy = ()

integral. Ekkor I integralhaté az [a, b]-n, és

/Hf:/ab.f(m)dx:/ab </Cdf(x,y)dy> da

Tehat a feladat két egymast kdvets egyvaltozos Riemann-integral kiszamitésa.

0.1 Megjegyzés. Az x és az y szerepe felcserélhetd.

Példak.
1. Legyen f(x,y) =2z —y? H = [0,1] x [0,2]. Mivel egyenls [, f?
A keresett integral létezik, mert f folytonos H-n.

1. megoldas: integraljunk elGszor y szerint:

/Hf:/ol (/02f<x,y>dy) dxz/ol (/02<2x—y2>dy)dx

El6szor a bels6 integralt szamitjuk ki, ekozben x-et konstansként kezeljiik.
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Ezutan a kapott, csak x-t6l fliggd egyvaltozos fliggvényt kell integralni:
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2. megoldas: elGszor x szerint integralva:

/Hf - /02 (/01(2$ N y2)dx> dv= /02[362 —y'aliody = /02(1 —ydy = ... =3

2. Legyen f(z,y) = 2*y*, H=[-1,1] x [1,2]. [, f=?

Jor= L ([ o)

Beliil kihozhatjuk az 2% szorzot:

L)oo [ ([ an) s (for) (o)

Eszrevehetjiik, hogy az z-t6] fiiggs rész és az y-t6l fiiggs rész integralja ésszeszorzodott.
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Altaldban is: ha specialisan f(x,%) = g(z) - h(y), akkor az integrélja az [a, b] x [c, d]-n

[ [ ot vz = [ awar) - ([ nwa).



