Matematika 3
3. gyakorlat

Kett6s integral normaltartomanyon

Az intervallumnal altaldnosabb tartoménytipus a normaltartomany. Legyenek yq,s :
l[a,b] — R folytonos fiiggvények, és az y; haladjon végig az y, alatt (y;(x) < ya(x)

Vx € [a,b]). Ekkor normaltartoméanynak nevezziik a
T:={(z.y) 2 € [a,8],y:(2) <y < po(a)} CR

halmazt.
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A kovetkezd alakzatok példaul norméltartoméanyok:




Ezek viszont nem:

Normaéltartomanyon vett kettds integralt az alabbi tétel segitségével szamolhatunk:
Ha f € R(T), és minden x € [a, b] esetén létezik az

y2(x)
/ F(,y)dy
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Riemann-integral, akkor
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Vigyazzunk arra, hogy itt mar x és y szerepe nem cserélhetd fel.
Pl Integraljuk az f(x,y) = x?y fiiggvényt a T = {(z,y),z € [0,1], 2% <y < x} normal-

tartomanyon!
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ElGszor elvégezziik a belss integralast, ahol csak arra kell vigyazni, hogy a hatarok fliggnek
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A kettds integral transzformaéciéja

Ha f(x,y) integralasa nehézségekbe iitkozik az (x,y) sik H tartoményan, megprobal-
hatunk attérni mas valtozokra. Jelolje ezeket u és v, és tegyiik fel, hogy az (x,y) stk H
tartoménya az (u,v) sik H' tartoményaba megy at. (Szerencsés esetben ezen tartomanyon

konnyt integralni, pl. kedvezs, ha ez egy intervallum.)
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Ekkor egy, a helyettesitéses integralasra emlékeztets képlettel szamolhatunk:
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a transzformaci6 un. Jacobi-determinénsa. (A determindns fogalmat Vektorszamitasbol
tanuljuk. Egyelére elég annyit tudni, hogy egy A € IR?*? matrix determinansa az |A| :=
a11a92 — a12a9; szamot jelenti.) Vegyiik észre, hogy a fenti képletben ezt a determinénst
még abszolut értékben is kell venniink.

Példaként tekintsiik a polartranszforméaciot. Ekkor az 0j valtozokat u és v helyett r és

@ jeloli.

Kozottiik az alabbi kapcsolat all fenn:

T =7Ccosy; Yy=rsiny

Ekkor tehat a transzformacio Jacobi-determinansas:
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Polarkoordinatakra attérve tehat mindig r-rel kell majd szoroznunk!

Pl. Hatarozzuk meg az

9922y
flay) = —F——=
Va2 +y?
fliggvény integraljat a

H={(x,y):2* +y* <1, y >0}

felkorre.
Megoldas: A félkér norméltartomany, de igy a feladatot nehéz lenne végigszamolni.

Korszeri tartomany esetén jol johet a polartranszformacié (ezt az f fiiggvény alakja is
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indokolja: az 2% + y* kombinéci6 polaroordinatakkal egyszert lesz...). Térjiink tehat at
az. r, ¢ koordinatédkra! A megadott félkor azon (r,y) pontok halmaza az (r,¢) sikon,

amelyekre r € [0, 1], és ¢ € [0, 7]. Tehat
H' ={(r,¢):r€[0,1], p € [0, 7]}
Vegyiik észre, hogy a H' halmaz mar egy intervallum. Az integral kiszamitasa:
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Intervallumon kell integralnunk olyan fiiggvényt, amely egy csak r-tél és egy csak ¢-t6l

fiiggs tényez6 szorzata. Az integral a mér latott modon a két rész integraljanak szorzatara

bomlik:
! i 4t cos® 1"
99 / r3dr / cos? psinpdyp | =99 |—| - |- = 16, 5.
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