Matematika 3
4. gyakorlat

A kettds integral alkalmazasai
1. Teriiletszamitas

Tudjuk, hogy a valos konstans 1 fiiggvény integralja tetszéleges [a,b] intervallumon az
intervallum hosszat adja. Hasonloan, az R? — R képezd konstans 1 fiiggvény integralja
egy H C R halmazon a H halmaz teriiletével egyenls (hiszen a H alapteriilet®, 1 magas-
sdgu hasab térfogata az alapteriilet szorozva 1-gyel). Ezt az észrevételt felhasznalhatjuk
teriiletszdmitasra.

P1. Mekkora teriiletet zar be a sin és a cos fliggvény grafikonja x = —%T” és 7 kozott?

A feladat a konstans 1 fliggvény integralasa a kozrezart teriileten, amely a
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2. Térfogatszamitas

Az integral geometriai jelentésének ismeretében természetes, hogy a kettds integral térfo-
gatszamitasra is felhasznalhato.

Pl. Szamitsuk ki az alabbi feliiletekkel hatarolt test térfogatat: x = 0, y = 0, z = 0,
r=1+x+y ov+y=1!
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Megoldas: Az f(z,y) =1+ x + y fiiggvény integraljat kell kiszamitanunk a
H={(r,y): 20,10y <12}

norméaltartomanyon. Tehat a térfogat
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Harmas integral

f : R® — R fiiggvények Riemann-integraljaval foglalkozunk. Az integralas ilyenkor is

intervallumon a legegyszeriibb, vagyis

H = [a',b"] x [a®,b*] x [a®,b°] /Hf - /01 (/01 O)

alakd halmazon. A kettds integralhoz hasonléan most hdrom darab egyvaltozos Riemann-
integralt szamitunk ki. A valtozok sorrendje tetszéleges.

Pl. Hatérozzuk meg az f(x,vy,2) = x + yz fiiggvény integraljat a H = [0, 1]* kockara.
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Beliilrsl kifelé haladunk:
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A harmas integral transzformaci6ja

Tegyiik fel, hogy az x,y, z valtozok helyett attériink az u, v, w 0j valtozokra, és ezzel az

(z,y,2) tér H tartomanya attranszformalodik az (u,v,w) H' tartomanyaba. Ekkor
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a transzformaci6 in. Jacobi-determinansa.
Két fontos térbeli koordindta-rendszerrel ismerkediink meg, és mindketts esetére meg-

adjuk a Jacobi-determinanst.

1. Hengerkoordinata-rendszer

A hengerkoordinata-rendszer egy pont helyét a kivetkezd harom szamadattal adjuk meg:

e 7: a pontba huzott helyvektor zy sikra esd vetiiletének a hossza (azaz a pont tévol-

sdga a z tengelytdl);
e 0 : az el6bbi vetiilet z-tengellyel bezart szoge;

e 2: a pont magassaga, a szokasos z koordinata




A régi és az 4j koordinatak kapcsolata:
r=rcosp, y=rsing, z==z

A Jacobi-determinans abszolut értéke r, tehat a hengerkoordinata-rendszerre vald atté-
résnél ugyantgy r-rel szorzunk, mint a polartranszformacional.
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[5; f =7 Térjiink at hengerkoordinatékral

H/:{(’I",QO,Z)ZOSTSL 0§90§27T,0§Z§2}

A H’ halmaz R3-beli intervallum.
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