
Matematika 3

6. gyakorlat

Felületi integrál

A felületi integrál kiszámítását két példán keresztül nézzük meg.

1. Számítsuk ki az f(x, y, z) = (x, y, z) függvény felületi integrálját annak a hengernek a

palástjára, amelynek alaplapja az origó középpontú, 1 sugarú, xy síkban fekv® körlap, és

magassága m. A felszínvektorokat kifelé irányítsuk!

El®ször paraméterezzük a hengerpalástot!

Φ(ϕ, z) = (cosϕ, sinϕ, z), ϕ ∈ [0, 2π], z ∈ [0,m].

A felületi pontokra mer®leges vektort kapunk a ∂ϕΦ × ∂zΦ és a ∂zΦ × ∂ϕΦ vektoriális

szorzattal is. A kett® közül azt kell kiválasztanunk, amelyik kifelé mutat a felületb®l. Ez

most a ∂ϕΦ× ∂zΦ vektor.

A felületi integrál: ∫
Φ

f =

∫
Ω

〈f(Φ(ϕ, z)), ∂ϕΦ(ϕ, z)× ∂zΦ(ϕ, z)〉dϕdz

Itt

f(Φ(ϕ, z)) = f(cosϕ, sinϕ, z) = (cosϕ, sinϕ, z)

∂ϕΦ(ϕ, z) = (− sinϕ, cosϕ, 0)

és

∂zΦ(ϕ, z) = (0, 0, 1)

A ∂ϕΦ(ϕ, z)× ∂zΦ(ϕ, z) keresztszorzat kiszámításához a következ® általános szabályt al-

kalmazzuk:

Ha a = (a1, a2, a3) és b = (b1, b2, b3), akkor

a× b =

 a1

a2

a3

×
 b1

b2

b3

 =

 a2b3 − a3b2

a3b1 − a1b3

a1b2 − a2b1


Így

∂ϕΦ(ϕ, z)× ∂zΦ(ϕ, z) =

 sinϕ

cosϕ

0

×
 0

0

1

 =

 cosϕ

sinϕ

0



1



Ezzel

〈f(Φ(ϕ, z)), ∂ϕΦ(ϕ, z)×∂zΦ(ϕ, z)〉 = 〈(cosϕ, sinϕ, z), (cosϕ, sinϕ, 0)〉 = cos2 ϕ+sin2 ϕ = 1.

A felületi integrál tehát ∫
Φ

f =

∫ 2π

0

∫ m

0

1dzdϕ = 2πm.

2. Számítsuk ki az f(x, y, z) = (z2, x2 + y2, 1) függvény felületi integrálját arra a négyzet-

lapra, amelynek csúcsai (0, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) és (0, 1, 1). A felszínvektorokat jobbra

irányítsuk!

Paraméterezzük a négyzetlapot:

Φ(x, z) = (0, y, z), y ∈ [0, 1], z ∈ [0, 1].

A felületi integrál képletében a ∂yΦ× ∂zΦ sorrend lesz a megfelel®.

f(Φ(y, z)) = f(0, y, z) = (z2, y2, 1).

∂yΦ(y, z) = (0, 1, 0)

∂zΦ(y, z) = (0, 0, 1)

∂yΦ(y, z)× ∂zΦ(y, z) =

 0

1

0

×
 0

0

1

 =

 1

0

0

 .

〈f(Φ(y, z)), ∂yΦ(y, z)× ∂zΦ(y, z)〉 = 〈(z2, y2, 1), (1, 0, 0)〉 = z2

Ebb®l a felületi integrál∫
Φ

f =

∫ 1

0

(∫ 1

0

z2dz

)
dy =

∫ 1

0

1

3
dy =

1

3
.
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