Matematika 3
7. gyakorlat

Fiiggvénysorozatok

Emlékeztets: Szamsorozat: n +— a,, n € N, a, € R.
Fiiggvénysorozat: n— f,, n € N, f, : R — R fiiggvény.
PL1. fu(z) = %, v € [0,1] egy fiiggvénysorozat. Adjuk meg és abrazoljuk az elsé néhany

elemét!
Hiz) =2
folz) = 5
falw) = 3

a) Konvergens-e az xy = 1 pontban?
ful) == 0
o

konvergens szamsorozat, tehat igen.

b) Konvergens-e pontonként a [0, 1] intervallumon?

folz) = ¥ 0 minden rogzitett = € [0, 1] esetén,
n

tehat igen.
Adjuk meg a hatarfiiggvényét a [0, 1]-en! Ezt ugy kapjuk, hogy minden x € [0, 1] ponthoz
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hozzarendeljiik azt a szamot, amelyhez az (f,(x)) szamsorozat tart. Most ez a szam

mindenhol a nulla, azaz

f(z) = lim f,(z) = lim T ovee [0, 1].

n—oo n—oo N,

Ezt a fliggvényt pirossal berajzoltuk az alabbi abraba.

c) Egyenletes-e a konvergencia a [0, 1]-en?
frn Sf @ sup|fu(z) — f(z)] = 0, han — co.
c

(Jelentése: a fiiggvénysorozat elemeinek a hatarfiiggvénytsl vett "legnagyobb" eltérése

nulldhoz tart.) A példaban
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= max — = — =——=0.
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Tehat egyenletes a konvergencia.

Pl 2. fu(z) =1-— % Konvergens-e pontonként a [—1,1] intervallumon? Ha igen,

mi a hatarfiiggvény és egyenletes-e a konvergencia?

fi(z) =1 — ||
_ 7]
folz) =1 53



Mivel % — 0 minden x € [—1,1] esetén, igy az (f,(x)) szdmsorozat hatarértéke

lim f,(z) = lim l—m:1—0:1Vl‘€[—1,1],

n—oo n—oo n

igy pontonként konvergens, és a hatarfiiggvény

f(z) = lim l—mzl,

n—oo n

azaz a konstans 1 fiiggvény.




A konvergencia egyenletességének az eldontéséhez vizsgaljuk meg a kovetkezd hatarérté-

ket: 1
sup E[—l,l]' —M—l‘:supm:maxm:—%O,
z€[0,1] n 1,1 7 -1,1] n n

tehat egyenletes a konvergencia.



