Matematika 3
8. gyakorlat

Folytassuk a fiiggvénysorozatos példakat!

PlL. 3. Egyenletesen konvergensek-e az egész R-en a kovetkezd fiiggvénysorozatok?
a.) fn(ﬂj) _ sin(nx)

b.) gn(z) = sin(%)
Az a.) példaban fi(z) = sinz, majd a sorozat masodik tagjanak mar feleakkora az

amplitidoja és feleakkora a hullamhossza és i.t. A hatéarfiiggvény

sin(nx)

f(x) = lim

n—o0 n

=0 Vzx € R,

mert tetszéleges rogzitett = esetén a szamlalo korlatos (-1 és 1 kozott van), és ezt szoroz-

zuk a nullahoz tarto (%) sorozattal. A hatarfiiggvény tehat az azonosan nulla fiiggvény.
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- ilelp |sin(nz)| — max |sin(nz)| -

sin(nx)

sup | fu(z) — f(2)| = sup

z€R z€R

Igy egyenletes a konvergencia.
A b.) példaban a fiiggvénysorozat minden eleme -1 és 1 kozotti értékeket vesz fel, de a
hulldimhossz egyre né. A hatarfiiggvény
. . X
g(x) = lim sin(=) =0

n—o00 n
szintén minden z € R esetén, mert = — 0, és a sin fiiggvény folytonos. Itt is a konstans
nulla tehat a hatarfiiggvény. A konvergencia azonban nem egyenletes, ami latszik onnan,

hogy az Gsszes g, fliggvénynek a nulla fiiggvénytdl vett legnagyobb eltérése 1, tehéat ezen

eltérések sorozata nem tart a nulldhoz. Képlettel:

sup |gn(x) — g(z)| = sup [sin <£>‘ =14A0.

z€eR z€R n
Alapkérdés: egy fiiggvénysorozatnél az f hatarfiiggvény atorokli-e az f, fliggvények kii-
16nb6z6 jo tulajdonsagait? A folytonossagnal és a Riemann-integralhatosagnal ehhez ele-
gend§ az (f,,) egyenletes konvergenciaja, mig a differencidlhatosagnal nem.
Folytonossag: ha f, folytonos minden n-re, és f,, <f, akkor f folytonos. (Ha csak ponton-
n—1

ként konvergens az (f,,), akkor a hatarfiiggvény szakadhat, lasd el6adasrol az f,(z) = x

fiiggvénysorozatot a [0, 1] intervallumon.)



Integralhatosag: Ha f, —f az [a,b]-n, és f, € R[a,b] minden n-re, akkor f € RJa,b],

/abf:hm/abfn.

PL legyen f, =  a [0,1]-en. Lattuk: f = 0. Az Osszes f, fiiggvény integrlhato a

[0, 1]-en, és
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1
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és valoban a hatarfiiggvény integralja ezzel megegyezs:

[1=[o=0

Differencidlhatésag: Vigyazat, itt nem (f,) egyenletes konvergencidja szerepel az ét-

és

oroklésrol szol tételben, hanem az (f]) derivaltfiiggvények fliggvénysorozataé:
fo=r fifu =g lab] =nés fo € Clab] = f e CMa,b] és f' = g.
Az " = g egyenlGség kicsit személetesebb forméban:

(lim f,,)" = lim(f}).

P1. Mutassuk meg, hogy az f,(z) = %arctgx” fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens
R-en, de
F(1) # lim f1(0)
tehat az 1-ben a hatarfiiggvény derivaltja nem egyezik meg a derivaltak hatarértékével.
A hatarfiiggvény:
f(x) = lim l.i»)urctg;:z:" =0,

n—oo N,

hiszen arctgz™ korlatos (értéke tetszéleges z-re —F és 7 kozott lehet csak). A konvergencia

egyenletes, mert

1 1
= —sup |arctgz”| = —
N zeR n

1
—arctgx”
n

sup | fu(x) — f(x)| = sup
z€R z€R

Mivel f(z) =0, igy f'(1) = 0. Ugyanakkor

1 1 ik

n—1 __ / _
El—i—x%nx 14 a2 = fn(l) =

fulx) =



Fiiggvénysorok

Emlékeztets: Szamsor: ((ay), (Sn)), ahol S, = a1 + as + . .. a,, az n-edik részletosszeg.
Fiiggvénysor: ((fn), (sn)), ahol s, = fi + fo + ... f, az n-edik részletdsszeg-fiiggvény. Itt
(fn) és (sn) is egy-egy fiiggvénysorozat.

Jeloles: >~ | fn vagy > fu.

Azt mondjuk, hogy (f,) pontonként / egyenletesen konvergal f-hez, ha (s,) pontonként
/ egyenletesen konvergal f-hez. (Vigyazzunk, hogy itt az Osszegfiiggvényt ugyanugy f-fel
jeloljiik, ahogy korabban az (f,,) hatarfiiggvényét.)

Pl >, % minden = € R pontban konvergens a kivetkezd f fiiggvényhez:
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f(x) :JLr{}osn(x) = _lﬁ :x;ﬁ =5

Tehét itt a hatarfiiggvény linearis fiiggvény, %2 meredekséggel.

Az Osszegfiiggvényt a legtdbb esetben nehéz megmondani, sokszor csak a konvergencia
vagy a divergencia tényét tudjuk megallapitani. Erdemes ismerni a kovetkez allitast,
amely elégséges feltételt ad egy fliggvénysorozat egyenletes konvergencidjara.

Weierstrass tétele: Tegyiik fel, hogy létezik olyan > ° | a,, konvergens szamsor, amelyre
|fu(2)| < an, VneN, Vo e C.
Ekkor Y°°° | f, egyenletesen konvergens C-n. Jelolés: > 7 f, <Sf.

PL 1. 3>, & egyenletesen konvergens-e a [0, 1]-en?
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< = Vo € [0,1] és ; 3 konvergens.

= > 7, % egyenletesen konvergens a [0, 1]-en.

Pl 2. 37| - egyenletesen konvergens-e R-en?

> 1 1 =1
— | < — VxeRés — konvergens.
;m4+n4 < ;n4 g

= a fiiggvénysor egyenletesen konvergens R-en. Megjegyezziik, hogy az >~ % SZAmsor

divergens, igy azzal feliilr6l becsiilni nem segitene.



