
Matematika 3

8. gyakorlat

Folytassuk a függvénysorozatos példákat!

Pl. 3. Egyenletesen konvergensek-e az egész R-en a következ® függvénysorozatok?

a.) fn(x) =
sin(nx)
n

b.) gn(x) = sin(x
n
)

Az a.) példában f1(x) = sinx, majd a sorozat második tagjának már feleakkora az

amplitúdója és feleakkora a hullámhossza és í.t. A határfüggvény

f(x) = lim
n→∞

sin(nx)

n
= 0 ∀x ∈ R,

mert tetsz®leges rögzített x esetén a számláló korlátos (-1 és 1 között van), és ezt szoroz-

zuk a nullához tartó ( 1
n
) sorozattal. A határfüggvény tehát az azonosan nulla függvény.

Ezenkívül

sup
x∈R
|fn(x)− f(x)| = sup

x∈R

∣∣∣∣sin(nx)n

∣∣∣∣ = 1

n
sup
x∈R
|sin(nx)| = 1

n
max
x∈R
|sin(nx)| = 1

n
→ 0.

Így egyenletes a konvergencia.

A b.) példában a függvénysorozat minden eleme -1 és 1 közötti értékeket vesz fel, de a

hullámhossz egyre n®. A határfüggvény

g(x) = lim
n→∞

sin(
x

n
) = 0

szintén minden x ∈ R esetén, mert x
n
→ 0, és a sin függvény folytonos. Itt is a konstans

nulla tehát a határfüggvény. A konvergencia azonban nem egyenletes, ami látszik onnan,

hogy az összes gn függvénynek a nulla függvényt®l vett legnagyobb eltérése 1, tehát ezen

eltérések sorozata nem tart a nullához. Képlettel:

sup
x∈R
|gn(x)− g(x)| = sup

x∈R

∣∣∣sin(x
n

)∣∣∣ = 1 6→ 0.

Alapkérdés: egy függvénysorozatnál az f határfüggvény átörökli-e az fn függvények kü-

lönböz® jó tulajdonságait? A folytonosságnál és a Riemann-integrálhatóságnál ehhez ele-

gend® az (fn) egyenletes konvergenciája, míg a di�erenciálhatóságnál nem.

Folytonosság: ha fn folytonos minden n-re, és fn ↪→f , akkor f folytonos. (Ha csak ponton-

ként konvergens az (fn), akkor a határfüggvény szakadhat, lásd el®adásról az fn(x) = xn−1

függvénysorozatot a [0, 1] intervallumon.)

1



Integrálhatóság: Ha fn ↪→f az [a, b]-n, és fn ∈ R[a, b] minden n-re, akkor f ∈ R[a, b],
és ∫ b

a

f = lim

∫ b

a

fn.

Pl. legyen fn = x
n
a [0, 1]-en. Láttuk: f ≡ 0. Az összes fn függvény integrálható a

[0, 1]-en, és ∫ 1

0

fn =

∫ 1

0

x

n
dx =

1

2n
→ 0,

és valóban a határfüggvény integrálja ezzel megegyez®:∫ 1

0

f =

∫ 1

0

0 = 0.

Di�erenciálhatóság: Vigyázat, itt nem (fn) egyenletes konvergenciája szerepel az át-

öröklésr®l szól tételben, hanem az (f ′n) deriváltfüggvények függvénysorozatáé:

fn → f, f ′n ↪→g [a, b]− n és fn ∈ C1[a, b]⇒ f ∈ C1[a, b] és f ′ = g.

Az f ′ = g egyenl®ség kicsit személetesebb formában:

(lim fn)
′ = lim(f ′n).

Pl. Mutassuk meg, hogy az fn(x) = 1
n
arctgxn függvénysorozat egyenletesen konvergens

R-en, de
f ′(1) 6= lim

n→∞
f ′n(1),

tehát az 1-ben a határfüggvény deriváltja nem egyezik meg a deriváltak határértékével.

A határfüggvény:

f(x) = lim
n→∞

1

n
arctgxn = 0,

hiszen arctgxn korlátos (értéke tetsz®leges x-re −π
2
és π

2
között lehet csak). A konvergencia

egyenletes, mert

sup
x∈R
|fn(x)− f(x)| = sup

x∈R

∣∣∣∣ 1narctgxn
∣∣∣∣ = 1

n
sup
x∈R
|arctgxn| = 1

n
· π
2
→ 0.

Mivel f(x) = 0, így f ′(1) = 0. Ugyanakkor

f ′n(x) =
1

n

1

1 + x2n
nxn−1 =

xn−1

1 + x2n
⇒ f ′n(1) =

1

2
⇒ lim

n→∞
f ′n(1) =

1

2
6= f ′(1) = 0.
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Függvénysorok

Emlékeztet®: Számsor: ((an), (Sn)), ahol Sn = a1 + a2 + . . . an az n-edik részletösszeg.

Függvénysor: ((fn), (sn)), ahol sn = f1 + f2 + . . . fn az n-edik részletösszeg-függvény. Itt

(fn) és (sn) is egy-egy függvénysorozat.

Jelölés:
∑∞

n=1 fn vagy
∑
fn.

Azt mondjuk, hogy (fn) pontonként / egyenletesen konvergál f -hez, ha (sn) pontonként

/ egyenletesen konvergál f -hez. (Vigyázzunk, hogy itt az összegfüggvényt ugyanúgy f -fel

jelöljük, ahogy korábban az (fn) határfüggvényét.)

Pl.
∑∞

n=1
x
n2 minden x ∈ R pontban konvergens a következ® f függvényhez:

f(x) = lim
n→∞

sn(x) =
∞∑
n=1

x

n2
= x

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
x.

Tehát itt a határfüggvény lineáris függvény, π
2

6
meredekséggel.

Az összegfüggvényt a legtöbb esetben nehéz megmondani, sokszor csak a konvergencia

vagy a divergencia tényét tudjuk megállapítani. Érdemes ismerni a következ® állítást,

amely elégséges feltételt ad egy függvénysorozat egyenletes konvergenciájára.

Weierstrass tétele: Tegyük fel, hogy létezik olyan
∑∞

n=1 an konvergens számsor, amelyre

|fn(x)| ≤ an ∀n ∈ N, ∀x ∈ C.

Ekkor
∑∞

n=1 fn egyenletesen konvergens C-n. Jelölés:
∑∞

n=1 fn ↪→Cf .

Pl. 1.
∑∞

n=1
x
n2 egyenletesen konvergens-e a [0, 1]-en?∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

x

n2

∣∣∣∣∣ ≤ 1

n2
∀x ∈ [0, 1] és

∞∑
n=1

1

n2
konvergens.

⇒
∑∞

n=1
x
n2 egyenletesen konvergens a [0, 1]-en.

Pl. 2.
∑∞

n=1
1

x4+n4 egyenletesen konvergens-e R-en?∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

1

x4 + n4

∣∣∣∣∣ ≤ 1

n4
∀x ∈ R és

∞∑
n=1

1

n4
konvergens.

⇒ a függvénysor egyenletesen konvergens R-en. Megjegyezzük, hogy az
∑∞

n=1
1
n
számsor

divergens, így azzal felülr®l becsülni nem segítene.
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