Matematika 3
9. gyakorlat

Alapkérdés: egy fiiggvénysornal az f Osszegfiiggvény atorokli-e az f, fiiggvények kiilon-

b6z6 jo tulajdonsagait?

Folytonossag: Ha az Osszes f, fiiggvény folytonos és > >~ f, < f, akkor f folyto-

nos.

PL > (1 —x)z", x € [0,1]. Adjuk meg az s, részletosszeg-fiiggvényt és az f Osszeg-

fiiggvényt. Egyenletes-e a konvergencia a [0, 1]-en?

n n

sp(z) = Z(l—x)xi = Z(a:i—xi+1) =o' -+t -2t a2 ="
i=1 i=1

Az 2™ tag 0-hoz tart, ha x € [0,1), és 1-hez, ha z = 1. Ezért

x, haz €[0,1)

sp(r) =2 — 2" —
0, haz = 1.

Tehat az alabbi abran narancssargaval abrazolt 6sszegfiiggvényt kaptuk, amely szakad az
1-ben.

v

A fiiggvénysorozat minden eleme folytonos fiiggvény, az Osszegfiiggvény azonban szakad,

igy a fliggvénysorozat nem lehet egyenletesen konvergens a [0, 1]-en.
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Integralhatosag: Tegyiik fel, hogy az Osszes f, fiiggvény Rla,b]-beli, és > > f, — f

az [a,b]-n. Ekkor az f Osszegfiiggvény is Riemann-integralhato [a, b]-n, és

b 0 b
[r5 )

Az utobbi Osszefiiggés azt fejezi ki, hogy tagonként integralhatunk, ami még jobban lat-

szik, ha a kovetkezG alakban irjuk ezt fel:

[Er-2 )

PL fo% P sm(nx)dx =7 Az integraljel mogott végtelen szummat latunk z-t6l fiig-
g6 tagokkal. Ez azt jelenti, hogy > >°, -5 sin(nx) fiiggvénysor Gsszegfiiggvényének (ha
letezik!) az integralja a kérdés. Jo lenne, ha lehetne tagonként integralni, azaz helyet
cserélhetne a szumma és az integral jel. Ezt meg lehet tenni, ha egyenletesen konvergens
a fiiggvénysor a [0, 27]-n. Vizsgaljuk meg a Weierstrass-tétellel!

= 1
Z = sin(nx)
n=1

1 =1
< = Vr € [0,27] és Z = konvergens.

n=1

Igy valoban egyenletes a konvergencia, tehat tagonként integralhatunk. (Az egyes tagok

integralhatosagaval semmi gond nincs, az Gsszes f,, fiiggvény folytonos).

271'0O 2m .
/ —smnxdx—g / —smnw dx =0,

hiszen a sin(nzx) fiiggvény integralja minden n € N esetén a [0, 27]-n (erre mindig egész
szamu szinuszhullam esik, és egy hullamhosszusagu szakaszon az integral 0.)

Differencialhatésag: Itt masok a feltételek!

S fa= f fa€Ca bl VneN, Y fi g labln= feC'ab]és f' =g [a,bn

Az ' = g egyenlGség mésképpen

O f)=> (£,

ami tagonkénti derivalhatéségot fejez ki.



Hatvanysorok

Egy x kézépponti hatvanysoron a kovetkezd specialis fliggvénysort értjiik:

[o@)
Z a(z — mo)k,
n=0

ahol ap € R, k =0,1,2,... adott szamok (a hatvanysor egyiitthatoi).
Egy hatvanysor konvergenciahalmaza mindig zy kozéppontu intervallum. Ennek az inter-

vallumnak a sugara
1

limy 00 3/ Jax|
Az intervallum hatarpontjairdl altalanosan semmit nem tudunk, ott lehet konvergens is

és lehet divergens is egy hatvanysor.

Pl. legyen 2y = 0 és a; = 1 minden k-ra. Ekkor a hatvanysor a > /7, 2¥ fiiggvénysor
lesz. Vegyiik észre, hogy minden z-re az r hanyadost mértani sort kapjuk. Errél tudjuk
régebbrol, hogy milyen x értékek esetén konvergens: ha x —1 és 1 kozott van, egyébként
divergens. Nézziik meg, hogy ezzel 6sszhangban van-e, amit a konvergenciasugar fenti

képlete ad:
1 1 B

B hmk—)oo \k/ |ak:| - hmk—)oo \k/T B

Ez éppen azt jelenti, hogy a (—1, 1)-en biztosan konvergens a sor, a -1 alatt és 1 folott

divergens, azt pedig mashonnan tudjuk, hogy a -1 és 1 hatarpontokban divergens. Amikor

€ (—1,1), akkor a sornak az Osszege is ismeretes: nullaval indulé indexelés esetén ﬁ

Tehét
Zx = — haxE( 1,1).

Fontos kérdés: Adott f : R — R fiiggvény hogyan tudunk elGéllitani hatvanysorral?
Ehhez sziikséges: egy f : R — R akarhanyszor differencialhato fliggvény Taylor sora:

. k)
> ! k(vx_O) (x — )"
k=0 )

Ugyanis, ha egy fiiggvény elGall hatvanysor Gsszegfiiggvényenként, akkor az a hatvanysor

nem mas, mint f Taylor-sora.



