Matematika 3
10. gyakorlat

Pl 1. Irjuk fel az f(z) = sinz fiiggvény xo = 0 koriili Taylor-sorat.

Mindkét sor hatvanysugara R = 400, és a sor mindenhol elgallitja a fiiggvényt.

Pl. 2. Mi a 0 kozépponta Taylor-sora az a) f(z) = ﬁ ill. b) f(z) = == fiigg-
vénynek? Hol allitja el6 f-et?

A legegyszeriibb, ha mértani sorra vezetjiik vissza a feladatot!
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Fiiggvénykozelités Taylor-polinommal

Gyakran sziikségilink lehet arra, hogy valos fiiggvényt polinommal kozelitsiink. Erre fel-
hasznalhatjuk a kovetkezd tételt: Ha f (k + 1)-szer folytonosan differencidlhaté valamely

K (xo) kornyezeten, akkor létezik & pont az x és az xy k6zott, amelyre

(k+1)
) = Til (o)) = S = a1,
Itt Ty (f(x), x0) a k-ad foka Taylor-polinom:
(k)
T (f(x),x0) := f(xo) + f'(xo)(x —x0) + ... + ! k"(§> (z — x0)".

Pl. Szamitsuk ki (0,99)? értékét kozelitsleg az f(x) = a3 fiiggvény o = 1 koriili els6foki
Taylor-polinomjanak a felhasznéalasaval. Mekkora a kozelités hibaja? (A pontos érték
kiszamitasa nélkiil valaszoljunk!)

flxy=2= f(1)=1, f'(z) =322 = f'(1) =3. lgy T1(23,0) =1+ 3(x — 1) = 3z — 2.

0,99 ~3-0,99 +2=0,97.

A fenti tétel alapjan létezik olyan & € (0,99; 1) pont, hogy
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0,99° — 0,97 = (0,99 — 1),

f'(x) = 6x, f"(€) = 6¢. Tgy

6¢

|0,99° —0,97| = ‘?(0,99 — 1)} =3|¢[-0,012<3-107%

Trigonomerikus fiiggvénysorok, Fourier-sor

Trigonometrikus sor:

ap + Z(ak cos(kx) + by sin(kx)) (1)
k=1
alakua fiiggvénysor ahol ag,ar, by € R,k = 1,2,.... Az ilyen fliggvénysorban tehat kii-

16nb6z6 hullaimszamu szinusz- ill.  koszinuszfiiggvények vannak Osszeadva. Fontosabb
megallapitisaink:

1. Ha (1) egyenletesen konvergens egy f fiiggvényhez, akkor az egyiitthatok a kévetkezd
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kapcsolatban vannak f-fel:

1 s
ag = —/ f(z)dx (f integralatlaga)

2m J_,

1 s
ar = — f(z)cos(kx)dz, k=1,2,...,

™

1 s
b = —/ f(z)sin(kx)dz, k=1,2,...
™ —Tr

2. Legyen f: R — R, f € R[—m,n| egy 27 szerint periodikus fiiggvény. Szamitsunk ki
hozz4 a fenti képlet szerint ag, ay., by, szamokat, és irjuk fel az igy kapott (1) sort. Elnevezés:

f Fourier-sora. Ez megfelels feltételek esetén (pl. ha f differencialhato), elg is allitja f-et.

Pl. Adjuk meg a kovetkezé f fiiggvény Fourier-sorat:
f(z) = x|, hax € [-m,7], és f(x +2lr) = f(x),Vz € R, VI € Z

(A [—7, 7]-n értelmezett abszolut érték fliggvényt periodikusan kiterjesztettiik R-re.)

Mivel f paros, az 0sszes by, k = 1,2, ... egyiitthato 0, igy tisztan koszinuszos sort kapunk.

Szamitsuk ki az egyiithatokat!
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2 0, ha k péaros,
= W(cos(lm) —cos0) = { .

— -, ha k paratlan
Itt felhasznaltuk, hogy cos(km) 1-gyel egyenld, ha k paros, és —1-gyel, ha k paratlan (azaz
k 2n — 1 alaku).
Tehat a Fourier-sor:
s > 4
5 + Z —m COS((QH — 1)1‘)

k=1



