Matematika gyakorlofeladatok 1.

. Legyenek A és B tetszéleges halmazok. Mutassuk meg, hogy haz ¢ Aésa ¢ B\ A,
akkor = ¢ B.

. Legyenek A, B és C tetsz6leges halmazok. Mutassuk meg, hogy (A\ B) \ C =
(AN C)\ (BN ).

. Legyen X = {{{1,2},{1}},{1,0}}. (Ez tehat egy halmazokbol all6 halmaz.) Mik
az elemei ennek a halmaznak? Képezziik a kdvetkezGket:

UX (az X-et alkoto halmazok unioja)

NX (az X-et alkoté halmazok metszete)

P(X)

. Jelolje E a Foldon é16 emberek halmazat. Definidljuk E x E-n a kovetkezs relaciot:
Ry :={(z,y) : © és y ugyanabban a hazban lakik}

Mi az értelmezési tartomanya és az értékkészlete ennek a relacionak? Milyen tulaj-

donsagai vannak? Ekvivalenciarelacio-e? Ha igen, mik az ekvivalenciaosztalyok?

. Jelolje F' a férfiak halmazat. Definialjuk F' x F-n a kovetkez6 relaciot:
Ry :={(x,y) : x 6cese y-nak}

Vizsgéaljuk meg a tulajdonsagait! Ekvivalenciarelacio-e, szigori rendezési relacio-e?

. Rendezési relacionak (nem szigoru!) a reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv rela-
ciokat nevezziik. Ekkor xRy helyett az x < y jeldlést hasznaljuk. Legyen Rj3 a

kévetkezd, INg X INg-beli relacio:
Rs :={(z,y) : x|y}, (azaz x osztoja y-nak).

Mutassuk meg, hogy rendezési relaci6. Teljes-e a rendezés? Adjuk meg egy felsd
korlatjat az {1,2,3} halmaznak ebben a rendezésben! Jo-e felsg korlatnak az 57

Van-e ezen rendezésben INy-nak legnagyobb eleme?

. Mutassuk meg, hogy a négyzetszamok halmaza megszamlalhatoan végtelen szamos-

sagu.

. Mutassuk meg, hogy megszamlélhatéan végtelen sok megszamlalhatdéan végtelen

szdmossagi halmaz unidja is megszamlalhatéan végtelen szamossagu.
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9. Legyen (IF, +, ) egy szamtest. Mutassuk meg, hogy 0 - a = 0 minden a € IF.
10. Legyen (IF, +,-) egy szamtest, a,b € IF,a # 0,a - b = 0. Mutassuk meg, hogy ekkor
b=0.
11. Hatarozzuk meg az A = {®= n € IN} halmaz szupremumat és infimumét!
12. Injektiv-e az f(z) = =, D(f) =R\ {1} fiiggvény? Ha igen, f~! =7
Megoldasok:

1. Indirekt. Tegyiik fel, hogy v ¢ A, x ¢ B\ A, és x € B. Ekkor x € B és x ¢ A miatt
x € B\ A, tehat ellentmondasra jutunk.

2. 1.) Tegytik fel, hogy x € (A\ B)\C. Ekkorx € Aésx ¢ B,ésx ¢ C. =z € A
és v ¢ C miatt v € A\ C, v ¢ B miatt pedigz ¢ B\ C. =2 € (A\C)\ (B\C).
2.) Tegyiik fel, hogy = € (A\C)\ (B\C). Ekkorz € A\C ész ¢ (B\C). =z € A
ésx ¢ C,ésx ¢ B\ C. A két utobbi allitasbol kovetkezik, hogy = ¢ B. Tehat:
reAésax¢ B ésx¢g(C=xe(A\B)\C.

3. X elemei: az A = {{1,2},{1}}, B={1,0}

UX =AU B ={{1,2},{1},1,0}
NX=ANB=10
P(X)={0,{A},{B}, X}

4. D(Ry) : azok az emberek, akikhez talalhaté olyan ember, akivel egy hazban lakik,
vagyis a hazban lak6 emberek halmaza. R(R;) ugyanez. Reflexiv (minden ember
egy hazban lakik 6nmagaval), szimmetrikus (ha x ugyanabban a hazban lakik, mint
y, akkor y ugyanabban a héazban lakik, mint z), tranzitiv (ha = egy hazban lakik
y-nal és y egy hazban lakik z-vel, akkor x egy hazban lakik z-vel), tehat ekvivalen-
ciarelaci6. Az egy hazban lakoé emberek alkotnak egy ekvivalenciaosztalyt.

5. D(Ry): azoknak a férfiaknak a halmaza, akiknek van batyjuk, R(Rs) : azoknak a
férfiaknak a halmaza, akiknek van Occsiik. Irreflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv
relacio. Igy nem ekvivalencia- és nem szigort rendezési relacio.

6. Rendezési relacio, mert reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv. Igy x|y helyett hasz-

nalhatjuk az = < y jelolést. A rendezés nem teljes, mert pl. 2 és 3 nem hasonlithato
Ossze. A megadott halmaznak fels§ korlatja pl. a 6, de az 5 nem. INy-nak ebben
a rendezésben a 0 a legnagyobb eleme, mert a 0-nak minden természetes szam az

osztOja, még a nulla is.



7.

10.

11.

12.

Jelolje X a négyzetszamok halmazat, azaz X = {1,4,9,16,...} = {n?:n € N} C
IN. Ekkor X és IN kozott bijekcio létesithets a kovetkezd f : IN — X fiiggvény

segitségével: f(n) = n?

Jel6lje a halmazokat Aq, Ay, ... Az Ay halmaz elemeit meg lehet sorszamozni, irjuk
fel ezeket az elemeket az elsG sorba. Az A; halmaz elemei szintén sorbarendezhetdk,
ezeket irjuk a masodik sorba és i.t. Ha az A; halmaz j-edik elemét a; -vel jeldljiik,

akkor a kovetkez6 elrendezést kapjuk.

A, a1, Qi
GQO &21 a22

(1)

ago (1,31 CL32

A téblazatban 16v6 elemek és IN kozott bijekcid 1étesithets: a nulladik elem legyen
a tablazat bal fels§ eleme, utdna 1l-es és 2-es sorszammal lassuk el az els§ elemtdl

jobbra és lefelé elhelyezkedd elemeket (1 <> aq,, 2 > ag,), és i.t. atlosan.

0-a=(0-a)+0=(0-a)+(a+(—a))=(0-a+a)+(—a)=(0-a+a-1)+(—a) =
(@a-0+a-1)+(-a)=a-(04+1)+(—a)=(a-1)+ (—a) =a+ (—a) = 0.

b=b-1=1-b=(a-a')-b=(ata)-b=alt-(a-b)=a'-0=0-a"'=0.

sup A = 2, mivel a 2 fels6 korlatja a halmaznak, és eleme a halmaznak.

Megmutatjuk, hogy inf A = 1. Az 1 nyilvanvaléan als6 korlat. Beldtand6 még, hogy
tetszlleges x > 1 esetén x nem also korlatja A-nak, vagyis létezik olyan a € A szam,
amelyre a < x. Az Archimédesz-axioma szerint minden nyilt intervallumnak van
raciondlis pontja, igy az (1, z) intervallumon talalhato b = § racionélis szam. Mivel
b > 1 ezért itt p > q. Ha p éppen 1-gyel nagyobb ¢-nél, akkor b € A, és igy a = b jo
lesz. Ha pedig p legalabb 2-vel nagyobb ¢-nal, akkor a szamlalot g+ 1-re lecsokkentve

— ot
_q,(

a kapunk megfelels elemet, tehat a Ez biztosan eleme (1, z)-nek is, és A-nak

is.)
Injektiv, ha f(x1) = f(z2) = x1 = xa.

(S
1—:1:1_1—x2

Sl—x1=1—29 & 11 = 29,

tehat injektiv. D(f~!) = R(f) =R\ {0}.




