10.

Matematika gyakorlofeladatok 2.

. Metrika-e IR-en a p(z,y) = e" ¥ fiiggvény?

Adjuk meg az x = (1,0, —1) és az y = (2, 3,0) IR3-beli elemek tavolsagat a kivetkezs
metrikdkban: p1, p2, poo, pa (diszkrét metrika).

Adjuk meg a [0, 1] zart intervallumon értelmezett f(x) = 2z és g(x) = x fliggvény
tavolsigéit a (C[0,1], poo) és a (C[0,1], py) metrikus térben.

. Igaz-e, hogy az f(x) = x? fiiggvény benne van az azonosan nulla fiiggvény 1 sugari

koérnyezetében
a.) a (C[-1,1], py) metrikus térben?
b.) a (C[—1,1], ps) metrikus térben?

Teljes metrikus tér-e (H,| - |), ahol

a.) H:=[0,1]\ {3};
b.) H:=[0,1]U{-1}?

Kontrakcié-e az f(x) = e** fiiggvény
a.) a [0, 1] intervallumon?
b.) a [—2,—1] intervallumon?

Ha igen, adjunk meg hozza megfelel ¢ kontrakcidészamot.

A 4x = 7" egyenletet fixpont-iteracioval szeretnénk megoldani. Hatérozzunk meg
ehhez egy megfelels zéart intervallumot. Hanyat kell lépniink a 10~%-es pontossig

eléréséhez ezen intervallum valamelyik végpontjabol indulva?

Normét definidl-e IR3-on a kovetkezd fiiggvény?

(Jil,l‘Q,ZL’g) —> |.Z‘1 + 29 + .Z‘2|
A (C[=3, 3L - ly) normélt térben az f(z) = x — § fiiggvény benne van-e a g(x) =
%cosx fiiggvény 6 sugaru kornyezetében?

Konvergens-e, és ha igen, hova tart az alabbi R2-beli vektorsorozat? A maximum-

norméban adjunk £ = 10~*-hez megfelelé N kiiszobindexet!

1 5 1
p=(1-=
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11. Jordan-mérhets-e? Ha igen, adjuk meg a Jordan-mértékét!
a) Q1= [0,22U ([1,3] x [0,3]) U (13,4] x [2,3));
b) Qo ={(z,y) 2z €[-L1,0<y<1-2a’}

12. Jordan nullmértéki-e?
a) Q3 = a [0,1]* egységnégyzet hatarpontjainak a halmaza;
b) Qi ={(z,1): 2 €[0,1] N Q}.

Megoldasok:

1. Nem, ugyanis nem teljesiil, hogy
V=0 r=y

(a metrika a.) tulajdonsiga), hiszen z =y € IR esetén p(z,y) = e* ¥ =’ = 1.

2. pr(z,y)=11-2[+0=-3|+|—-1-0/=5
pale.y) = T =277 03P 7 (-1 -0F = VI
poo(;y) = max{|l —2[,]0 =3[, -1 -0[} =3
pa(z,y) =1

3. po(f,g) = maxjq |22 — x| —max[oux—l
pr(fs9) fo |2x—x|dx—f0 zdr = 3

4. a.) pr(f,0) f L 2°dx = £, tehat igaz.
b.) poo(f,0) = maXge[—1,1] |$2 — 0| = 1, tehat nem igaz.

5. a.) Nem, mert pl. az (3 + 1) (n > 2) sorozat H-beli és — 3. Mivel R-ben
konvergens, igy Cauchy-sorozat, de a hatarértéke nem H-beli, mert % ¢ H.

b.) Igen, mert H zart (H' =1[0,1] C H).

6. a.) Nem kontrakcio, ugyanis x = 0, y = 1 esetén |f(z)— f(y)| = e*—1 > |x—y| = 1.
b.) [f'(z)] =2¢* < 2¢? =3 <1, hax € [-2,—1]. (Itt felhasznaltuk, hogy az
|f/(z)| = 2e** fiiggvény a [—2, —1] intervallumon szigorian monoton néve, igy —1-
ben veszi fel a maximumat.) Tehat f a [—2, —1] intervallum kontrakei6 ¢ = 5 =
0.2707 mellett.

7. Grafikusan a megoldés az y = 4 és az y = e~ * fiiggvény metszéspontjanak az
x koordinatidja. Csak egy megoldas van, ugyanis az y = 4z fliggvény szigorian
monoton nd, az y = e * fliggvény pedig szigorian monoton csékken. Tovabba a

megoldas a [0, 1] intervallumban van, ugyanis a ¢(x) = 4x — e~ folytonos fliggvény
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az x = 0-ban negativ, az x = 1-ben pedig pozitiv értéket vesz fel, tehat x = 0 és
x = 1 k6zott biztosan van zérushelye.

Irjuk 4t az egyenletet = le™® alakba. Ekkor a megoldas az f(z) = }le"” fiiggvény

1
fixpontja.
Ezen f-re teljesiilnek a fixponttétel feltételei a [0, 1]-en, ugyanis

a.) |f'(z)] = te™ < 1, ha = € [0,1], tehat f kontrakci6 a [0, 1]-en (amely teljes

metrikus tér a szokasos | - | metrikéval), kontrakciészamnak hasznalhat6 a ¢ = 1
b.) f a [0,1]-en beleképez a [0,1]-be, ugyanis ha = € [0, 1], akkor f(z) € [+,3] C
[0,1].

Az n lépésszam meghatarozasahoz irjuk fel a fixponttételben szereplé hibabecsl

formuléat:
n

% q

|z — x0].

Ha az xy = 0 pontbdl indulunk, akkor x; = %6*0 = %. A g helyébe %—et irva:

1\n
i 1
|xn—x*| S (4)1 Z <10 4
1—-7 4
ha
4" > = . 10"
Logaritmust véve
10000
nlgd >lg (T) .

Ebbél n > 5.85, azaz elegendé hatot lépniink.

Nem, ugyanis pl. az (z1,x2,x3) = (—1,1 — 0) vektorhoz is nullat rendel hozza, nem

csak a (0,0,0)-hoz, igy sériil az 1. normatulajdonsag.

Az f és a g fliggvény tavolsaga

ks s 1 2
|yf—g|yf:/2 |f<x>—g(x)\dx:/2 (§cosx—x+ 2>dx— =T R <6
-3 -3

benne van. (Az integrandus felirasanal kihasznaltuk, hogy a ¢ fiiggvény végig az f
folott halad, ezért g-bdl vontuk ki f-et.)

Oda tart, ahova koordinatanként, vagyis az (1,0) vektorhoz. Megfelel§ kiiszobindex

} 5
=—<ce
n

meghatarozasa:

Y
H( " 1+n2>_(1’o)Hmm“{’_g ,

3

1
1+n2
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12.

teljesiil, ha

5)
n> -,
£

igy megfeleld kiiszobindex lesz a kovetkezd:

5 5
N=|2]+1= 1 = 50001.
F =l

a) A @, halmaz Z-beli, igy Jordan-mérhets. Allitsuk el uo-diszjunkt téglalapok

uniojaként, és adjuk O6ssze a mértékeiket. Pl.:
Q1 = ([0,3] x [0, 2]) W([1,4] x [2,3]),

w@)=3-24+3-1=09.
b) u(@Q2) = [1,(1—a%)de =[x - %], = 3.

a) A Q3 intervallum, igy Jordan-mérhets. A hatarpontjainak a halmaza tehat
Jordan-nullmeértékii.

b) A Q4 halmaz azon R%-beli pontok halmaza, amelyek els koordinataja 0 és 1 kozeé
es6 racionélis szam, masodik koordinataja pedig 1. Ezen pontokat le lehet fedni tet-
sz6leges € esetén egy e-ndl kisebb magassagi és 1 szélességd téglalappal, amelynek

a meértéke < e. Igy Q4 Jordan-nullmeértéki.



