Linearis egyenletrendszerek megoldasa iteraciés modszerekkel

Az Ax = b linearis egyenletrendszer iteraciés modszerrel torténé megoldasa soran egy, a
megoldashoz konvergald vektorsorozatot konstrudlunk. Ennek modja, hogy az egyenlet-
rendszert © = Bz +r alakra hozzuk, és alkalmazzuk a fixponttételt. Ha az A matrix eleget
tesz bizonyos tulajdonsidgoknak, és az iteracio konvergens, akkor hatékonyabb lehet, mint
a direkt modszerek. ElsGsorban nagyméreti és ritka egyiitthatométrix esetén jon szoba

valamilyen iteracios modszer alkalmazésa.
1. Jacobi-iteraci6

A Jacobi-iteracié esetén az A matrixot elGszor felbontjuk
A=D+L+U
alakban, ezzel az egyenletrendszer
(D+L+U)x=h.
(L 4+ U)z-et a jobb oldalra atvive:
Dx=—(L+U)x+0b

v=D(—(L+U)x+b)

Figyelembe véve, hogy L + U = A — D, az megoldand6 egyenletrendszer:

x=DYD—-Az+b

A kovetkezo fliggvény megadott A matrixa és b jobb oldalu linearis egyenletrendszer meg-

oldasat allitja el§ Jacobi-iteracidval maxiter szamu lépésben.

%Ax = b 1lin. e.r. megoldasa Jacobi-iteracioval

function x = Jacobi_it(A,b, maxiter)

D = diag(diag(A)); %az A diagonalis elemeibol osszeallitott diag. matrix
T = D-A; % T = -(L+U)= -(A-D)
x = zeros(size(b)); % csupa nulla elemu vektorbol inditjuk az iteraciot

for k = 1:maxiter,
x = D\ (T*x+b);



end

Legyen
6 1 1 1 1 —10
1711 1 —6
A=]1118 1 1|, b=
1119 1
| 1 1 1 1 10 | | 18 ]

Oldjuk meg az Az = b egyenletrendszert a Jacobi-iteracioval 10 lépésben. (A pontos
megoldés: = = [—2,—1,0,1,2]7.)

» A=ones(5,5);

» d=[6 7 8 9 10];

» A=A-diag(diag(A))+diag(d)
» b= [-10 -6 0 8 18]°

» Jacobi_it(A,b,10)

ans =
-2.0001
-1.0001
-0.0001
0.9999
1.9999

Az iteraciot ugy is elvégezhetjiik, hogy akkor is alljon le, ha két egymast kovetd ite-

racié mar elég kozel van egymaéshoz.

% Jacobi-iteracio hibakuszob beallitasaval

% Az X tomb i-edik oszlopaban lesz az i. iteracio
function x = Jacobi_it_reltol(A,b,maxiter)

tol = 1.e-8; % eloirt hiba

relerr = inf; 7 nagy relativ hibat allitunk be kezdetben
it = 1; % elkezdjuk szamolni a lepeseket

D = diag(diag(A));

T=D - A;

X(:,1) = zeros(size(b)); % kezdovektor (x = 0)

while relerr > tol & it< maxiter, % maxiterig vagy az eloirt hiba elereseig



hiteraljon
X(:,it+1) = D\(T*X(:,it)+b);
relerr = norm(X(:,it+1)-X(:,it),inf)/norm(X(:,it+1),inf);
it = it+1; % noveljuk az iteracioszamlalot

end

x= X(:, it);

2. A Gauss—Seidel-modszer

A Gauss—Seidel-modszernél is A = D + L + U alakban bontjuk fel A-t, de az Ux tagot
vissziik at a jobb oldalra, és (L + U) inverzével szorzunk. Tehat az S = L+ D, T = —U

jeloléssel
v =S"YTx+b)

alakra hozzuk az egyenletrendszert.

Az A méatrix L és U GsszetevGjének az elGallitasdhoz hasznéalhatjuk a tril, triu fiigg-
vényeket. (Mindketté meghagyja A f6atlobeli elemeit is.)

» Ax = b lin. e.r. megoldasa Gauss-Seidel-iteracioval

function x = Gauss_Seidel_it(A,b,maxiter)

S =tril(A) % S =L +D

T=S-A%T=-U=S5-A

x = zeros(size(b)); for i = l:maxiter,
x= S\(T*x+b) ;

end

Az iteracios modszerek kiilonosen jol hasznalhatok ritka A matrix esetén. A ritka matrix-
ban nagyon kevés nullatol kiilonb6z6 elem van. A Matlab a ritka matrixokat gazdasagosan
tudja eltarolni, és hatékonyan tud veliikk matrixmtveleteket végezni. Az

»Asp = sparse(A)

parancsra a Matlab rikta matrixként kezeli az A matrixot. (Visszaallitasa: A = full

(Asp).) Készitsiik el a kovetkezo ritka matrixot:

» I = eye(50,50)



»B
»A

diag(1:50)
[ 9xI B ; B 9+I ]

Itt 50-sz0r 50-6s blokkokbol osszeraktunk egy 100-szor 100-as ritka matrixot.

Meérjiikk meg, hogy mennyi ideig tart ezt a matrixot 0sszeszorozni sajat magaval!
» tic, A*xA; toc
Elapsed time is 0.016000 seconds.

Vessiik ezt Ossze azzal az idGvel, amely ahhoz sziikséges, hogy A-t ritka matrixként kezelve

végezze el a szorzast a Matlab:

» Asp= sparse(A)
» tic, Asp*Asp; toc

Elapsed time is 0.000000 seconds.

A ritka struktiran nem valtoztat a transzpondlas, valamint a diag, tril stb. paran-

csok.



